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’esfera

L’esfera és la figura de I'espai generada per la rotacié d’'un cercle al voltant d’un dels
seus diametres.

L’esfera és el lloc geométric dels punts de I'espai la distancia dels quals a un punt fix
(anomenat centre) és igual a r (anomenat radi.

Siga 0(a, b, ¢) centre de 'esfera. Siga r el radi.
La seua equacio és:
(x—a)?+(—-b)?*+(z—-c)?=r?

Corda d’'una esfera

Segment rectilini que uneix dos punts de I'esfera.

Diametre d’una esfera.

Corda maxima d’'una esfera, és a dir, corda que passa pels centre de I'esfera.

Area d’una esfera.
S = 4nr?

Volum d’una esfera:

V=—mnr3

3

Exemple:
Determineu I'equacioé de I'esfera de centre 0(—2,1,2) iradir = 3

Solucio:
L’equacio és:
(x+2)2+(@y—-1)2%+(z—2)% =32

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera.
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Exemple:

Determineu I'equacio de I'esfera de centre 0(3,—2,1) i passa pel punt A(2,—1,-3)

Solucié:

El radi de la circumferéncia és:

r=d(C,A) =+J/(2-3)2+ (-1+2)2+(-3-1)2=/18=3V2
L’equacio és:

=32+ @ +2)7+@z-1)7%=(3v2)




Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera.
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(X—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2
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Exemple:

Determineu I'equacio de I'esfera tals que els punts A(2,—3,5),B(4,1,—3) sbn els

extrems d’un dels seus diametres.

Soluci6:

El centre de 'esfera és el punt mig del segment AB. Les seues coordenades son:

0(3,-1,1)
El radi és:

r=d(0,A) =+J(2-3)2+(-3+1)2+(5-1)2=+21

L’equacio és:

(x=3)7%+ @+ 1%+ (z—1)? = (V21)°
Obrim el Menu Grafico 3D.

Definim i representem I'esfera.

]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2
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4.582575695
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El

Exemple

Determineu el centre i el radi de I'esfera d’equacio:

x24+y2+22—4x—-2y+22z-19=0

Solucio:
Completant quadrats:

=2+ —-1)2+@Z+1)?>=19+2%2+1%+1?

(x—22+(@—-12%+(z+1)? =52

El centre és el punt 0(2,1,—1) elradiésr =5

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera.
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Posicions relatives

Posicio relativa d’'un punt P i una esfera de centre 0 i radi r.
Sid(0,P) > r, el punt és exterior a I'esfera.

Sid(0,P) = r, el punt pertany a I'esfera.

Sid(0,P) <r, el punt és interior a I'esfera.

Posicio relativa d’'una recta s i una esfera de centre O i radi r.

Sid(0,s) > r, larecta és exterior a 'esfera.

Sid(0,s) =r, larecta és tangent a I'esfera.

A més amés, Si T és el punt de tangéncia, la recta s és perpendicular a la recta OT
Sid(0,s) <r, larecta és secant a l'esfera, talla I'esfera en dos punts.

Posicio relativa d’'un planol 7 i una esfera de centre 0 i radi r.

Sid(0,m) > r, el planol és exterior a I'esfera.

Sid(0,m) = r, El planol és tangent a 'esfera.

A més amés, Si T és el punt de tangéncia, el planol és perpendicular a la recta OT
Sid(0,m) < r, El planol és secant a I'esfera, talla I'esfera en una circumferéncia.
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Problemes

Problema 1

Siga 'esfera d’equacid E = x? + y? + z2 — 2x + 6z = 0.

Determineu les coordenades del centre i la mesura del radi.
Verifiqueu si el planol IT = 3x — 2y + 6z + 1 = 0 i I'esfera sén secants.
Determineu el radi de la circumferéncia interseccio de E, II.
Determineu el centre de la circumferéncia intersecci6 de E, II.

Problema 2
Determineu I'equacio de I'esfera de centre C(3,—5,—2) i tangent al planol
2x—y—3z+11=0

Problema 3
Determineu I'equacio de I'esfera de radi r = 3, que és tangent al planol
x+2y+2z+3=0 enelpunt A(1,1,-3)

Problema 4
Determineu I'equacio del planol tangent a I'esfera x + y? + z2 = 49 en el punt
M(6,-3,-2)

Problema 5
Determineu les equacions dels planols tangents a 'esfera
(x —3)2+ (v +2)% + (z — 1)? = 25 paral-lels al planol 4x + 3z — 17 =0

Problema 6
Determineu I'equacio de la circumferéncia que passa pels punts
A(3,-1,-2),B(1,1,-2),€(-1,3,0)

Problema 7

Demostreu que el planol 2x — 6y + 3z — 49 = 0 és tangent a I'esfera
x2+y?+2z2=49

Calculeu les coordenades del punt de tangéncia.

Problema 8
Determineu I'equacio del planol tangent a I'esfera (x — 3)? + (y — 1)? + (z + 2)? = 24
que passe pel punt M(—1,3,0)

Problema 9

Determineu I'equacio de I'esfera que és tangent als planols 11 = 6x — 3y — 2z —35 =0,
Q=6x—-3y—2z+63 =0, sabent que el punt M(5,—1,—1) és un punt de tangéncia
en un dels planols.

Problema 10

, 2x+4y—z—-7=0
Una esfera té el centre en la rectarz{ X Y-z

4x+5y+z—14=0
N=x+2y—-2z—-2=0,0=x+2y—2z+4 = 0. Determineu la seua equacio.

i és tangent als planols

Problema 11

x=2-2a
Determineu la posicié relativa de larectar =<5y = —% + 3a i l'esfera
z==-2+a

1
EEx2+y2+22+x—4y—32+E=0
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Problema 12

En l'esfera d’equacio E = (x — 1)? + (y + 2)? + (x — 3)? = 25 determineu el punt M
més proxim al planol I1 = 3x — 4y + 19 = 0 i calculeu la distancia del punt M a aquest
planol.

Problema 13
Determineu I'equacio de I'esfera de centre 0(2,3,—1) que talla la recta

_(5x—4y+3z+20=0 o
s= { 3x—4y+7—8=0 amb una corda de longitud igual a 16.
Problema 14
Determineu el centre C i el radi r de la circumferencia
{(x -3+ (W +2)?%2+(z—1)? =100

2x—=2y—z+9=0

Problema 15
Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts
A(1,-2,-1),B(-5,10,—-1),C(4,1,11),D(-8,-2,2)

Problema 16
Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts
AQ3,1,-3),B(—2,4,1),C(=5,0,0)ité el centreenelplanolT=2x+y—-z+3=0

Problema 17

Siga l'esfera x? + y2 +z2 + 6y —4z+9 =0

Determineu I'equacioé de I'esfera concéntrica amb ella que és tangent al planol
2x—3y+2z+4=0

Problema 18

Siga l'esfera x? + y2 +z2 —6x — 4y +8z+20 =0

Calculeu 'esfera d’igual radi, tangent exterior en el punt A(1, 4, —3) de I'esfera.
Calculeu l'esfera d’igual radi, tangent exterior en el punt diametralment oposat al punt
A(1,4,—-3) de l'esfera.

Problema 19
Siguen les esferes d’equacions
Ei=x*+y2+22=25E,=x*+y?*+2z2—-10x+ 15y —25z2=0
a) Proveu que les dues esferes son secants.
b) Determineu el planol que conté la interseccio de les dues esferes.
c) Determineu el centre i el radi de la circumferencia interseccio.

Problema 20

Calculeu la distancia més curta del punt A(1, -1, 3) a I'esfera
E=x>+y2+z2—6x+4y—10z—62=0

En quin punt de I'esfera s’assoleix la distancia més curta.

Problema 21

x=-5+3t
Pels punts interseccio de larecta r = {y = —11 + 5t i de I'esfera d’equacié
z=9—-4t

E=(x+2)?2%+(y—1)?+ (z+5)? = 49 s’han tragat planol tangents determineu les
seues equacions.
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Problema 22
. , . : , s (x2 +y?2 =25
Determineu I'equacio de I'esfera que passa per les circumferéncies { 5
7 =
{xz +y%2 =16
z=73
Problema 23

Donades les esferes E; = 2x2 + 2y? + 2z +3x—2y+2z—5 =0,
E,=x?>+y?+2z?—-x+3y—2z+1=0
a) Determineu la posicio relativa de les dues esferes.
b) Sisén secants, determineu el planol on es tallen.
c) Determineu el centre i el radi de la circumferencia interseccié de les dues
esferes.

Problema 24

Proveu que el punt T(1,0, 1) pertany al planol T = x — 2y + 2z = 3.

Determineu I'equacio de I'esfera que passa pel punt P(1,0,5) i és tangenten T al
planol .

Problema 25

Considerem els punts A(2, 3,6), B(6,2,—3),C(3,—6,2) en I'espai tridimensional.
Verifiqueu que els segments 04, 0B, 0C son arestes d’un cub, on 0(0,0,0).
Determineu el centre i el radi de I'esfera circumscrita al cub.

Problema 26

Siguen les esferes E; = x2 + y2 +z2 —4x — 12y + 6z + 45 = 0,E, = x*> + y2 + 22 = 81
a) Demostreu que les dues esferes sén tangents.
b) Determineu I'equacié del planol tangent a les dues esferes.

Problema 27
Siguen les esferes E; = x2 +y? +z2+ 6x — 2y —4z+ 11 =0,
E,=(x—-1D2+(y+2)?2+(z—2)2=3?

a) Demostreu que les dues esferes son tangents.

b) Determineu 'equacié del planol tangent a les dues esferes.

Problema 28
x=t
Determineu I'equacio de I'esfera E, amb centre sobre larectar = {y =t teR
z=t

Tangental planolm =3x —y—2z+14=0enel puntT(—4,0,1)

Problema 29

Els punts A(3,—-2,5), B(—1, 6,—3) sbn els extrems d’'un diametre d’'una circumferéncia
gue passa pel punt C(1,—4,1)

Determineu I'equacio de la circumferencia.

Problema 30

El punt C(1,—1,—-2) és el centre d’'una circumferéncia que talla la recta
_( 2x—y+2z—-12

r={4x—7y—z+6=0

Determineu I'equacio de la circumferéncia.

una corda de longitud 8.
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Problema 31
x =444t

Demostreu que per larectar ={y = 1 + 3t només es pot tragar un planol tangent a
z=1+t

lesfera E =x?+y2+2z2—-2x+6y+2z+8=0
Determineu la seua equacio.

Problema 32

Determineu I'equacié de I'esfera de radi V6 tangent al planolmr = x4+ 2y —z+1=0en
el punt de coordenades (1,0, 2).

Problema 33

Determineu el punt O del planol T = x + y + z = 1 que equidista dels punts A(1, -1, 2),
B(3,1,2),C(1,1,0). Determineu I'equacio de I'esfera de centre el punt O anterior que
passa pels tres punts 4, B, C.

Problema 34
Donades les esferes d’equacions:
EE=(x—-12+0-22%+z-1)2=4,E=x-22+(@—4)?+(z—3)? = 4.
a) Proveu que son secants.
b) Determineu el planol intersecci6 de les dues esferes.
c) Calculeu el centre i el radi de la circumferéncia interseccié.
d) Calculeu el volum de la interseccié de les dues esferes.

Problema 35
Donades les esferes d’equacions:
EE=(x—-1)2+0-22+Z-1)2=4,E=x-2)2+@—-4)?+(z-3)?=09.
a) Proveu que s6n secants.
b) Determineu el planol interseccio6 de les dues esferes.
c) Calculeu el centre i el radi de la circumferencia interseccio.
d) Calculeu el volum de la interseccio6 de les dues esferes.

Problema 36
Determineu I'equacio de I'esfera que passe per I'origen de coordenades i per la
circumferéncia d’equacio { x* +y* + 2% = 25

2x—=3y+5z—-5=0
Problema 37
Determineu I'equacioé de I'esfera que passa pel punt P(4,—1,—1) i és tangents als tres
planols coordenats.

Problema 38

Donats el punt P(1,2,—1) iel planol T = x + 2y — 2z + 2 = 0, siga S I'esfera que és
tangent al planol = en un punt P’ de forma que el segment PP’ és un dels seus
diametres.

Es demana:

Determinar les coordenades del punt de tangéncia P’

Determinar I'equacié de l'esfera S.

Problema 39
Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts A(4,2,—-3),B(—1,3,1) i té el
centre en la recta que passa pels punts €(2,3,7),D(1,5,9).
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Problema 40
Siguen l'esfera E = x2 + y2 + z2 = 9 i els punts A(3,0,6),B(3,5,1).
Determineu els planols tangents a I'esfera E que contenen els punts 4, B.

Problema 41
Determineu I'esfera de centre A(6,3, — 4) i tangent a I'eix 0,

Problema 42
Donats els punts A(2,0,—1),B(—2,2,1), proveu que el lloc geométric dels punts P de
I'espai que compleixen PA = v2 - PB és una esfera E.

a) Escriviu 'equacio reduida de I'esfera E.

b) Proveu que el punt T(—10,8,7) pertany a I'esfera E.

c) Determineu 'equacio del planol tangent a I'esfera E en el punt T.

Problema 43
Determineu I'equacio de I'esfera de centre en el planol z = 4 tangent al planol 0,,, en el

punt T(2,3,0)

Problema 44
Determineu I'equacio de I'esfera que té el centre en el planol m; =2x+ 2y —z+2 =0
i és tangent al planol m, =2x+ 2y —z—4=0enel puntT(3,0,2)

Problema 45
Determineu I'equacio de 'esfera que té el centre enelplanolm; =x+y+z=0iés
tangent al planol 7, =2x —y+2z—3=0enelpuntT(3,1,—1)

Problema 46

Determineu I'equacio de I'esfera de radi 2 que té el centre en I'eix 0, que és tangent
exterior al'esfera E = (x —4)?+ (y —1)?> + (z—3)? = 9.

Determineu el punt de tangéncia.

Problema 47
Determineu I'equacio de I'esfera de centre C(6, 3, —4) tangent a 'eix 0,

Problema 48

Determineu el lloc geométric dels punts de I'espai que la suma dels quadrats de les
distancies als punts A(-2,2,4),B(0,0,—4) és 80.

Determineu els seues elements.

Problema 49

Determineu la recta perpendicular al planol T = x — y — 2 = 0 i siga un diametre de
lesferaE = x2+y? +2z2+2x—2y =0

Calculeu els extrems del diametre.

Problema 50

Determineu el lloc geométric dels punts X tal que MX i NX son ortogonals essent
M(1,1,0),N(0,1,0)

Problema 51
Determineu I'equacio de I'esfera concéntrica a I'esfera

E=x>+y?>+2z2+x+2y—2z—1=0, que passa pel puntP(—%,—l,l)

10
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Problema 52

Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts A(6,—1,3), B(0,7,5) i té el centre
_(x—=2z+3=0

en Iarectar:{y_z_l_1 —0

Problema 53

Determineu els planols tangents a I'esfera d’equacié

E=x?>+y2+2z2—4x+2y—8z+10=0

x—2z=-—

1.,
y+z=1 i I'esfera.

En els punts d’interseccié de larecta r = {

Problema 54
Determineu el lloc geométric dels punts tals que la proporcié entre les distancies a dos
punts fixos A(1,1,-2),B(-2,3,2) és 1: 3.

Problema 55

Determineu I'equacio de I'esfera tangent a la recta interseccié dels planols
m=x—y+z=0,mt, =2x —y—z =3 iconcéntrica a I'esfera d’equacio
E=x?>+y2+2z2-6y—8z+16=0

Problema 56

Determineu les equacions de les esferes els centres de les quals pertanyen al planol
m = 3x + 2y — z — 8 = 0 i s6n tangents als planols coordenats.

Problema 57
Determineu la maxima esfera de centre 0(5, 4,9) continguda en el primer octant.

11
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Problema 1

Siga 'esfera d’'equacié E = x? + y2 + z2 — 2x + 6z = 0.

Determineu les coordenades del centre i la mesura del radi.
Verifiqueu si el planol IT = 3x — 2y + 6z + 1 = 0 i I'esfera sén secants.
Determineu el radi de la circumferencia intersecci6 de E,II.
Determineu el centre de la circumferéncia intersecci6 de E, II.

Solucio:

Obrim el Menu Grafico 3D.
Representem I'esfera i el planol:

B [MathRadFornl [d7c](a*bi]

Completant quadrats:
2
E=(x-1)?%+y%+ (z+3)%? = (V10)
Les coordenades del centre sén €(1,0,—3) i el radi R = V10.
Per estudiar la posicio relativa del planol i 'esfera, calculem la distancia del centre de
I'esfera al planol.
3:-1-2-0+6(-3)+1
d(c,I) = ‘ ) ‘ =2
3%+ (—2)2 + 62
d(C,l) =2 <R =10
Aleshores, el planol i I'esfera sén secants.

RN

(@)

Cc

Considerem la circumferéncia interseccio de I'esfera i el planol.
Siga 0 el centre de la circumferencia.

Siga la secci6 de I'esfera que passa pel centre C i perpendicular al planol
Siga r = OM el radi de la circumferéncia interseccio.

€0 =2,CM =10

A

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COM
2

r2=(V10)" -22=6

r=+6

12
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Per calcular el centre de la circumferéncia interseccio de E, I1, determinem la
interseccié de la recta perpendicular a IT que passa pel centre €(1,0,—3) de I'esfera i

el planol I

El vector director de la recta perpendicular al planol que passa per C és el vector

caracteristic del planol v = (3, -2, 6).

La seua equacio vectorial és:

r=(xy,2)=(0,0-3)+(3,—-2,6)a

Obrim el Menu Gréfico 3D.
Dibuixem la recta r:

B [MathRadMorml [d7c](z*bi

Amb la funcié G-Solv determinem la interseccio de la recta r i el planol II.

B [MathRadFornl [d7c](a*bi]

2: Plano

X=1.8b71

Z

?=_ﬂo 5?1_5
Z=-1.28b¢

EB

-6

INTERSEC

El centre de la circumferéncia és:

P(1.8571,—0.571, —1.285)

Analiticament, per calcular el punt intersecci6 resoldrem el sistema format per la recta

r i el planol TI.
2x+ 3y =

r:{3y+z=—3

2

2x+3y =2

{3x—2y+6z=—1

3y+z=-3
Obrim el Menu Ecuacion:
Resolem el sistema d’equacions lineals format per la recta r i el planol II.

13
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El MathRadNormll [d7c][a*hil
an X+bn Y+CE Z=dn
a

c d
1 3 -2 5] -1
2 2 3 0 2
3 0 3 1
-3

SOLVE |anxi3(CLEAR] EDIT

E MathRadNormd [d/c)a*hi
an X+bn Y+Cn Z=dn

X
Y| -0.5671
ZL -1.2856

13
7
REPEAT
13
*=5
4
y=-3
9
z=—=
7

Aleshores, el centre de la circumferencia és:

P(13 4 9)
777

14



Problema 2

Determineu I'equacio de I'esfera de centre C(3,—5,—2) i tangent al planol

2x—y—3z+11=0

Solucié:
Obrim el Menu Gréfico 3D.

L’esfera

Ricard Peird i Estruch

Definim el planol i la recta que passa pel punt C(3, -5, —2) i té vector director el
caracteristic del planol a = (2, —1, —3). Recta perpendicular al planol.
La interseccié de la recta i el planol ens déna el punt de tangéncia de I'esfera i el

planol.

E MathRadForml [d/c)a*bi]

Grafico 3D

1HBP 1l ano [—]
2 X+ -1 Y
+ -3 Z+ 11 =0

)

NENZAH[ DELETE] TYPE J3D-GMEM]

E MathRadMorml [d/c)a*bi]

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio de la recta i el planol.

E MathRadNormd [d/c)a*hi
1:Plano
2:Recta s
Zz
X=-1
=-3 5
Z=4 -5

El punt de tangéncia és T(—1, 3,4)

El radi de I'esfera és la distancia entre el centre i el punt de tangéncia:

r=4(-4)2+22+62 = 2\/14
L’equacio de I'esfera és:

E=@-32+@y+52+@+2)?=(2v14)’
Definim 'equacio de I'esfera i la representem graficament.

Bl MatRadForml [dic]fa+bi

E MathRadMorml [d/c)fa+bi

(X—-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c r
C 3 -5 -2 [EEED
7.4833147774

FACTORJ(EXPAND]|_EDIT
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Problema 3
Determineu I'equacio de I'esfera de radi r = 3, que és tangent al planol
x+2y+2z+3=0 enelpunt A(1,1,-3)

Solucio:

El centre de I'esfera pertany a la recta perpendicular al planol en el punt A(1, 1, —3)
La recta té per vector director el caracteristic del planol, a = (1,2, 2)

La seua equacio parameétrica és:

x=14+a«a
r={y=1+2a
z=-34+2«x

Un punt qualsevol de la recta r és:
P1l+a,1+2a,-3+ 2a)

AP = (a,2a,2a)

El radi de I'esfera és:
r= 4P| =3
\/oc2 + 40?2 +4a%2=3

Resolent 'equacio:
a=1,-1
El problema de dues solucions.

Sia=1

L’esfera de centre 0,(2,3,—1)

La seua equacio és:
Ci=(x—22+@W—-32+(=+1)?>=32

Sia=-1

L’esfera de centre 0,(0,—1,—-5)
La seua equacio és:
C,=x*+(@y+1)2+(z+5)% =32

Obrim el Menu Grafico 3D

Definim el planol x + 2y + 2z + 3 = 0 i les esferes
C;=(x—-2?%+(@y—-3)2+(=z+1)?=32
C,=x*>+(y+1)?%+ (z+5)% =32

B [MathRad[orml [dic)(z+bi

E )f
7
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Problema 4
Determineu I'equacié del planol tangent a I'esfera x? + y2 + z? = 49 en el punt

M(6,—3,-2)

Solucio:
L’esfera té centre el punt 0(0,0,0) iradir =7

El punt M(6,—3,—2) pertany a I'esfera ja que 62 + (—3)? + (—2)? = 49
El vector caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt M és:
OM = (6,-3,-2)

L’equacio del planol és:

6(x—6)—3(y+3)—2(z+2)=0

Simplificant:

6x—3y—2z—49=0

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim I'esfera i el planol i els representem:
El Bl MathRadMornl) (d7c)@thi

(X—a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+b¥+cZ+d=0 @
=

a b c a b c d
C 0 0 C 6 -3 -2 IR
T -49
FACTOR](EXPAND]EDIT ) [SET ] || [EXPRESS)[VECTOR](POINTSJ[ EDIT
E [MathRadFornl [dic]fathil
Grafico 3D
1HEsfera [—1

(¥X- 0 J2+(¥- 0 )e

+Z- 0 )= 7 2

SERZHN] DELETE] TYPE J3D-GMEM,

E MathRadNorml [d/c)(athi E MathRadNorml) [dic)la*bi
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Problema 5
Determineu les equacions dels planols tangents a 'esfera
(x —3)2+ (v +2)%? + (z — 1)? = 25 paral-lels al planol 4x + 3z — 17 =0

Solucio:

L'esfera té centre 0(3,—-2,1)iradir =5

El vector caracteristic del planol 4x +3z—17 =0 ésa = (4,0,3)

La recta perpendicular al planol 4x + 3z — 17 = 0 que passa pel centre de I'esfera té
direccio el vector caracteristic del planol:

(x,v,z) =3,-2,1) +a(4,0,3)

Amb la intersecci6 de la recta i 'esfera calculem els punts de tangéncia:
{(x—3)2 +(+2)?2+(zZ-1)?%2=25
(x,v,z) =(3,-2,1) + a(4,0,3)
(4a)? + 0% + (3a)? = 25
Aleshores, a = 1,—1
Si a =1, el punt de tangencia és T;(7,—2,4)
L’equacio del planol és:
m=4(x—-7)+3(z—-4)=0
T =4x+3z—40=0

a=-1

el punt de tangéncia és T,(—1,—2,—2)
L’equacio del planol és:

T, =4(x+1)+3(z+2)=0
my,=4x+3z+10=0

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim I'esfera i els dos planols i els representem:

E MathRadForml [d/c)a*bi] E MathRadMorml [d/c)a*bi]
X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 X+bV+cZ+d=0
(X—-a)2+( )J2+{Z—-c)2=r aX+b¥+cZ+ b@
a b c a b c d
C 3 -2 C 4 0 <l -40H
5 -40
FACTOR]|EXPAND]|_EDIT VECTOR](POINTSJ[ EDIT
E [HathRadMorml) [d7c)fabi E [MathRadMornl [d7c]fabi
aX+b¥+cZ+d=0 @( Grafico 3D
P 2HBP lano [—1
a b c d 4 E+ 0 Y
C A 0 3 :| + 3 Z+ -40 =0
10
EXPRESS)(VECTOR][POINTS][EDIT ) 5400l DELETE] TYPE J3D-GMEM]
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E MathRadForml [d/c)a*hi] E MathRadMorml [d/c)a*bi]
: i 2
; ¥ X ¥ X
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Problema 6
Determineu 'equacio de la circumferéncia que passa pels punts
AG3,—1,-2),B(1,1,-2),C(~1,3,0)

Solucio:
Determineu el planol que passa pels punts A4, B, C:
Obrim el Menu Ejec-Mat:

Definim els vectors 4B = (—2,2,0),AC = (—4,4,2)
El [Rad|Norml] [d/c](a+bil

Vector

Vet A :None

Vet B :None

Vet C :None

Vet D :None

Vet E :None

Vet F :None

DELETEJDEL-ALL] DIM J MeV

El RadFornl) [d7c)fathil B RadHornl] [d7c]fathil

A 1 2 3 B 1 2 3

1C -2 2 - 1C -4 4 1.
0 2

| ROW JCOLUMNJI=nTill | ROW JCOLUMN/ =TIl

Calculem AB x AC, vector caracteristic que passa pels punts 4, B, C.
El (MathRadNorml] [dic]fatbil
CrossP(Vet A,Vet B)

[4 4 0]
[

DotP( Unit V(I

El planol que passa per 4, B, C té equacio:

Typc =x+y+D=0

El punt A(3,—1,—2) pertany al planol.

Aleshores,3—-1+D =0

D=-=-2

Typc =x+y—2=0

Per determinar el centre d’'una de les esferes que passen pels punts 4, B, C
determinarem els planols mediadors dels segments AB, AC i calcularem la interseccio
d’'aquests dos planols i del planol que passa per 4, B, C.

El punt mig C; del segment AB té coordenades:

C,(2,0,-2)

El vector caracteristic del planol mediador del segment 4B és AB = (—2,2,0)
La seua equacio és:

m=—-x+y+E=0

El punt C,(2,0,—2) pertany al planol

-24+04+E=0
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E=2

T =—x+y+2=0

El punt mig B, del segment AC té coordenades:
B;(1,1,-1)

El vector caracteristic del planol mediador del segment AC és AC = (—4,4,2)
La seua equacio és:

My =—-2x+2y+z+F=0

El punt B; (1,1, —1) pertany al planol
—24+2-14+F=0

F=1

My, =—2x+2y+z+1=0

El centre és la intersecci6 dels tres planol.:
Obrim el Mena Ecuacion:
Resolem el sistema:
x+y=2
{ —x+y=-2
—2x+2y+z=-1

E MathRad[orml [d/c)(a*bi E MathRadNorml [d/c)fa*bi
an X+bn Y+CE Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a c

d X
1 1 1 0 2 v{ 0
2 -1 1 0 -2 yi 3

3 -2 2 1

SOLVE | anxi3(CLEAR]| EDIT REPEAT

Les coordenades del centre sén:
0(2,0,3)
El radi de la circumferéncia que passa pels punts 4, B, C és:

r=yJ(B-2)2+(-1-0)2+(-2-3)2=+27

L’equacio de la circumferéncia és igual a la interseccié del planol myp =x+y—2 =0
i 'esfera de centre 0(2,0,3) iradi r = V27
{ x+y=2

(x=2)2+y*+(z—-3)2=27

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem les equacions del planol m g = x+y—2 =01 l'esfera
(x—2)2+y%+(z—3)2 =27

E MathRadNorml [d/c)(athi E MathRadNorml) [dic)latbi]
aX+b¥+cZ+d=0 % (X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2
-

a b c a b c

d r
C 1 1 -2 C 2 0 3 EELR-

-2 5.196152423
[EXPRESS(VECTOR](POINTS ) EDIT ] [(SET ] || [FACTOR][EXPAND][EDIT ]

21



L’esfera

Ricard Peird i Estruch

d/c]latbil
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Problema 7

Demostreu que el planol 2x — 6y + 3z — 49 = 0 és tangent a 'esfera
x2+y%2+22=49

Calculeu les coordenades del punt de tangéncia.

Solucio:
I'esfera x? + y2 + z2 = 49 té centre 0(0,0,0) i radir = 7.

El planol és tangent si la distancia del centre de I'esfera al planol és igual al radi.
La distancia del centre 0(0,0,0) al planol 2x — 6y + 3z —49 = 0 és:
2:0—6-0+3-0—49|
d= =7
V224 (—6)2 + 32
Aleshores el planol és tangent a I'esfera.

Per calcular el punt de tangencia calcularem la interseccié del planol
2x — 6y + 3z — 49 = 0 i la recta perpendicular al planol que passa pel centre de
I'esfera:

La recta passa pel punt 0(0,0,0) i té direccio el vector caracteristic del planol,
a=(2-6,3)

La seua equacio és

r=(x,y,z)=(0,0,0)+a(2,—6,3)

(x,v,z) = 2a,—6a,3a)

Substituint les coordenades en I'equacio del planol:
2+ (2a) — 6(—6a) +3(3a) —49 = 0

Resolent 'equacio a = 1

El punt de tangéncia de coordenades P (2, —6, 3)

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'equacio de I'esfera, del planol i de la recta.

E MathRadNormd [d/c)a*hi E MathRadMormd [d/c)a*bi]
X-a)2+(Y-b)2+(Z—-c)2=r2 X+bY+cZ+d=0
(X—-a)2+( )2+{Z-c)2=r aX+b¥+cZ+ b@
a b c a b c d
C 0 0 o K C 2 -6 3 R
7 -49
FACTOR|(EXPAND]_EDIT VECTORJ{POINTS |_EDIT

E [HathRadForml [dic]fa*bil

F=ro+t¥
=

—

I'o
X 0 X 2
T I
z 0 z | I

3
EXPRESS|[VECTOR][ P&V J[POINTS](EDIT J[ SET ]

<l
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Determinem amb la funcié G-Solv, la interseccié de la recta i el planol:

B [MathRad[orml [dic)(z+bi

2: Plano
B
A
X=2 p
Y=-6 INTERSEC
Z=3

El punt de tangéncia de coordenades P (2, —6, 3)
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Problema 8
Determineu I'equacié del planol tangent a I'esfera (x — 3)? + (y — 1)? + (z + 2)? = 24
que passe pel punt M(—1,3,0)

Solucio:
L'esfera (x —3)% + (y — 1)% + (z + 2)? = 24 té centre 0(3,1,—2) iradi r = V24
El punt M(—1,3,0) pertany a I'esfera jaque (—1 —3)2+ (3—1)2+ (0 + 2)?> = 24

El planol tangent a I'esfera passa pel punt M(—1, 3, 0) i té vector caracteristic
OM = (—4,2,2)

L’equacio del planol és:
—4(x+1)+2(y—3)+2(z—-0)=0

Simplificant:
—2x+y+z—-5=0

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera i el planol.

El MathlRadMorml] [dic](athi El MathRadMorml] [d7c]athi
(X—a)2+(Y-b)2+(Z—-c)2=r2 ) aX+bY+ecZ+d=0 %
-1

a b c a b c

d
C 3 1 -2 EEEE C -2 1 1 R

4.898979486 -9
FACTOR][EXPAND]( EDIT | [CSET ] || EXPRESSI[VECTOR][POINTSJ[ EDIT |

B [MathRadMorml [d7c](a+bi
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Problema 9

Determineu I'equacio de I'esfera que és tangent als planols I1 = 6x — 3y — 2z — 35 =0,
Q=6x—-3y—2z+63 =0, sabent que el punt M(5,—1,—1) és un punt de tangéncia
en un dels planols.

Solucié:
2

N £ . 6 - -2
Els dos planols son paral-lels ja que TS

-35
63

Notem que M (5,—1,—1) pertany al planol IT = 6x — 3y — 2z — 35 = 0 ja que satisfa la
seua equacio:
6:-5—3-(-1)—2-(-1)—-35=0

El diametre de 'esfera és la distancia del punt M(5,—1,—1) al planol
O=6x—3y—2z+63=0

_ 6:5—3-(-1)—2-(-1)+63 — 14

V67 + (=3)2 + (-2)?
Aleshores, el radi de I'esfera és r = 7

2r

El centre de I'esfera és el punt mig del segment format pel punt M i la projeccié de M
sobre el planol Q = 6x —3y —2z4+63 =0

Calculem I'equacié de la recta perpendicular al planol Q = 6x — 3y — 2z + 63 = 0 que
passa per M que té vector director el caracteristic del planol a = (6, —3,—2)

La seua equacio és:
r=(xy2) =(5-1-1) +a(6,-3,-2)

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem els dos planols i la recta.

E [HathRadMorml) [d7c)fabi E [MathRadMornl [d7c]fabi
aX+b¥+cZ+d=0 % aX+b¥+cZ+d=0 %
= [t

a b c a b c

d d
C 6 -3 -2 IEEE" C 6 -3 -2 ICE"

-35 63
EXPRESS|(VECTOR)(POINTS ][ EDIT ] [CSET_] || [EXPRESS)[VECTOR][POINTS ) EDIT J
El [MathRad{orml) (dic)athi El [MathRadorml) (dc)fathi
Punto de paso (Xo,Y0,Z0)
Vector direccién [a,b,c] 3%( )2\
Xo Yo Zo T
C b -1 -11
a b

c
C 6 -3 IR
-2
ERPRESS)(VECTOR] P&V [POINTS](EDIT J[SET
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Per determinar la interseccio del planol Q = 6x — 3y —2z+ 63 =0 i larecta

r=(xy2) =(5,-1,-1) + a(6,—3,—2) s'utilitza la funcié G-Solv:

E MathRad[orml [d/c)(a*bi
2:Plano

Les coordenades del punt projeccié sén:

M'(=7,5,3)

El centre de I'esfera és el punt mig del segment MM’
Les seues coordenades son:

0(-1,2,1)

L’equacio de I'esfera és:
x+1D?+(@—-2)2+(z-1)%*=72

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim I'equacio de I'esfera i la representem.

E [MathRadMornl [d7c]fathil
(¥-a)2+({Y-b)2+(Z—c)2=r2
a b c r
C -1 2 1 -
7
FACTOR](EXPAND][EDIT )

Bl [MathRadMorml [d/c](a+bi
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Problema 10

, 2x+4y—z—-7=0
Una esfera té el centre en la rectarz{ X y—z

4x+5y+z—-14=0
N=x+2y—-2z-2=0,0=x+2y—2z+4 = 0. Determineu la seua equacio:

i és tangent als planols

Solucio:
Determinem I'equacio parameétrica de la recta r.
Obrim el Menu Ecuacion

Bl MatRadForml [dic]fa+bi E MathRadMorml [d/c)fa+bi
Ecuacion an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d

1 2 4 -1 7
Seleccionar tipo 2 a 5 1 14
Fl1:Simultaneo 3 0 0 0
F2:Polinomio
F3:Resolver 0
SIMULJ POLY JSOLVER

B HatRadFornl [dic)@ti

an X+bn Y+Cn Z=dn
Soluciones

Infinitas

2 2
Y=2

REPEAT

L’equacio parametrica de la recta r és:

_7 3
X—Z a

y =2a
z=2«a

ﬁ
Il

3 2 . 1 2 -2 -2
Els dos planols son paral-lels ja que 1T, 5,

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim els dos planols i la recta.

Bl MathlRadMorml] [die](athi El MathRadMorml] [d7c]a*hi
aX+b¥+cZ+d=0 % aX+b¥+cZ+d=0 @
[~ [

a b c d a b c

d
C I 2 -2 -27 C 1 2 -2 I

1 4
EXPRESSI(VECTOR||POINTS J{ EDIT [EXPRESS)(VECTOR)(FOINTS ) EDIT
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E MathRadForml [d/c)a*hi]
Punto de pasc (Xo,Yo0,Zo)
Vector direccién [a,b,c] B
Xo Yo Zo

C 3.6 0 0]
a b

c
L -3 o -
2
EXPRESS)(VECTOR POINTS](EDIT

B [MathlRadorml [d/c)(z+bi

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccié de la recta i cadascun dels planols.

E [HathRadFornd E [HathRadNornd]
1: Plano 2: Plano

=2 ¥=-4
¥=1 _INTERSEC ([ ¥=5 _INTERSEC
Z=1 Z=5

Les coordenades del punt interseccio del planol I1 = x + 2y — 2z —2 =0 i larecta
_(2x+4y—-2z—-7=0 , _
:{4x+5y+z—14= 0 ©%

P(2,1,1)

Les coordenades del punt intersecci6 del planol Q = x + 2y —2z+ 4 =0ilarecta
_(2x+4y—-2z—-7=0 , _

T:{4x+5y+z—14=0es'

Q(=45,5)

El centre de I'esfera és el punt mig del segment PQ. Les seues coordenades son:

0(-1,3.3)

El radi és igual a la distancia del centre 0(—1,3.3) alplanollT=x+2y —2z—-2=0

—-1+2-3-2-3-2 _q
V12 422 + (=2)2

L’equacio de l'esfera és:

(x+ 12+ (y—3)2+(z—-3)? =12

Tr =
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Definim i representem I'esfera:

Bl [MathRadMorml [d/c](a+bi

Per calcular els punts intersecci6 de la recta r i cadascun dels planol es poden
resoldre els sistemes format per la recta i cadascun dels planols:
Obrim el Menu Ecuacion:

E [HathRadNornd E [Hath/RadNornd]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d X

1 2 4 -1 7 Y|: 1

2|: 4 B 1 14 Z 1

3 1 2 -2

2 2

SOLVE |MIRqIs|CLEARI| EDIT REPEAT

Les coordenades del punt intersecci6 del planol I1 = x + 2y — 2z — 2 =0 i larecta

_(2x+4y—z-7=0 __.
r“{4x+5y+z—14=0es'
P(2,1,1)
E MathRad[orml [d/c)(a*bi E MathRadNorml [d/c)fa*bi
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d X
1 2 4 -1 7 Y|: 5
2|: . 5 1 14 Z )
3 1 2 -2
-4 -4
SOLVE|MEERII[CLEAR][ EDIT REPEAT

Les coordenades del punt intersecci6 del planol Q = x + 2y — 2z + 4 =0 i larecta

2x+4y—z-7=0 ,
r:{4x+5y+z—14=0es'
Q(=4,5,5)
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Problema 11
x=2-2a
Determineu la posicio6 relativa de larectar =<5y = —% + 3a i l'esfera
z=—-2+a

1
E5x2+y2+zz+x—4y—32+§=0

Solucié:

Completant quadrats I'equacié de I'esfera és:
2 2

@+9-ﬂyﬂf+@—%:w

El centre de I'esfera és el punt O (—% 2, %) el radi és r =6

Calculem la projeccié del centre O sobre la recta r.
. < . 1 3\ .
Considerem el planol perpendicular a la recta r que passa per 0 (—5, 2,5) i vector

caracteristic el director de la recta v = (—2,3,1)
La seua equacio és:

5—2(x+%)+3(y—2)+(z—§>=0

2
Simplificant:
17
HE—2x+3y+z—7=0

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem I'esfera la recta i el planol

E [MathRadNorml [dic]fa*bi E MathRadNorml [d/c]fa+bi
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 Punto de paso (¥o,Y0,Z0) %(
Vector direccién [a,b,c] =7
a b c r Xo Yo Zo
C -0.5 2 1.5 PEEY] C 2 -3.6 -2]
a b c
C -2 3 TR
2.449489743 1
FACTOR][EXPAND][_EDIT ) [ SET ] || [EXPRESS|[VECTOR][ P&V J[POINTSJ[ EDIT J[ SET |

El MathRadForml [dic]fa+bi

aX+b¥+cZ+d=0 %
-

a b c

d
C -2 3 i _-3.58

-8.5
EXPRESSI(VECTOR||POINTS J{ EDIT
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B [MathRadMorml [d7c](z*bi

55

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccié de la recta i el planol (punt projeccio)

E [MathRadFornl [dic](atbi
2: Recta

X=-1.b671

¥=1.85671

Z=-0.214-5

El punt projeccio té coordenades P ( ;1, 173 Iz)

Calculem el quadrat de la distancia entre el centre O i la projecci6 P.
2 2

ony = () + 3 ()

El ﬂ-lﬂl [d/c]atbi] El --lﬂl [d/c]latbi]
IR R (EIRE P
.10714285%7
[
[

Aleshores, la recta talla I'esfera ja que (d(OP))2 <r’=6
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Problema 12

En l'esfera d’equacio E = (x — 1)? + (y + 2)? + (x — 3)? = 25 determineu el punt M
més proxim al planol I1 = 3x — 4y + 19 = 0 i calculeu la distancia del punt M a aquest
planol.

Solucio:
L’esfera té centre el punt 0(1,—2,3) iradir =5

Vegem que el planol és exterior a I'esfera.
Calculem la distancia del centre 0(1,—2,3) al planol 1 =3x —4y + 19 =0
3-1—4-(=2)4+0-3+19 .
V324 (—4)% + 02
d(0,)=6>r=5
Aleshores, el planol és exterior a I'esfera.

d(o,n) =

Obrim el Menu Grafico 3D

Definim i representem I'esfera i el planol.

E B HathRadFornd)

(X-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+b¥+cZ+d=0 %
[t

a b c

d
C 3 -4 ol 10

b c

a
C I -2 3

1 19
[FACTOR]{EXPAND] EDIT | [LSET ||| [EXPRESSI[VECTORJ[POINTS J{ EDIT |

B [MathRadMorml [d7c](a*bi

La recta perpendicular al planol IT = 3x — 4y + 19 = 0 que passa pel centre 0(1, -2, 3)
té vector director el caracteristic del planol a = (3, —4,0).

La seua equacio és:

r=(y2) =01,-2,3)+a(3,—4,0)

Un punt qualsevol de la recta té coordenades:

M1+ 3a,—-2—4a,3)

Substituint les coordenades del punt en I'equacio del planol:

(Ba)? + (—4a)? = 25

Resolent 'equacio:

a=1-1

Si a = 1 el punt interseccio té coordenades M, (4, —6,3)
Si a = —1 el punt interseccio té coordenades M,(—2,2,3)
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Calculem la distancia del punt M;(4,—6,3) al planol T=3x -4y +19=0
3-4—4-(—6)+0-3+19
d(Mlin) =

V32 + (—4)2 + 02

Calculem la distancia del punt M,(—2,2,3) al planol 1 =3x —4y + 19 =0
3-(=2)—4-2+0-3+19
d(M,, 1) = =1
V32 + (—4)2 + 02

El punt més proxim al planol 11 = 3x — 4y + 19 = 0 és M,(—2,2,3)
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Problema 13

Determineu I'equacio de I'esfera de centre 0(2, 3, —1) que talla la recta
_(5x—4y+3z4+20=0 N

= { 3x—4y+7—8=0 amb una corda de longitud igual a 16.
Solucio:

Obrim el Menu Ecuacion.
Resolem el sistema format per la recta per determinar la forma parametrica:

Bl MatRadForml [dic]fa+bi E MathRadMorml [d/c)fa+bi
Ecuacion an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d

1 5 -4 3 -20
Seleccionar tipo 2 3 -4 1 8
Fl1:Simultaneo 3 0 0 0
F2:Polinomio
F3:Resolver 0
SIMULJ POLY JSOLVER

E MathWRadForml [dic]fa*bi
an X+bn Y+Cn Z=dn
Soluciones
Infinitas
X=—14-7
25 1

Y= 37

x=-14—«

S

y=mo ¢
Z=Q

Un punt de larectas és A (—14, —275, O) i el vector director v = (—2,—-1,2)

Determinem el punt projecci6 del centre O sobre la recta s.

x=—-14—-a«a
El planol que passa per 0(2,3,—1) i és perpendicular a la recta s = |y = _§ - %a té
Z=0a
vector caracteristic el vector director de larecta s, v = (—2,—1,2)
L’equacio és
N=-2x-2)-w—-3)+2(z+1)=0
Simplificant:
=-2x—y+2z+9=0
Obrim el Menu Gréfico 3D.
x=—-14—a«a
Definim i representem larecta s = {y = _22_5 _ %a ielplanol = —2x—y+2z+9=0
Z=
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E MathRadMorml [d/c)a*bi]

Punto de pasc (Xo,Yo0,Zo) X
Vector direccién [a,b,c] B

Xo Yo Zo
C -14 -12.56 0]

a b

Cc
C -2 -1

aX+bY¥+cZ+d=0

c

—

2
EXPRESS)[VECTOR POINTSJ[EDIT [EXPRESS)[VECTOR](POINTS )L EDIT.

2 I

9

B [MathRadMorml [d7c](z*bi

1414 Y

E
lzRfcta :
2: Plano

.

X
X=-3
=-7 INTERSEC

Z=-11

Les coordenades del punt mig de la corda son:

M(=3,-7,—11)

Obrim el Menu Ejec-Mat
Calculem la distancia del centre 0 al punt M

d(OM)—\/( 3—2)2+(=7—-3)2+ (—11+1)2

[Hath)Rad)Horml] [d7c]fa+hi

J(32)+(73)+(1]1>

[

JUMP DELETE PMATVCT] MATH

d(0O,M) =15

36

Amb la funcié G-Solv, determinem el punt interseccié, punt mig de la corda.



Siga r el radi de I'esfera.
Aplicant el teorema de Pitagores:
r? =82+ 152

E MathRadForml [d/c)a*bi]

J(-3-2)2+(-7-3) 2+ (-11
15

J82+152

O

(CTOP J(BOTT0H) Pagelo] PageDourl

17

El radi de 'esfera és r = 17
L’equacio de I'esfera és:
(x—2)24+ (¥ —3)2%+(z+1)% =172

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem I'esfera.

E MathRadForml [d/c)a*bi]
(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c r
C 2 3 -1
17
FACTOR](EXPAND]_EDIT

B [MathRad[orml [dic)(z+bi
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Problema 14

Determineu el centre C i el radi r de la circumferencia

{(x -3)2+(@y+2)?%+(=z-1)2=100
2x—2y—z+9=0

Solucio:
E=(x—-3)%+(y+2)%+(z—1)? =100 és una esfera de centre 0(3,-2,1) i radi
R =10

El centre de la circumferéncia és igual a la projeccio del centre 0(3,—2,1) sobre el
planolT=2x -2y —z+9=0

La recta perpendicular al planol 2x — 2y — z + 9 = 0 que passa pel punt 0(3,-2,1) té
vector director el caracteristic del planol, a = (2,-2,-1)

La seua equacio és:

r=(xy,2)=0G3,-21)+a(2,-2-1)

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem el planol i la recta.

E MatRadNorml [dic]fa*bi E MathRadNorml [d/c]fa+bi
aX+b¥+cZ+d=0 % Punto de paso (Xo,Yo,Zo) %(
B Vector direccién [a,b,c] 1
a b c d Xo Yo Zo
C 2 -2 -1 - C 3 -2 1]
a b

c
C 2 -2 IR
9 -1
[EXPRESS)[VECTOR](POINTS ) EDIT ] [(SET ] || EXPRESSI[VECTOR][ P&V J[POINTS ][ EDIT J[SET |

E MathRad[orml [d/c)(a*bi

Amb la funcié G-Solv, determinem el punt interseccié del planol i la recta:

El
1:Plano
2: Recta

[ Rl ]
1
WK |

Les coordenades del centre de la circumferéncia és:
C(—1,2,3)
Calculem la distancia entre els punts 0 i C.

0C=(-1-32+2-(-2)2+(3-1)2=6
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Siga r el radi de la circumferéncia que cerquem

A
Un punt A qualsevol de la circumferéncia, O i C formen un triangle rectangle ACO,
C=90°0A=R=10,0C=6.CA=r

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ACO:
r=28

(=3)+(+2)+(z—1)? = 10

2x—2y-z=-9
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Determineu 'equacio de I'esfera que passa pels punts

A(1,-2,-1),B(=5,10,-1),C(4,1,11), D(-8,-2,2)

Solucio6 1:
Vegem que els quatre punts no sén coplanaris.
Obrim el Menu Ejec-Mat

1 -2 -1 1
Vegem que el determinant de la matriu M = _45 110 111 1 és distint de zero.

-8 -2 21
E] [RadNorm1) [d7c](atbi E] RadNormi) [d7c](athi
Matriz A 1 2 3 4
Mat A :None 1 1 -2 -1 1
Mat B :None 2 -5 10 -1 1
Mat C :None 3 4 1 11 1
Mat D :None a4 -8 -2 2
Mat E :None
Mat F :None 1
DELETE(DEL-ALLl DIM [ CSV / TEXANRROW-0PL ROW JCOLUMNNEDIIN)
El [Math)RadHornd)
Det Mat A

1458

[

| Mat _llat>Lstl Det | Trn Augnent IS

Calculem els punts migs dels segments AB, AC, AD
El punt mig del segment AB és E(—2,4,—1)

El punt mig del segment AC és F (3_71 5)

)

2
Calculem les components dels vectors AB,AC, AD
AB = (—6,—12,0)

AC = (3,3,12)
AD = (—9,0,3)

El punt mig del segment AD és G (_77 -2,

El planol mediador del segment AB té equacio:
M=x+2)+2(y—4)=0
i =x+2y=6

El planol mediador del segment AC té equacio:

sz(x—;>+<y+%>+4(z—5)=0

IL=x+y+4z=22
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El planol mediador del segment AD té equacio:

I, = -3 +7)+( 1)—0
3 = X > VA > =
[l =-3x+z=11

El centre de I'esfera és igual al punt interseccio dels tres planol.

Obrim el Menu Ecuacion:

E MathRad[orml [d/c)(a*bi

E MathRadNorml [d/c)fa*bi

Ecuacion

Seleccionar tipo
Fl1:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

SIMUL] POLY JSOLVER

anx+bnY+CEZ=dn

1 1 2
2 1 1
3 -3 0

SOLVE |(Mauxy3(CLEARJ| EDIT

E MathRadForml [d/c)a*bi]

an X+bn Y+Cn Z=dn

i

REPEAT

-2

El centre de I'esfera és el punt 0(-2,4,5)

El radi de I'esfera és:

r=0A=+(1+2)2+(-2—-4)2+(—1-5)2

E MathRadNorml [d/c)(athi

Det Mat A
1458
J3%2+62+62
9
[

JUMP DELETEPMATVCT] MATH

El radi de I'esferaésr =9

L’equacio de I'esfera és (x + 2)% + (y — 4)?> + (z — 5)? = 92

El MathRadForml [dic]fa+bi
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Solucio 2

L’equacio general de I'esfera és:

x2+y2+2z24+Ax+By+Cz+D =0

Substituim les coordenades dels quatre punts en I'equacio general i resolem el sistema
format per les 4 equacions amb les incognites 4, B, C, D.

Obrim el Menu Ecuacion:

E MathRadForml [d/c)a*hi] E MathRadMorml [d/c)a*bi]
Ecuacion Simultaneo
Datos en memoria
Seleccionar tipo Incognitas:3
Fl:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver oNumero incégnitas?
SIMUL/ POLY JSOLVER 2 / 3 J 4] 5 ] B |
El [MathRadMorml [dic]fa*bi E MathRadMorml [d7c]fa+bi
dan X‘l‘bn Y+Cn Z+dn T=en dn X+bn Y+Cn Z+dn T=en
a b c d -» ¥
17 R -2 -1 1 ¥ -8
2 -5 10 -1 1 yA -10
3 4 1 11 1 T -386
4 -8 -2 2 1
1 4
REPEAT
La solucid és:
A=4
B =-8
C=-10
D =-36

L’equacio general de I'esfera és:
x2+y2+224+4x—-8y—10z+36=0
Completant quadrats:

(x+2)2+ (@ -4+ (z—5)?%=36+22+42 + 52
x+2)?+(y—-4)?2*+(z—-5?%=92

El centre de I'esfera és el punt 0(—2,4,5) ielradir =9
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Determineu 'equacio de I'esfera que passa pels punts
AQ3,1,-3),B(—2,4,1),C(-5,0,0)ité el centreenelplanol T =2x+y—z+3=0

Solucié:

Calculem les components dels vectors AB, AC

AB = (-5,3,4)
AC = (-8,—-1,3)

Els vectors son linealment independents ja que les components no sén proporcionals

—5¢ 3
-8 -1

Calculem els punts migs dels segments AB, AC

El punt mig del segment AB és D (%g —1)
1 -3

El punt mig del segment AC és E (—1,5, .

%)

El planol mediador del segment AB té equacio:

1'[1E—S(x—%)+3<y—;)+4(z+1)=0

[I, =-5x+3y+4z=1

El planol mediador del segment AC té equacio:

1 3
1'[25—8(x+1)—(y—§)+3(z+§)=0
[I,=-8x—-y+3z=3

El centre de I'esfera és igual al punt interseccié dels tres planol.

Obrim el MenU Ecuacion:

E MathRadNorml [d/c)(athi

E MathRadNorml) [dic)latbi]

Ecuacion

Seleccionar tipo
Fl1:Simultaneo
F2:Polinomio
F3:Resolver

SIMUL] POLY JSOLVER

an X+bn Y+CE Z=dn

d
1 -5 3 4 1
2 -8 -1 3 3
3 2 1 -1

SOLVE |auxy3(CLEARI| EDIT

E MathRadForml [d/c)a*hi]
an X+bn Y+Cn Z=dn

=

Y
REPEAT

A
El centre de I'esfera és el punt 0(1,—-2,3)

El radi de I'esfera és:

r=0A=y(GB-12+1+2)2+(-3-3)2=7
43



El radi de 'esferaésr =7

L'equacié de l'esferaés (x — 1)? + (y + 2)2 + (z — 3)2 = 72
Obrim el Menu Grafico 3D.

Definim i representem I'esfera.

El [MathRad{orml) (dic)athi
(X-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

r
C 1 -2 3 I

7
FACTOR]([EXPAND][ EDIT ]

B [MathRadMorml [d7c](a+bi
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Problema 17

Siga l'esfera x> + y2 +z2 + 6y —4z+9=0

Determineu I'equacio de I'esfera concéntrica amb ella que és tangent al planol
2x—3y+2z+4=0

Solucio:

Completant quadrats en I'esfera x2 + y2 + z2 + 6y —4z+9 =0
x2+(y+3)2+(z—2)2 =22

El centre de I'esfera és el punt 0(0,—3,2) ielradir =2

El radi de I'esfera concéntrica tangent al planol IT = 2x — 3y + 2z + 4 = 0 té radi

R =d(0,1)

R =d(0.) = 2:0-3-(=3)+2-2+4| _
V22 + (=32 +22

L’equacio de l'esfera:

2+ +3)2+(z-2)72=17

V17

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem les dues esferes i el planol

[El MathRad[Forml) (dic)athi [E [MathRad[Morml) (d7c]fathi
(X-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 (¥-a)2+({¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c
C I -3 2

b c r

a
0 -3 2 4.12311]

0 0
FACTORJ(EXPAND]|_EDIT FACTOR|\EXPANDI|_EDIT

]

a¥X+b¥+cZ+d=0 %
[

a b c d
C I -3 4 47

2
EXPRESS)VECTORI[FONTSI(EDIT
[El [MathRadNorml [dic)farbi

45



L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Problema 18

Siga l'esfera x? + y2 + z2 —6x — 4y +8z+ 20 =0

Calculeu 'esfera d’igual radi, tangent exterior en el punt A(1, 4, —3) de I'esfera.
Calculeu 'esfera d’igual radi, tangent exterior en el punt diametralment oposat al punt
A(1,4,—-3) de l'esfera.

Solucio:

Completant quadrats:
E=(x-3)2+(y—-2?%+(z+4)? =32
L'esfera E te centre 0(3,2,—4) iradir =3

Notem que el punt A(1,4, —3) pertany a I'esfera E ja que satisfa la seua equacio:
E=(1-3)2+(4—-2)2%+(-34+4)?=32

El centre 0,de 'esfera tangent en el punt A(1, 4, —3) compleix:
04 = A0,

(-2,2,1)=(x—-2,y—4,z+3)

Resolent 'equacio:

0,(—1,6,-2)

L’equacio de I'esfera de radi 3 tangent en A a I'esfera E té equacio:
EL=x+1D)2+(y—6)%+(z+2)2 =32

El punt A’ diametralment oposat del punt A compleix:
A0 = 04’

2,-2,-1)=(x—-3,y—2,z+4)

Resolent 'equacio:

A'(5,0,-5)

El centre 0, de I'esfera tangent en el punt A'(5,0,—5) compleix:
0,0 =00,

4,-4,-2)=(x—-3,y—2,z+4)

Resolent I'equacio:

0,(7,-2,—6)

L’equacio de 'esfera de radi 3 tangent en A’ a I'esfera E té equacio:
EE=(x—-7)2+@O+2)?%?+(z+6)*>=32

Obrim el Menu Gréfico 3D.
Definim i representem les tres esferes.

E MathRadForml [d/c)a*hi] E MathRadMorml [d/c)a*bi]
(X¥-a)2+(¥Y-b)2+(Z-c)2=r2 B (¥-a)2+(¥Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c a b c
C 3 2 C -1 6
3 3
FACTORJEXPANDI{ EDIT FACTOR|(EXPAND|{ EDIT




E MathRadForml [d/c)a*hi]
(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2
a b c
C 7 -2 -6 [HIE-
3
FACTOR|{(EXPAND]_EDIT

B [MathlRadorml [d/c)(z+bi
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Problema 19
Siguen les esferes d’equacions
Ei=x*+y2+4+2z2=25E,=x>+y?+2z2-10x+ 15y — 252 =0
d) Proveu que les dues esferes son secants.
e) Determineu el planol que conté la interseccio de les dues esferes.
f) Determineu el centre i el radi de la circumferéncia interseccio.

Solucio:
a)
L'esfera E; = x? + y? + z? = 25 té centre 0,(0,0,0) iradi R; = 5
Completant quadrat en l'esfera E, = x? + y? + z%2 — 10x + 15y — 252 = 0
15\° 25\° 225 625 (5 2
-5+ (v+7) +(e-F) -+ = (375)
=57+ (y+—) +(z-5 + ZJ_
El centre de 'esfera és 0, (5, —%%) iradi R, = S\/ﬁ
Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem les dues esferes.

(Hath)Rad)Horm1] [d7c)fatbi

(X-a)2+({Y-b)2+({Z—c)2=r2

[E [MathRad[orml) (d7c]fathi
(¥-a)2+({Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c a b c r
C 0 0 C 5 -7.5 12.5 (¥R
15.41103501

FACTOR](EXPANDI[ EDIT ]

-15

Vegem analiticament que les dues esferes sén secants.
Calculem la distancia entre els dos centres.

m=\/(5—0)2+(—175—0)2+(§—0)2=Ex/§

2 2
La suma dels radis és:
Ry + R, = 5+2v38>0,0;
La diferéncia dels radis és:
5 -
RZ _Rl =EV38_5 > 0102
Aleshores, les dues esferes son secants.
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b)

El planol interseccio de les dues esferes és el planol format per la diferéncia de les
eguacions de les dues esferes:

[1=10x — 15y + 25z = 25

Simplificant:

N=2x-3y+5z-5=0

Representem el planol.

El [MathRadMorml [dic]fa*bi

a¥+b¥+cZ+d=0 %
[~

a b c

d
C 2 -3 5 IS

-5
EXPRESS|[VECTOR][POINTS | EDIT |

B [MathlRadorml [d/c)(z+bi

Y 15 15

C)

El centre de la circumferéncia interseccié de les dues esferes és la projeccié del centre
0,(0,0,0) sobre el planol T=2x —3y+5z—-5=0

La recta r perpendicular al planol que passa per 0,(0, 0, 0) té vector director el
caracteristic del planol a = (2,—3,5) la seua equacio és:

r=(x,vy,2z)=a(2,-3,5)

Substituim les coordenades d’un punt qualsevol de la recta r, (2a, —3a,5a) en
I'equacié del planol:

2Qa) —3(—3a) +5(5a)—5=0

Resolent 'equacio:

5

38

La interseccio del planol i la recta és:

0(5 15 25)
19’ 38’38

01—0 = d(Olln) =

a =

5

Vv3sl V38 o
Considerem el triangle rectangle format pels catets 0,0, O i un punt de la
circumferéncia i d’hipotenusa R; =5

Siga R el radi de la circumferéncia.
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Aplicant el teorema de Pitagores:

52— 2+ ()
V38

R=5 37 493
B 38

B MathRadNornl] [dic)fabi]
5 [37
38

4.93377191
[]

JUMP DELETE PMAFVCT] MATH
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Problema 20

Calculeu la distancia més curta del punt A(1,—1,3) a l'esfera
E=x?+y2+2z2—6x+4y—10z—62=0

En quin punt de I'esfera s’assoleix la distancia més curta.

Solucio

Completant quadrats:
E=(x-3)2+@+2)?+z-5%2=62+9+4+ 25 =102

Les coordenades del centre de 'esfera és 0(3,—2,5)ielradi R = 10

Estudiem la posicio relativa del punt A(1, —1, 3) respecte de I'esfera.
(1-3)2+(-14+2)?+(3-5)%2=9< 102

El punt A(1, -1, 3) és interior a I'esfera.
0A=(1-3)2+(-1+2)2+(3-5)2?=3

La distancia més curta és:

dpin =R—04=10-3=7

La distancia més llarga és:

dmax =R+0A=10+3 =13

04 =(-2,1,-2)

L’equacio de la recta que passa pels punts 0 i A és:

roa = (x,¥,2) = (3,—-2,5) + a(—2,1,-2)

Un punt qualsevol de larectary, = (x,v,2z) = (3,—2,5) + a(—2,1, —2)té coordenades:
P(3—-2a,—-2+a,5—-2a)

Determinem la intersecci6 de la recta i I'esfera. Substituim les coordenades del punt
P(3—2a,—2+ a,5— 2a) en I'equacio de I'esfera:
(—2a)? + a? + (—2a)? = 100 Resolent I'equacio:

10 10
=373
Sia=?0
—11 4 -5
A5 33)
N P N SN
API:\/(T—l) +(§+1) +(?—3) =7
Py (‘Tﬂgg) és el punt més proper de A.
10
“=-3
29 —16 35
h(353)

AP, = (29 1)2 n (_16 n 1)2 n (35 3)2 - 13
27 \3 3 3 -
S
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Obrim el Menu Gréfico 3D

Definim i representem I'esfera i la recta

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

E MathRad[orml [d/c)(a*bi

E MathRadNorml [d/c)fa*bi

(X-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2

Punto de paso (Xo,Yo,Zo)
Vector direccién [a,b,c]

]

a b c r Xo Yo Zo
C 3 -2 5 [ C 1 -1 31
a b c
C -2 1 I
10 -2
FACTOR][EXPAND][_EDIT ) [ SET ] || [EXPRESS|[VECTOR][ P&V J[POINTSJ[ EDIT J[ SET |

B [MathRadMorml [d7c](a*bi

Y

15 15
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Problema 21
x=-5+4+3t

Pels punts interseccio de larecta r = {y = —11 + 5t i de I'esfera d’equacio
z=9—-4t

E=(x+2)?2%+(y—1)%+ (z+5)? = 49 s’han tragat planol tangents determineu les
seues equacions.

Solucio:
El centre de I'esfera és 0(—2,1,—-5)ieradiR =7

Determinem els punts interseccié de la recta i I'esfera.

x=-5+4+3t
Un punt qualsevol de larectar = {y = —11+ 5t és P(5+ 3t,—11 + 5t,9 — 4t)
z=9—4t

Substituim les seues coordenades en I'equacio de I'esfera:
(=3 +3t)%2 + (=12 +5t)% + (14 — 4t)2 = 49

Simplificant:

t?—5t+6=0

Resolent 'equacio:

t=23

Les coordenades dels punts intersecci6 sén:
Pi(1,-1,1),P,(4,4,-3)

Els vector del planol caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt P;(1,—1,1) és:
0P, = (3,-2,6)

L’equacio del planol és:
m=3(x—1)-2(y+1)+6(z—1)=0

Simplificant:

M =3x—2y+6z—11=0

Els vector del planol caracteristic del planol tangent a I'esfera en el punt P,(4,4,—3)és:
0P; = (6,3,2)

L’equacio del planol és:

m,=6(x—4)+3(y—4)+2(z+3)=0

Simplificant:

my,=6x+3y+2z—-30=0

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim les equacions de I'esfera, larectaiel planolmy =3x —2y+6z—11=0

E MHathRadMorml [d7c)fabi E [MathRadMornl [d7c]fabi
(X-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 Punto de paso (Xo,Yo0,Zo) X
Vector direccidn [a,b,c] =1
a b c Xo Yo Zo
C -2 1 C -5 -11 9]
a b c
. C 3 5 IR 4
FACTOR][EXPANDIEDIT ] [CSET ] || EXPRESSI[VECTOR][ P&V J[POINTS][EDIT J[SET
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E MathRadForml [d/c)a*hi]

aX+b¥+cZ+d=0 @
[~

a b c

d
C 3 -2 N 11

-11

EXPRESSI(VEGTOR||POINTS J{ EDIT

B [MathRadMorml [d7c](z*bi

15

-15
-15

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Definim les equacions de I'esfera, larectaiel planol m, = 6x +3y +2z—-30=0

E [HathRadForml [dic]fa*bil

aX+b¥+cZ+d=0 %
[~

a b c d

(G 3 2 -301]

6
EXPRESS|[VECTOR][POINTS | EDIT |

B [MathRad[orml [dic)(z+bi

15
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Problema 22
. , . : , s (x2 +y?2 =25
Determineu I'equacio de I'esfera que passa per les circumferéncies { 5
Z =
{xz +y%2=16
z=73
Solucio:

Les circumferéncies son cadascuna d’elles, interseccié d’un cilindre i un planol

perpendicular a I'eix de simetria del planol.
z
A

5
4 /N

[ LN
N4

Y

El centre de la primera circumferéncia és 0,(0,0,2) iradi R; =5
El centre de la segona circumferéncia és 0,(0,0,3) iradi R, = 4

El centre de I'esfera pertany a la recta que uneix els dos centres
Siguen les seues coordenades 0(0, 0, —x) siga R el radi de I'esfera.

Aplicant el teorema de Pitagores:
R?=(x+2)2+52=(x+3)2+42
Resolent el sistema:
{ x =2

R =+vV41

El centre de I'esfera és 0(0,0, —x)

La seua equacio és:
x*+y*+(z+2)* =41

Obri el Menu Grafico 3D.
Definim i representem els dos cilindres, x? + y2 = 52, x? + y2 = 42 i I'esfera
x*+y*+(z+2)* =41

E MathRadForml [d/c)a*hi] E MathRadMorml [d/c)a*bi]
Cilindro Cilindro
Radio :5 _____ NlRadio :4
Zmin :-10 Zmin : 3
Zmax :2 Zmax 10
Punto central Punto central
- J’ .
[SET ] [SET ]
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B [MathRadMorml [d7c](z*bi

10

-10
-10
Y 1510

-10

E MathRadNorml [d/c)(athi

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

0 0 -2 6.4031]

0
FACTOR]([EXPAND]( EDIT |

B [MathRadFornl [d7c](a*bi]

10

-10
-10
Y 1710 X

-10
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Problema 23
Donades les esferes E; = 2x2 + 2y%2 + 2z +3x —2y+z—5=0,
E,=x?>+y?+2z?-x+3y—2z+1=0
d) Determineu la posicié relativa de les dues esferes.
e) Sison secants, determineu el planol on es tallen.
f) Determineu el centre i el radi de la circumferéncia intersecci6 de les dues
esferes.

Solucié:

Completant quadrats:
2 2

E_( +3)2+( 1) +( +1) _5,3. 1 1 54
1=\F7Ty) TVT2) TP T2716 4 16 16
El centre té coordenades, 0, ( i % i) ielradiés R, = %\/5

E—( 1)2 ( 3)2 2 ) 1 9 1_10
=(x-5) +(y+3) tE-DP=—1+t 1=

El centre té coordenades, 0, G — % 1) ielradi és R, = %\/10

0,0, = (5 2 5)
1Y2 — 41 )4
La distancia entre els centres és:

_ V114
1Y2 — —
vV 3 2
0102 - T i |R1 - 2| \/_ 4 \/_
E [MathRadNorml] [dic]fa*hi ] E [MathRadMormi] [d7c]fa*hi
346 2
4 J114
346 ||~ a €
4 J114
J10 4
—5 B N
B Fetikedoml [dc)awh) E Wewkadloml [dcle)
e v ] A 1L 1<t |
4 “a
J114 |||A+B-C
4 0.7489885742
A+B-C |A-B|-C
. 0.7489865742 . -2.413291086
| Abs | Int [Frac| Rnd | Intg [IZE

Aleshores, les dues esferes sén secants.

Calculem E; — 2 - E, que ens doéna el planol interseccio de les dues esferes.
E,—2-E;,=5x—8y+5z—-7=0
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Obrim el Menu Gréfico 3D.

L’esfera

Ricard Peird i Estruch

Definim i representem les dues esferes i el planol interseccio.

E MathRad[orml [d/c)(a*bi

E MathRadNorml [d/c)fa*bi

(X-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2

a b c
C -0.75 0.5 -0.25 WKk

1.837117307
FACTOR]([EXPAND]( EDIT | [SET ]

(X¥-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

C 0.5 -1.56

1.58113883

FACTOR][EXPAND]( EDIT |

r
W1 .551 1}

]

X+b¥+cZ+d=0
aX+b¥+cZ+ ;§§%§/
a b c d
C 5 -8 -7
-7
[EXPRESS|[VECTOR](POINTS | EDIT |

B [MathRadFornl [d7c](a*bi]

Definim i representem la recta que passa pels centres 0, (—

E MathRadForml [d/c)a*hi]

31
4’2’

)02~ 2.)

E MathRadMorml [d/c)a*bi]

Recta pasa por 2 puntos

o

X ¥ z
Pl[ -0.75 0.5 _O'%J
P2 0.5 -1.5

1
EXPRESSI(VECTOR POINTS || EDIT
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El centre de la circumferéncia interseccié és calcula efectuant la interseccié de la recta
i el planol.
Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio:

E [FathRadFornl [dic](a+hi
1: Recta

El centre de la circumferéncia és:
(—11 —-71 103)

228’ 114228

Caten 010 = [(55+ 3"+ (53 +)"+ (35 + 3 =5

Bl MathRadFornl] [(dic)athi
—0 04824561404

j[z%é*% [TTZ"E] %

[]
DEL-LINEIDEL-ALL

Siga R el radi de la circumferéncia intersecci6 de les dues esferes.
Per calcular el radi R aplicarem el teorema de Pitagores al triangle rectangle de catets,

R, 0,0 = 222 i hipotenusa R, =6

) = ()

4 57
, 515
~ 456
E [MathRadNorml] [dic]fa*hi
57
[8J114
515
456
0 |
DEL-LINE]DEL-ALL

El radi de la circumferéncia és R = |[—
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Problema 24

Proveu que el punt T(1,0, 1) pertany al planol T = x — 2y + 2z = 3.

Determineu I'equacio de I'esfera que passa pel punt P(1,0,5) i és tangenten T al
planol .

Solucio:

Substituim el punt T'(1, 0, 1) en I'equacio del planol = = x — 2y + 2z = 3 i vegem que es
transforma en una igualtat:

1-2-0+2-1=3

El centre pertany a la recta r perpendicular al planol que passa pel punt (1,0, 1).
El vector director de la recta r és el caracteristic del planol , a = (1, -2,2)
r=(xy,2)=(01,01)+pu(1,-2,2)

El centre de I'esfera té coordenades:
O(1+u,—2u, 1+ 2p)

El centre compleix que d(0,T) = d(0, P) = R, radi de 'esfera.
d(0,T) = /(=12 + (2)? + (—2p)? = 32

d(0,P) = {(=1)? + (2u)? + (4 — 21)? = \/9u? — 16p + 16
3/u? = \[9u? — 16u + 16

Obrim el Menu Ejec-Mat:
Resolem I'equacio:
E|

SolveN(3Jx2 =Jox2-16x+>
. {1}

Solveld/dx|d%/dx2 S dx [SolveN/II=N]

p=1
El centre de I'esfera és 0(2,—2,3)
ElradiésR=3-1=3

L’equacio de l'esfera és:
(x—2)2+ @y +1)?%+(z—3)% =32

Obrim el Menu Gréfico 3D.

Definim i representem el planol © = x — 2y + 2z = 3
larectar = (x,y,z) = (1,0,1) + u(1,-2,2) i

I'esfera

x—2)2+@+1D*+(z—-3)2=32
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E [MathRadForml [d/c](a+bi [E [MathRadornl] [d/c](a*bil
aX+b¥+cZ+d=0 % Punto de paso (Xo,Yo,Zo) X
B Vector direccién [a,b,c] =
a b c d Xo Yo Zo
C 1 -2 2 EE: C 1 0 1]

a b c
C 1 -2 I
-3

2
EXPRESSI(VEGTOR||POINTS J{ EDIT [EXPRESSI[VECTOR POINTS || EDIT

B
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C 2 -2
3
FACTOR](EXPAND]|_EDIT |

E

61



Problema 25

Considerem els punts A(2, 3,6), B(6,2,—3),C(3,—6,2) en I'espai tridimensional.

L’esfera

Ricard Peird i Estruch

Verifiqueu que els segments 04, 0B, 0C son arestes d’un cub, on 0(0,0,0).
Determineu el centre i el radi de 'esfera circumscrita al cub.

Solucié:
Obrim el Menu Ejec-Mat.
Definim els vectors

04 = (2,3,6),0B = (6,2,-3),0C = (3,—6,2)

[ ROW JCOLUMN/NERINA

Vegem que els vectors dos a dos sén ortogonals.
Calculem els productes escalars i vegem gue sén zero.

E [HathRadForml [dic]fa*bil

DotP(Vet A,Vet B)
DotP(Vet A,Vet C)
DotP(Vet B,Vet C)

L]
DotP( UnitV (Il

62

El Rad orml) [d7c](atbi El RadNorn) [d7c](atbi]
A 1 2 3 B 1 2 3
1C 2 3 - 1C B 2 EE?
6 -3
[ ROW JCOLUMN/HEINE [ ROW JCOLUMN/IENINN
El
C 1 2 3
1C 3 -6
2



Vegem que els tres vectors son linealment independents.

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Calculem el producte mixt dels tres vetcors i vegem que és distint de zero.

E [MathRad[Norml] [d/c]fa*hi
DotP (Vet B,Vet C)

0

CrossP(Vet B,Vet C)
[-14 -21 -42]

DotP (Vet A,Vet Ans)
. -343

DotP( UnitV (=

Calculem la mesura de I'aresta del cub.
Calculem ||0A]|

E [MathRadNormi] [dic]fa*hi

CrossP (Vet B,Vet C)
[-14 -21 -42]

DotP (Vet A,Vet Ans)

-343
Norm(Vet A)
L T
| Vet | DotP( [CrossP(Angle((UnitV (Il

L’aresta del cub mesura 04 = 7

El radi de I'esfera mesura R = ﬁ‘/;
7
R = E\/g

El vértex P del cub oposat al vértex 0, les seues coordenades compleixen que:

OP =04 + 0B +0C

E MathRadForml [dic]fa*bil

DotP (Vet A,Vet Ans)
-343
Norm(Vet A)

7
Vet A+Vet B+Vet C
[11 -1 5]

]
DotP( UnitV (Il

Les coordenades so6n P(11,—-1,5)

2

El centre Q de I'esfera compleix que 00 = !
El (MathRad(Horml] [dic]fathil ]
[11 -1 5]
-%Vct Ans
[£ 1 5
. 2 2 2
DotP( UnitV (]

63
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Les coordenades del centre s6n
<11 1 5)

Q 2’ 2’2

L’equacio de I'esfera és:

=) o8+ (-3 -Gy

8
IR
N\ QIO CEIROOSESA NN
MR SIS ER
\\,(’\’,;\\s\’\.‘ ,‘o\,&‘@‘\\\\\ R
& %% SN
N X N
RESCAR RN

XIS
"oy \‘ (/)

RN

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

(=11/2)+(+1/2)%+(z=5/2)* = (TV3/2)?
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Problema 26

L’esfera

Ricard Peird i Estruch

Siguen les esferes E; = x2 + y2 + 22 —4x — 12y + 6z +45=0,E, = x*+ y2 +z2 =81
c) Demostreu que les dues esferes sén tangents.
d) Determineu I'equacié del planol tangent a les dues esferes.

Solucio:
a)
Completant quadrats:

EE=(x—22%+(@y—-6)2+(z+3)>=—-454+4+36+9 =22
L’esfera té centre 0,(2,6,—3) iradi Ry = 2

L'esfera E, = x% + y? + z2 = 81 té centre 0,(0,0,0) iradi R, =9

Calculem la distancia entre els centres:

0,0, =/22+62+32=7

Calculem la suma i la diferéncia dels radis:
Ri+R,=24+9=11,R,— R, =9-2=7

Aleshores, 0,0, =R, — R, =7
Les esferes son tangents interiors.

b)
Calculem E; — E,

m = —4x — 12y + 6z + 36 = 0, planol tangent a les dues esferes.

Obrim el Menu Gréfico 3D.

Definim i representem les dues esferes i el planol.

E MathRadForml [d/c)a*hi]

E MathRadMorml [d/c)la*bi]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2

a b c

(X-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

FACTORJ(EXPAND]| EDIT

2
FACTOR||EXPANDI|_EDIT

Bl MatRadForml [dic]fa+bi

a¥X+b¥+cZ+d=0

&

a b c d
C -4 -12 Gl 126§
126
EXPRESS(VECTOR][POINTS |{ EDIT
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[d/c]latbil

Morml
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Problema 27

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Siguen les esferes E; = x2 +y?2 +z2 + 6x — 2y — 4z + 11 =0,

E,=(x—1D*+ (@ +2)?%+(z—-2)?=3?

c) Demostreu que les dues esferes sén tangents.
d) Determineu I'equacio del planol tangent a les dues esferes.

Solucio:
Completant quadrats:

Ei=(+3)2%+(p—-1)24+Z-2?2=-114+9+1+4 =22

L’esfera té centre 0,(—3,1,2) iradi Ry = 2

L'esfera E, = (x — 1)? + (y + 2)2 + (z — 2)? = 32 té centre 0,(1,—-2,2) iradi R, = 3

Calculem la distancia entre els centres:
0,0, =42 +32402=5

Calculem la suma dels radis:

R1 + R2 = 2 + 3 = 5

Les esferes son tangents exteriors.
b)
E,=x?+y?+2z2—2x+4y—4z=0
Calculem E; — E,

m = 8x — 6y + 11 = 0, planol tangent a les dues esferes.

Obrim el Menu Gréfico 3D.

Definim i representem les dues esferes i el

]

planol.
E MathRadMorml [d/c)la*bi]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2

(X-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2

a b c
-2

3
FACTOR|{EXPAND| EDIT

2

FACTORJ|EXPANDI{ EDIT
El

X+b¥+cZ+d=0
aX+b¥+cZ+ }”@
a b c d

C 8 -6 Wl 11p

11

EXPRESS]| VECTOR|(POINTS J| EDIT

]
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Problema 28
x=t
Determineu I'equacio de I'esfera E, amb centre sobre la recta r = {y =t teR
z=t

Tangental planolmr =3x—y—2z+ 14 =0enelpuntT(—4,0,1)

Solucio:
Notem que el punt T(—4,0, 1) pertany al planol = = 3x —y — 2z + 14 = 0 ja que satisfa
la seua equacié, 3(-4)—-0—2-1+14=0

Les coordenades del centre de 'esfera son 0(t, ¢, t)
El radi R de I'esfera compleix:
d(0,T) =d(0,m) =R

JE4—02+0-0)2+(1-t)2 =

3(=t) = (—=t) —2(-t) + 14
V3T + (D7 + (-2)?

Ja+2+t2+(1-1)2 =14

Obrim el Menu Ejec-Mat
Resolem I'equacio
A+ +t2+(1-t)2 =14

B [MathRadFornd [dic)@athi
SolveN( (4+x) 2+x2+(1-2
. {-1}

Solveld/dxd%/dx2 J d2x [SolveN/IIS

El problema té una solucié:

El centre de l'esfera és 0(—1,—1,—1) i el radi R = /14
L’equacio de I'esfera és:
E=(x+1D2+@+1D)?+(@=z+1)?2=14

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem el planol la recta i I'esfera.

E [MathRadFornl [dic](atbi E [MathRadMornl [d/c](a+bi
aX+b¥+cZ+d=0 % Punto de paso (Xo,Yo,Zo) X
B Vector direccidén [a,b,c] =
a b c d Xo Yo Zo
C 3 -1 -2 Y- C 0 0 0]
a b

c
C 1 1 -
14 1
EXPRESS)(VECTOR](POINTSI(EDIT [EXPRESS|[VECTOR POINTS)(EDIT
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E MathRadForml [d/c)a*hi]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2

a b c

C -1 -1 3. 741 6f

3.741657387

FACTORJ(EXPAND]| EDIT

B [MathlRadorml [d/c)(z+bi

B
7]
)
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Problema 29

Els punts A(3,—2,5), B(—1, 6,—3) sbn els extrems d’'un diametre d’'una circumferéncia
que passa pel punt C(1,—4,1)

Determineu I'equacio de la circumferéncia.

Solucio:

El centre de la circumferéncia és el punt mig 0 del segment AB que té coordenades
0(1,2,1)

04 = (2,-4,4)

El radi és de la circumferéncia és:

r=|[04|| =22+ (-4)2+42=6

L’equacio de la circumferéncia és la interseccié de I'esfera de centre 0(1,2,1) i radi
r = 61 el planol que passa pels punts A(3,—-2,5),B(—1,6,—-3),C(1,—4,1)

Obrim el Menu Gréfico 3D

Definim i representem I'esfera i el planol.

E MathRadNorml [dic]fatbi E MathRadNorml [d/c]fa+bi
X—a)2+(Y—b)2+(Z—c)2=r2 Pl 3
(X-a)2z+( )2+(Z—c)2=r ano pasa por 3 puntos b%
a b c X Y Z
C 1 2 1 G || r1 3 —2 5
P2|: -1 6 —3:|
S
6 1
FACTOR][EXPAND][_EDIT ] SET | || [EXPRESS|[VECTOR][POINTS J[ EDIT |

B [MathRadMorml [d7c](a+bi

L’equacio de l'esfera és
E=(x—-1)2+(@y—-2)2%+(z-1)?% =62

AB = (4,-8,8),AC = (-2,-2,—4)

Obrim el Menu Ejec-Mat

Definim els vectors 4B = (4,-8, 8),?6 =(-2,—-2,—4)
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E RadMornl [d7c](atbi)

E

[RadNormi) [dZc](a*bil

A 1 2 3
i -4 s L

-8

[ ROW JCOLUMN/NsIhi

B

1 2 3

i -2 -2 T

[ ROW JCOLUMN/NnIhS

Calculem 4B x AC vector caracteristic del planol que passa pels punts 4, B, C

Bl MatRadForml [dic]fa+bi

CrossP(Vet A,Vet B)
L [-48 0 24]

DotP( UnitV (I

El vector caracteristic del planol és a = (—2,0,1)
L’equacio del planol que passa pels punts 4, B, C és:

Tage = —2(x—3)+0(y+2)+1(z-5) =

L’equacio de la circumferéncia és:
{(x—l)2 +(y—2)2+(z-1)% =62
—2x+z+1=0

0
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Problema 30

El punt €(1,—1,—2) és el centre d’'una circumferéncia que talla la recta
_( 2x—y+2z—-12

r:{4x—7y—z+6=0

Determineu I'equacio de la circumferéncia.

una corda de longitud 8.

Solucio.
Obrim el Menu Ecuacion.
Determinem I'equacié paramétrica de la recta, resolent el sistema

E [HathRadFornd) E [HathRadNornd]
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d Soluciones
1 2 -1 2 12 Infinitas
2{ 4 -7 -1 —6} 3
<l 0 0 0 0 2
0 Y=6-Z
7=7
SOLVE |pJAaRqE3(CLEAR] EDIT REPEAT
x=9-—3u
r= {y =6—2u
zZ=2U
Un punt de la recta és P(9, 6,0) i el vector director v, = (—3,—-2,2)
CP =(8,7,2)

Determinem el planol que conté la recta r i el centre C(1,—1,—2) que conté la
circumferéncia que cerquem.

Calculem CP x v, vector caracteristic del planol.
Obrim el Menu Ejec-Mat.

Definim els vectors CP, v,

E RadForn1) El RadForn)
A 1 2 3 B 1 2 3
1C 8 7 1C -3 -2 -
2 2
[ ROW JCOLUMN/ NN [ ROW JCOLUMN/ =N

B
CrossP(Vet A,Vet B)
. [18 -22 5]

| Vet | DotP(CrossP(Angle(UnitV (IR
L’equacio del planol és:
T=18(x—1)—-22(y+1)+5(=+2)=0
m=18x—22y+5x—30=0
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Determinem el punt projecci6 del centre C(1,—1,—2) sobre la recta r.

El planol perpendicular a la recta r que passa pel centre té vector caracteristic el seu
vector director, v, = (=3,-2,2)

La seua equacio és:

w=-3x-1D)-2y+1)+2(z+2)=0

w=-3x—2y+2z+5=0

Obrim el Menu Grafico 3D.

Definim i representem la recta r i el planol w.

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio de la recta i el planol.

E MatRadNorml [dic]fa*bi E MathRadNorml [d/c]fa+bi
Punto de pasoc (Xo,Yo0,Z0) X aX+b¥+cZ+d=0 %
Vector direccidn [a,b,c] B 1
Xo Yo Zo a b c d
C 9 6 0] C -3 -2 2 -

a b

c
c -3 -2 I

2 5
[EXPRESS|(VECTOR]( P&V J[POINTS][ EDIT J[ SET ] || [EXPRESS|[VECTOR][POINTS J[ EDIT |
E] E
1: Recta
5 /F\ 2: Plano .
X oy ’

X=3
St iR, Y: 2 -8 e A
" _8 Z=4 _8 " _8

El punt projecci6 és la interseccio de la recta r i el planol w.
Les seues coordenades son P'(3,2,4). Es el centre de la corda.

CP" = (2,3,6)
|cP|| = V22 +33 +62 =7
Aplicant el teorema de Pitagores, el radi de la circumferéncia és:
r =442 +72 =65
L’esfera de centre C(1,—1,—2) i radi r = V/65 té equacio:
E=(x-1D*+@+1?>+(=z+2)2=65
La circumferéncia és la interseccio de I'esfera E i el planol
{(x—l)2 +(y+1?+(z+2)? =65
18x — 22y +5x—30=0
Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera i el planol .

E MathRad[orml [d/c)(a*bi E MathRadNorml [d/c)fa*bi
(X-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+bV+eZ+d=0 @
=

a b c a b c

d
C 1 -1 SRS . 06220 C 18 -22 5 EER:

8.062257748 -30
FACTOR]([EXPAND]( EDIT | [CSET ] || EXPRESSI[VECTOR][POINTSJ[ EDIT |
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[athRad|Horn] (d/c](a+bi

74



L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Problema 31
x =444t

Demostreu que per larectar ={y = 1 + 3t només es pot tragar un planol tangent a
z=1+t

lesfera E =x?+y2+2z2—-2x+6y+2z+8=0
Determineu la seua equacio.

Solucio:

Completant quadrats en I'equaci6 de l'esfera:
E=(x-1)2+@y+3)?+(@z+1)?=-8+1+9+1=3

El centre de I'esfera és el punt 0(1,—3,—1) i el radi R =3

Només es pot tragar un planol tangent a I'esfera que continga la recta i la recta és
tangent a I'esfera.
Un punt de la recta és P(4,1,1) i el vector director v, = (4,3,1)

Vegem que la distancia del centre de I'esfera a la recta r és igual al radi R = /3.

El planol perpendicular a la recta r que passa pel centre O té vector caracteristic el
vector director de la recta v, = (4,3,1)

La seua equacio és:

T=4(x-1)+3y+3)+(z+1)=0

n=4x+3y+z+6=0

Obrim el Menu Grafico 3D

Definim i representem I'esfera, la recta i el planol.

El MathRadMNornd) B MathRadMornd)
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 : Punto de paso (¥o,Yo,Zo) %(
Vector direccidén [a,b,c] =1
a b c ¥o Yo Zo
C 1 -3 -1 IEER? 4 1 13
a b c
C 4 3 11
1.732050808 4
(FACTOR||EXPAND]|_EDIT | [ SET ||| [EXPRESSIIVECTOR]| P&Y J|POINTS]| EDIT || SET |
E] B
aX+bY+cZ+d=0
b% z
a b c %(\Y

d
C 4 3 1

6
[EXPRESSILYECTORJ(POINTS JL EDIT |
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Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccié de la recta i el planol, punt projeccio
del centre 0(1,—3,—1) sobre larectar

E MathRad[orml [d/c)(a*bi
2: Recta
Z
FY
i
X=0
¥=-2 INTERSEC
Z=0

El punt projecci6 és 0'(0,—-2,0)
Calculem la distancia entre els punts 0, 0’

00' = (-1,1,1)
00" =13

La recta r és tangent a I'esfera E aleshores, només es pot tragar un planol tangent a
I'esfera.

L’equacio del planol que cerquem té vector caracteristic 00" = (=1,1,1) i passa pel
punt 0'(0,—2,2)

Laseuaequacitésw=—(x—-0)+(y+2)+(z—-0)=0

Simplificant:

w=—x+y+z+2=0

Representem el planol w

E MathRadForml [d/c)a*hi]

aX+b¥+cZ+d=0 %
[~

a b c d

C IR 1 1 2]

-1
EXPRESSI(VEGTOR||POINTS J{ EDIT

B [MathRadMorml [d7c](z*bi
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Problema 32
Determineu I'equacié de I'esfera de radi V6 tangent al planol r = x + 2y —z+1=0en
el punt de coordenades (1,0, 2).

Solucio:
El punt P(1,0,2) pertany al planoljaque 14+2-0—-2+1=0.

El centre de I'esfera pertany al la recta perpendicular al planol = que passa pel punt
P(1,0,2).
El vector director de la recta és el caracteristic del planol a = (1,2,—-1)
L’equacio de la recta és:
x=14+u
r= { y=2u
z=2—-U

Un punt qualsevol de la recta té coordenades:
Al +p,2u+2—p)
d(A,r) =6
‘1+ﬂ+2(2#) Q-w+2 _ e
V12422 4+ (-1)2
Simplificant:
l6ul =6
Resolent I'equacio:
u=1,-1
El problema té dues solucions:

Si u =1 el centre de I'esfera és el punt 0,(2,2,1)
L’equacio de I'esfera és:
EE=(x—-22+(W-2)%+(z-1)?%=6

Si u = —1 el centre de I'esfera és el punt 0,(0, -2, 3)
L’equacio de I'esfera és:
E,=(x—0)2++2)2+(z-3)2=6

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem el planol i les dues esferes.

E MathRadNorml [d/c)(athi E MathRadNorml) [dic)latbi]
aX+b¥+cZ+d=0 % (X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2
-

a b c a b c

d r
C 1 2 -1 R C 2 2 2. 4404

1 2.449489743
[EXPRESS(VECTOR](POINTS ) EDIT ] [(SET ] || [FACTOR][EXPAND][EDIT ]
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E MathRadForml [d/c)a*hi]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—-c)2=r2

a b c

C 0 -2 M2, 14940

2.449489743
FACTOR|(EXPAND

B [MathRadMorml [d7c](z*bi

_\_\_\_\_\_\_‘_‘——\_
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Problema 33

Determineu el punt O del planol T = x + y + z = 1 que equidista dels punts A(1, -1, 2),
B(3,1,2),C(1,1,0). Determineu I'equacio de I'esfera de centre el punt O anterior que
passa pels tres punts 4, B, C.

Solucio:
El punt O és la intersecci6 dels s mediadors als segments AB i AC i el planol
Tn=x+y+z=1

El planol mediador al segment AB té vector caracteristic el vector AB = (2,2,0) i passa
pel punt mig M del segment AB, M (2,0, 2).

La seua equacio és:

Ty =2x—-2)+2(y—-0)+0(z—-1)=0

Simplificant:

Ty=x+y=2

El planol mediador al segment AC té vector caracteristic el vector AC = (0,2, —2) i
passa pel punt mig N del segment AC, N(1,0,1).

La seua equacio és:

Tn=0x—1)+2(y—0)—-2(z-1)=0

Simplificant:

Ty=y—z=-1

Per determinar les coordenades del centre 0, resolem el sistema format pels tres

planols.
Obrim el Men( Ecuacion
E MathRadMorml) [d7c)fabi E MatWRadMornl [d7c]fabi
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d X
1 1 1 1 1 Y|: -2
2 1 1 0 2 Z -1
3 0 1 -1
-1 4
REPEAT

El centre té coordenades 0(4,—-2,—1)
El radi ésr = 0A
r=(-3)2+22+12=+14

L’equacio de l'esfera és:
E=(x—-4)2?+(x+2)?2?+(@z+1)?*=14

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i dibuixem el planol que conté el centre i I'esfera.

E [MathRadFornl [dic]fathil E [HathRadMornd [d7c](athi
aX+b¥+cZ+d=0 % (X-a)2+(¥-b)2+(Z—c)2=r2
-l

a b c a b c r

d
C 1 1 1 IR C 4 -2 st §3. 74168

-1 3.741657387
[EXPRESSJ(YECTOR](POINTS [ EDIT ] [(SET ] || [FACTORI[EXPANDI(EDIT ]
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B [MathRadMorml [d7c](z*bi
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Problema 34
Donades les esferes d’equacions:

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Ei=(x—-12+(O-22+Z-1)?=4,E=x-2)>+@—-4)?%+(z-3)*2=4.

a) Proveu que s6n secants.

b) Determineu el planol intersecci6 de les dues esferes.
c) Calculeu el centre i el radi de la circumferéncia interseccid.”.
d) Calculeu el volum de la interseccio6 de les dues esferes.

Solucié:
a)

L'esferaE; = (x — 1)2 + (y — 2)? + (z — 1)? = 4 té centre 0,(1,2,1) iradi R, = 2.
L'esferaE, = (x — 2)? + (y — 4)? + (z — 3)? = 4 té centre 0,(2,4,3) iradi R, = 2.

010, = [|010;]| = 11, 2,2)I| = 3.

IR, — R,| < 0,0, <R, + R,

0<3<4

Les esferes sén secants.

b)
Ei=x?>+y?+2z2—-2x—4y—-2z=4-1
E,=x*>+y?+2z2—4x—-8y—6z=4—4

—4—1=-2

—16 -9 =-25

Per determinar el planol interseccié restem les dues equacions:

L’equacio del planol interseccio és:
n=2x+4y+4z—-23=0

Obrim el Menu Gréfico 3D.

Definim i representem les dues esferes i el planol interseccio:

E

E

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

(X—-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c
C 1 2
2
FACTORJ(EXPANDI[ EDIT | SET

FACTOR][EXPANDI{ EDIT |

E

aX+bY+cZ+d=0

&

a b c d
C 2 4 'y -23)
-23
[EXPRESSJ(VECTOR](POINTS J{ EDIT |

E

c)

Per determinar el centre de la circumferéncia interseccié de les dues esferes
calcularem la interseccio de la recta que passa pels dos centres i el planol.

Definim i representem la recta que passa pels centres de les esferes
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B E
Recta pasa por 2 puntos 7
>%( L‘Y
X ¥ Z .
Pl[ 1 2 1]
P2 2 a3

3
[EXPRESS|IVECTOR]{ P&V |(POINTS|_EDIT J[ SET |

Amb la funcié G-Solv, determinem la intersecci6 de la recta i el planol.

B
1: Recta
z
E,
X
%=1.5
¥Y=3 INTERSEC
Z=2

El centre de la circumferéncia interseccio té centre el punt:
3 £ . . . < .
0 (5, 3,2). Notem que és el punt mig dels dos centres ja que les dues circumferéncies

tenen el mateix radi.

Per calcular el radi de la circumferéncia apliquem el teorema de Pitagores al triangle
- S o _ _ |21+42+441-23] 3 :

equilater d’hipotenusa R, = 2 icateta = d(04,7) = Ve | T2 la meitat de la

distancia entre els centres, ja que les dues esferes tenen el mateix radi.

El radi de la circumferéncia és:

-
d)

La interseccio de les dues esferes esta formada per dos casquets iguals de radi R; = 2
ialtura,h=R1—a=%

El volum d’'un casquet esferic és Vegsquer = T - h? (R - %)

El volum intersecci6 és:

N (1)2(2 1)_11
2 6) 12"
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Problema 35
Donades les esferes d’equacions:
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Ei=(x—-12+(O-22%+Z-1)?=4,E=x-2)>+@—-4)?%+=-3)?=09.

a) Proveu que s6n secants.

b) Determineu el planol interseccié de les dues esferes.
c) Calculeu el centre i el radi de la circumferéncia interseccio.
d) Calculeu el volum de la interseccio6 de les dues esferes.

Solucié:
a)

L'esferaE; = (x — 1)2 + (y — 2)? + (z — 1)? = 4 té centre 0,(1,2,1) iradi R, = 2.
L'esferaE, = (x — 2)? + (y — 4)? + (z — 3)? = 4 té centre 0,(2,4,3) iradi R, = 3.

0,0, = ||0:0,| = II(1,2,2)Il = 3.

IRy — R,| < 0,0, <R;{+R,

1<3<5

Les esferes sén secants.

b)
Ei=x?>+y?+2z2—-2x—4y—-2z=4-1

—4—1=-2

E,=x?>+y?+2z?—4x—-8y—6z=9—-4—-16—9 = —20
Per determinar el planol interseccié restem les dues equacions:

L’equacio del planol interseccio és:
T=x+2y+2z—9=0

Obrim el Menu Gréfico 3D.

Definim i representem les dues esferes i el planol interseccio:

E

E

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

(X—-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c
C 1 2
2
FACTORJ(EXPANDI[ EDIT | SET

FACTOR][EXPANDI{ EDIT |

E

aX+bY+cZ+d=0

&

a b c d
C 1 2 2 R
-9
[EXPRESS||VECTOR]{POINTS J{ EDIT |

E

c)

Per determinar el centre de la circumferéncia interseccié de les dues esferes
calcularem la interseccio de la recta que passa pels dos centres i el planol.

Definim i representem la recta que passa pels centres de les esferes
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B E
Recta pasa por 2 puntos %( z
-
J'—‘Y

X Y Z

P1 [ 1 2 1}
P2 2 4 E

3
[ERPRESS(VECTOR) P&V J(POINTS](EDITJ(CSET ]

Amb la funcié G-Solv, determinem la intersecci6 de la recta i el planol.
B

1:Plano
2: Recta z

£ Q\Y
X=1.2222 ~
Y=2.4444 S _EINTERSEC
Z=1.4444 ¢ S

-6

El centre de la circumferéncia interseccio té centre el punt:
(11 22 13)

9’9’9

Per calcular el radi de la circumferéncia apliqguem el teorema de Pitagores al triangle

equilater d’hipotenusa R, = 2 i catet a = d(0, ) = % = % la meitat de la

distancia entre els centres, ja que les dues esferes tenen el mateix radi.
El radi de la circumferéncia és:

2\2 42

r= 22— (—) = —
3 3

d)

La intersecci6 de les dues esferes esta format per dos casquets:

l.-UncasquetderadiR, =2ialtura,hy =R, —a = %

2

2.- Un casquet de radi R, = 3i altura, h, = R, — (0,0, —a) = 3

El volum d’'un casquet esféric és V,qsquer = 7 - h? (R — g)

El volum interseccio és la suma dels volums dels dos casquets:
2

oo (=2 (-3 s
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Problema 36
Determineu I'equacio de I'esfera que passe per I'origen de coordenades i per la
circumferéncia d’equacio { x* +y* + 2% = 25
2x—3y+5z—5=0

Solucio.
El centre de I'esfera x? + y2 + z2 = 25 és l'origen de coordenades 0(0, 0, 0) el centre
de l'esfera de I'esfera que cerquem pertany a la recta perpendicular al planol
m = 2x — 3y + 5z — 5 = 0 que passa pel centre de I'esfera x? + y? + z2? = 25.
El vector director és el caracteristic del planol v = (2,-3,5)
L’equacio de la recta és:

x =2a
r= {y = —-3a

z =5a
El centre de la circumferencia és la interseccio de la recta r i el planol ©

2x—3y+5z—-5=0

X =2«
{y=—3a
z=>5a
4a+9a+ 25a—-5=0
5
* =38

x%2+y?+2%2=25

2x—3y+52-5=0 té coordenades:

El centre de la circumferencia {

P(S 15 25)
19" 38’38
0P = d(0,7) |_5| >

= V) = |—| = —
V38l 38
Siga Q un punt qualsevol de la circumferéncia.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OPQ

PQ = /52—<\/%)2=5g

Siga C(2a, —3a, 5a) el centre de I'esfera que cerquem.

0C = 00 = +/38a?

Pe? = (20— ) +(-3a+2) +(5a-20)
A GARET “T38 “~ 38

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CPQ

542 15\2 25\2 37
38a2=<2a——) +(—3a+—) +(5a——> +(5 |55

19 38 38 38

Simplificant:

B 5
“=3
El centre de I'esfera és:
c (5 15 25)

272

El radi és :
_ 25 5+/38

C= |23 538

4 2
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L’equacio de 'esfera es:
2

EE(x—5)2+<y+175> +(z—22—5)2

Obrim el Menu Grafico 3D

)

L’esfera
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2

Definim i representem la recta r, el planol « i 'esfera E.

]

Punto de paso (Xo,Yo0,Z0)
Vector direccién [a,b,c]
Xo Yo Zo

0 0
a c
2 -3
5
[ERPRESS)[VECTOR)( P&V J(POINTSIEDIT JCSET ]

o

L 0l

b

C

B
X+bY+cZ+d=0 fﬁ@g
aX+b¥Y+cZ+ i
a b c d
C 2 -3 5 IEE
-5
[EXPRESS)[VECTOR](POINTS ] EDIT

E|
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

15.41103501
FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

[E] [Math|[DegMorml [dic

atbi

=

-zl
-zl
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Problema 37
Determineu I'equacio de I'esfera que passa pel punt P(4,—1,—1) i és tangents als tres
planols coordenats.

Solucio:
x>0
El punt P pertany a I'octant de I'espai jy < 0
z<0

El centre 0 de I'esfera equidista dels tres planols coordenats aleshores les seues
coordenades son:

0(a,—a,—a), a>0

El radide I'esferaésr =a

d(0,P)=a

Aleshores:
4-a)Y+(1+a)?+(1-a)?=a?
Simplificant:

a’?—6a+9=0.

Resolent 'equacio:

a=3

El centre és:

0@3,-3,3)

Elradiés:r =3

L’equacio de 'esfera és:
(x—32+W+3)2+(z+3)2=32
Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera:

B B
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 z
: B
a b c o
C 3 -3 7
3 E B
FACTOR](EXPAND]( EDIT | EE
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Problema 38

Donats el punt P(1,2,—1) iel planol m = x + 2y — 2z + 2 = 0, siga S 'esfera que és
tangent al planol = en un punt P’ de forma que el segment PP’ és un dels seus
diametres.

Es demana.

Determinar les coordenades del punt de tangéncia P’

Determinar I'equacié de 'esfera S

Solucio:

Per ser PP’ diametre el centre O és el punt mig.

Per ser P’ punt de tangéncia OP’ és perpendicular al planol 7.
Aleshores, la recta PP’ és perpendicular al planol ©

P’ és el punt projeccio de P sobre el planol .

El vector director de la recta és el caracteristic del planol a = (1,2, -2)
La seua equacio és:

PP' = (x,v,2) = (1,2,-1) + B(1,2,-2)

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem el planol = i la recta PP’

E| E|
aX+bY+cZ+d=0 X-¥o Y-Yo Z-Zo
>% a b ¢ >%(
a b c d Xo Yo Zo
C 1 2 -2 - C 1 2 -1]
a b c
; 1 > R
2 -2
[EXPRESSI[YECTOR][POINTS |[ EDIT | [ SET ] || [EXPRESSI[VECTOR]{ P&V |(POINTS]|EDIT J|_SET |

El

El punt projeccio és la interseccio de la recta i el planol.
Amb la funcié G-Solv, determinem el punt interseccio.

B
1:Plano
2: Recta

N = D¢
Innn
oo
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Les coordenades del punt projeccié sén P’(0,0,1)
El centre O de 'esfera és el punt mig del segment PP’
Les seues coordenades son:

1
o(3.10)
El diametre de I'esfera és:

PP'=(0-1)2+(0-2)2+(1+1)2=3
El radi és:

3
r=-
L’equacio de I'esfera és:
1\° 32
(x 2) +@y-1*+z >

Definim i representem I'esfera:

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

B
(X—-a)2+(Y-b)2+(Z—-c)2=r2

312
FAGTOR|[EXPAND][ EDIT ]

E

89



L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Problema 39
Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts A(4,2,—-3),B(—1,3,1) i té el
centre en la recta que passa pels punts €(2,3,7),D(1,5,9).

Solucio:

El planol mediador del segment AB passa pel punt mig M del segment i té vector
caracteristic el vector AB.

Les coordenades del punt mig M son:

35
M(35-v)
El vector caracteristic té components:
AB = (-5,1,4)
L’equacio del planol mediador és:

nE—S(x—;)+(y—;)+4(z+1)=0

Simplificant:

T=-5x+y+4z+9=0

La recta que passa pels punts C, D té vector director:
CD =(-1,2,2)

La seua equacio és:

rep = (%,y,2) =(2,3,7) + a(—1,2,2)

El centre de I'esfera és la interseccié del planol mediador i la recta.
Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem el planol i la recta.

B B
X+bY+cZ+d=0 Rect 2 t
aX+bY+cZ+ }@ ecta pasa por 2 puntos }X
a b c d X b Z
C -5 1 4 K Pl[ 2 3 7]
P2 1 5 [IIE
9 9
[EXPRESS|[VECTOR](POINTS | EDIT ) [CSET ] || EXPRESSI[VECTOR]( P&V J[POINTS][EDIT J SET ]

E

10

-10
-10

1010
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Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio del planol i la recta.

B
1:Plano
2! Recta |,
Z
X=
¥=-1 -10
= -10

El centre de I'esfera té coordenades:
0(4,-1,3)

El radi de I'esfera és:

r=d(0,4) =02 432 + 62 =35

L’equacio de I'esfera té equacio:
E=(x-4?2+@y+1%+(z—3)?%=(3V5)

Definim i representem I'esfera:

E|
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c

cll6. 70820

6.708203932
FACTOR|[EXPAND]( EDIT |
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Problema 40
Siguen l'esfera E = x2 + y2 + z2 = 9 i els punts A(3,0,6),B(3,5,1).
Determineu els planols tangents a I'esfera E que contenen els punts 4, B.

Solucio:
L'esfera E = x? + y2 + z? = 9 té centre I'origen de coordenades 0(0,0,0) i radi r = 3.

AB = (0,5,-5)
L’equacio de la recta que passa pels punts A4, B té equacio:
g = (x,v,2z) =(3,0,6) +a(0,1,-1)
L’equacio implicita és:
_( x—3=0
fas :{y+z—6=0

El feix de planols que conté la recta r,z és:

,=(x-3)+uly+z-6)=0

my,=x+uy+uz—-3—-6p=0

El planol r,, ha de ser tangent a I'esfera aleshores:
d(o,m,)=r=3

—-3—-3u

1+ pu?+p?

Simplificant:

14 ul =1+ 2u2.

Elevant al quadrat i simplificant:

=3

2u+4u=0
Resolent 'equacio:
u=0,-2

Els planols que cerguem son:
mp=x—3=0
M, =x—2y—2z+9=0

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera E, la recta r,5 i el planol r,

B B
X—a)2+(Y—b)2+(Z—c)2=r2 R 2
(X—a)2+( )24+(Z—c)2=r ecta pasa por 2 puntos }X
a b c X k'd Z
C 0 ] o E: Pl[ 3 0 6}
P2 3 5
3 1
FACTOR] [EXPAND)(EDIT [EXPRESS)(VECTOR) P&V J[FONTSI[EDIT
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El ]
5]

aX+b¥+cZ+d=0 %
-]

a b c d
C 1 0 o IEE

_YJZ

-3
[EXPRESS(VECTOR][POINTS | EDIT

Definim i representem l'esfera E, la recta r,z i el planol n_,

El ]

a¥X+b¥+cZ+d=0 %
-

a b c

d
C 1 -2 -2 [

/iN
]
<

9
[EXPRESS(VECTOR][POINTS JEDIT
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Problema 41

Determineu I'esfera de centre A(6,3, — 4) i tangent a I'eix 0,

Solucio:

La projeccio del punt A(6, 3,4) sobre l'eix 0, = {JZ/ f

A'(6,0,0)

El radi de I'esfera és:
r=AA"=.,/024+32+(-4)2=5

L’equacio de I'esfera és:
E=(x—-6)2+(@y -3+ (z+4)? =52

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i Representem I'esfera i I'eix 0,

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

E

E

Punto de paso (¥Xo,Y0,Z0)
Vector direccién [a,b,c]

o

Xo Yo Zo

C 0 0 01
a b c

C 1 I 0]

0

(X-a)2+({Y-b)2+(Z—c)2=r2

[EXPRESS|IVECTOR]{ P&V |(POINTS|_EDIT J[ SET |

FACTOR][EXPANDI{ EDIT |

B Hath

[Rad|(Norm1] (d/c)fa+bil
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Problema 42

L’esfera

Ricard Peird i Estruch

Donats els punts A(2,0,—1),B(—2,2,1), proveu que el lloc geométric dels punts P de
I'espai que compleixen PA = /2 - PB és una esfera E.

d) Escriviu I'equacio reduida de I'esfera E.

e) Proveu que el punt T(—10,8,7) pertany a I'esfera E.

f) Determineu I'equacio del planol tangent a I'esfera E en el punt T.

Solucié:

Siga P(x,y, z) de 'espai que compleix PA = /2 - PB.

Ve =2)24+y2+ (z+1)2=V2/(x +2)2+ (y — 2)2 + (z — 1)2

Elevant al quadrat i simplificant:
x2+y?+2z2+12x—8y—6z+13=0
L’equacio és una esfera.

a)

Completant quadrats:

E=(x+6)°+(y—-4)?+(z—-3)>=-13+36+16+9

E=(x+6)°+(y—4)?%+(z—-3)>=48

El centre de I'esfera és 0(—6,4,3) i el radir =48 = 4+/3

b)

Provem que el punt T(—10, 8, 7) satisfa 'equacié de I'esfera.
(-10+6)2+(8—-4)2+(7-3)2=16+16+16 = 48

c)
OT = (—4,4,4)

El vector caracteristic del planol tangent a I'esfera és a = (—1,1,1)
L’equacio del planol tangent a I'esfera E en el punt T(—10,8,7) és:

—(x+10)+1(y—-8)+1(z—-7)=0
Simplificant:

T=—-x+y+z—25=0

Obrim el Menu Grafico 3D

Definim i representem l'esfera E i el planol

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c r

cj6. 02820

6.92820323

FACTOR|[EXPAND][ EDIT ] [SET ]

] E]

X+bY+cZ+d=0
aX+bY+cZ+ }@
a b c d
C -1 1 il -25
-25
[EXPRESSI[VECTOR][POINTSJ(EDIT |

B HatRadform] (d7c)farbl

12

=12
=12

L

X X
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Problema 43
Determineu I'equacio de I'esfera de centre en el planol z = 4 tangent al planol 0,,, en el

punt T(2,3,0)

Solucio:
El planol 0,,, té equacio:
z=0

Els planols 0y, z = 4 son paral-lels.

El radi de I'esfera és igual a la distancia entre els dos planols que és r = 4

El centre de I'esfera és igual a la projeccio del punt T(2, 3,0) sobre el planol z = 4.
El punt projeccio té coordenades 0(2, 3,4)

L’equacio de I'esfera és:
E=(x—2+(y—3)2+(z—4)?*=42

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem els dos planol i 'esfera.

B B
X+bY+cZ+d=0 X+bY+cZ+d=0
aX+bY+cZ+ }@ aX+bY+cZ+ }@
a b c d a b c d
C 0 0 1 - C 0 0 1 -
-4 0
[EXPRESS|[VECTOR][POINTS ) EDIT ) [SET ] || [EXPRESS)[VECTOR][POINTS ) EDIT )

B
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

B [HathRadfornd

[d/c]latbil
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Problema 44
Determineu I'equacio de I'esfera que té el centre en el planol m; =2x +2y —z+2 =0
i és tangent al planol t, = 2x + 2y —z—4 =0en el punt T(3,0,2)

Solucio:
Els dos planols sén paral-lels.
El radi de I'esfera és igual a la distancia del punt T (3,0, 2) al planol
m=2x+2y—z+2=0
2-3+2-0—-2+2

r =
V22 422 + (—1)2

El centre és igual a la interseccié de la recta perpendicular al planol
m, = 2x + 2y —z — 4 = 0 que passa pel punt de tangencia T'(3,0, 2)

El vector caracteristic del planol 7, =2x +2y —z—4=0ésv =(2,2,—1)
La recta perpendicular té equacio:
r==(xyx)=(3,02)+a(2,2,-1)

Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem el planol «, i la recta r

B B
aX+bY+cZ+d=0 X-Xo Y-Yo Z-Zo
>§§§§T- a b ¢ >;E<:/
a b c d Xo Yo Zo
C 2 2 -1 - C 3 0 2]

a b

C
C 2 2 RN

2 -1
[EXPRESS)[VECTOR][POINTS)[EDIT ) [EXPRESS)[VECTOR)[ P&V J[POINTS][EDIT J_SET_J
B

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio.

B
1:Plano
2: Recta

X=1.6666
¥=-1.333

INTERSEC
Z=2.6666 56

, , 5 4 8
El centre de I'esfera és O (g, — 5,5)
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L’equacio de I'esfera és:

o=(e- o) o

Definim i representem I'esfera.

82
z——) =22

3

E

a b

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

C

FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

[1.6666 -1.333 2.6666 [JE-

2

E
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Problema 45

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Determineu I'equacio de I'esfera que té el centre en el planol m; =x+y+z=01iés
tangent al planol m, =2x —y+2z—3 =0enelpuntT(3,1,-1)

Solucié:

El centre s’obté a la interseccio de la recta perpendicular al planol
m, = 2x —y + 2z + 3 = 0 que passa pel punt de tangencia T(3,0, 2) i el planol

m=x+y+z=0

El vector caracteristic del planol 7, =2x —y+2z—3=0ésv =(2,—-1,2)

La recta perpendicular té equacio:
r==(xyx)=03,1-1)+a(2,—-1,2)

Obrim el Menu Gréafico 3D.

Definim i representem el planol «; i la recta r

]

aX+bY+cZ+d=0

= J

a b c d
C 1 1 1 -
0
[EXPRESSI[VECTORI[POINTS | EDIT

B
Punto de paso (Xo,Y0,Zo)

Vector direccién [a,b,c] :’%(

Xo Yo Zo
C 3 1 -11

a b c
C 2 -1 -
2
VECTOR)[ P&V J[POINTSJEDIT J[ SET ]

el
P

Amb la funcié G-Solv, determinem la interseccio.

El

1:Plano
2: Recta

El centre de I'esfera té coordenades:
0(1,2,-3)

El radi de I'esfera és igual a la distancia del centre 0 al punt de tangencia T.

R=JB-1)2+(1-2)2+(-1+3)2=3
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L’equacio de I'esfera és:
E=(x—1?+(Wy—2)2+(z+3)>=32

Definim i representem l'esferai el planol m, = 2x —y+2z—-3 =0

B B
(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2 (X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c a b c

r
C 1 2 -3 K- C 1 2

3 3
FACTOR|[EXPAND][ EDIT ] [CSET ] || [FACTORI(EXPAND](EDIT |

B MathRadMorml [dic](a*bi

Z
%{J
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Problema 46

Determineu I'equacio de I'esfera de radi 2 que té el centre en I'eix 0,, que €s tangent a
lesferaE=(x—4)>+(y—1)2+(z—3)?2=09.

Determineu el punt de tangéncia.

Solucié:
El centre de I'esfera que cerquem té centre:
€(0,a,0)

LesferaE=(x—4)>+(y—1)2+ (z—3)?=9técentre 0(4,1,3) iradiR =3

Con les dues esferes soén tangents la distancia entre és centres és igual a la suma dels
dos radis:

0C=3+2=5

V42 +(@-1)2+32=5

Elevant al quadrat:

a=1

L’esfera que cerquem té centre (0,1, 0) i radi 2.

El punt T de tangéncia es troba en el segment CO i el divideix en dos parts que estan
en proporcio 2:3, des de C.
SigaT(x,y,z)

3
S =0y-12-0)=(4-01-13-0)

Aleshores, T (g 0, 2)

Obrim el Menu Grafico 3D
Definim i representem les dues esferes i la recta que passa pels centres.

B B
(X—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 (X-a)2+({Y-b)2+(Z—c)2=r2
a b c a b c
C 4 1 C 0 1
3 2
FACTORJ(EXPANDI[ EDIT | (_SET | | [FACTOR|{EXPAND]_EDIT |
B B MathRadMorml [(d7c](a*hi
Rect 2 t
ecta pasa por 2 puntos }X
X Y Z
Pl [ 4 1 3]
P2 0 1
1
[EXPRESS|[VECTOR][ P&V J[POINTS][EDIT J[ SET |
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Problema 47

Determineu I'equacio de I'esfera de centre C(6, 3, —4) tangent a 'eix 0,

Solucio:

L’eix O, té equacio6 vectorial:

0, = (x,y,z) = (0,0,0) + «(1,0,0)

Siga 0(0,0,0), v = (1,0,0)

El radi de I'esfera és igual a la distancia d

lv < oc]|
r=d(C,0,) = e

Obrim el Menu Ejec-Mat.
Definim els vectors v, OC = (6,3, —4).

el centre C(6,3,—4) al'eix O,

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

[

Vet | DotP([CrossP(Angle(UnitV (IIE]

El radi de I'esfera és:

lvxoc| _s
Yy ==— ==

vl 1

L’equacio de l'esfera és:
E=(x-6)2+(y—3)2+(z+4)? =52
Obrim el Menu Grafico 3D.
Definim i representem I'esfera i l'eix O,

E| RadFornD) (d7c](a+bi E Rad|orm1) (d7c)(a+b]
A 1 2 3 B 1 2 3
1C 1 o I 1C 6 3 I
0 -4

| ROW JCOLUMN NI | ROW JCOLUMN NI
Calculem v x OC, ||v x OC||
El [MathRadMormD (d7c](z+bi
CrossP(Vet A,Vet B)

[0 4 3]

Norm(Vet Ans) .

B MathRadMorn] (dic](ai

B MathRadMorn] [dic](ebi

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

Punto de paso (Xo,Y0,Zo)
Vector direccién [a,b,c]

o]

a b c Xo Yo Zo
C 6 3 C 0 0 01
a b c
C 1 o -
5 0
FACTOR]|EXPANDI{ EDIT | (L SET ] | [EXPRESS|(YECTOR][ P&Y J[POINTS ][ EDIT J{ SET |
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Problema 48

Determineu el lloc geométric dels punts de I'espai que la suma dels quadrats de les
distancies als punts A(-2,2,4),B(0,0,—4) és 80.

Determineu els seues elements.

Solucié:

Siga P(x,y,2)

AP? + BP? =80
(x+2)2+(@y—-2)+@Z—-49*+x2+y?>+(z+4)? =80

2x2+4x+4+4+2y°—4y+4+222+32=80
Simplificant:

x24+2x+y?—2y+2z%2=20

Completant quadrats.

(x+ 12+ (y—1)2+2%2=52

El lloc geometric és una esfera de centre:
0(—1,1,0)iradir =5

Obrim el Menu Gréfico 3D.
Definim i representem I'esfera.

E
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C -1 1
3
FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

E

-10
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Problema 49

Determineu la recta perpendicular al planol T = x — y — 2 = 0 i siga un diametre de
lesfera E =x?+y?+2z2+2x—2y =10

Calculeu els extrems del diametre.

Solucio:

Completant quadrats determinem el centre i el radi de I'esfera
E=x?+y2+2z2+2x—2y=0
E=(x+1)2+(@y—-1D*+2%2=2

El centre és el punt 0(—1,1,0) i el radi és R = V2

La recta perpendicular al planol T = x — y — 2 = 0 que és diametre de l'esfera, té
vector director el caracteristic del planol v = (1,—1, 0) i passa pel centre de I'esfera
0(—-1,1,0)

La seua equacio és:

r=(xv,2z)=(-1,10)+a(1,—-1,0)

Els extrems del diametre es calculen efectuant la intersecci6 de la recta r i 'esfera E:
(x,v,z2) =(—1+a,—1a,0)

{(x+1)2 +(y—1)%?+2z2=2

a’+a®=2

Resolent 'equacio:

a=1,-1

Els punts extrems del diametre soén:

A(0,0,0),B(=2,2,0)

Definim i representem I'esfera, la recta i el planol.

B B
(X—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+b¥Y+cZ+d=0 %
)
a b c a b c d
C -1 1 C 1 -1 o I
1.414213562 -2
FACTORJ(EXPANDI[ EDIT | (_SET | | [EXPRESS)VECTOR](POINTSJ{ EDIT |
B B
Punto de paso (¥Xo,Y0,Z0)
Vector direccién [a,b,c] >%( /F\
Xo Yo Zo X 9
C -1 1 01
a b

c
C 1 -2 -
0
[ERPRESS(VECTOR) P&V J(POINTS](EDITJ(CSET ]
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Problema 50

Determineu el lloc geométric dels punts X tal que MX i NX son ortogonals essent
M(1,1,0),N(0,1,0)

Solucié:

Siga X(x,y,2)

MX = (x—1,y— 1,z),W =y—12)
MX- NX=0

x-1Ly-1,2)-(x,y—1,2)=0

x2—x+y2-2y+1+2z2=0

Completant quadrants:
2 2

(:-3) +o-vr+a=(3
1

El lloc geométric és una esfera de centre 0 (% 1, 0) iradi R = >

B
(¥-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C 0.b 1
1.2
FACTORJ(EXPANDI[ EDIT | SET

B [MathRadMorml [d7c)Real

P
1.5

-1.5
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Problema 51

Determineu I'equacio de I'esfera concéntrica a I'esfera

E=x?+y?>+2z2+x+2y—2z—1=0, que passa pel puntP(—%,—l,l)

Solucio:

Completant quadrats determinem el centre i el radi de I'esfera:

E=x?+y2+2z2+x+2y—2z2—1=0
N2
EE(x+§ +@+D2+(EZ-1)?2*=1+

1+1+1— 13\’
4 2

V13

El centre és O (—%,—1, 1) ielradir = —~

El radi de I'esfera concéntrica que passa

R=d(P,C)=vi+4+4=3

Notem que R > r

per P (—% -1, 1) és:

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

E

E

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

a b c

i1 . 5027

1.802775638

(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

[ SET |

FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

El
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Problema 52

L’esfera
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Determineu I'equacio de I'esfera que passa pels punts A(6,—1,3), B(0,7,5) i té el centre

x—2z+3=0

en Iarectarz{y_z_l_lzo

Solucio:

Determinem I'equacio paramétrica de la recta r

y=-1+u
z=p
Les coordenades del centre son:
O(=3+2u,—-1+puw
d(0,A) =d(0,B)

x=-=3+2u
TE{

V(=9 +20)7 + 2 + (=342 = V(=3 +20)% + (0 —8)* + (=5 + )’

Simplificant:

—4u =28

u=-2

Les coordenades del centre son:
0(-7,—-3,-2

El radi és /(—13)2 + (—2)% + (-5)% = V198

L’equacio de I'esfera és:
E=@x+7)?+W+3)2+(z+2)2=198

]

(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

r
'l4.071N

14.07124728
FACTOR|[EXPAND][ EDIT ]

B
Punto de paso (Xo,Y0,Zo)

Vector direccién [a,b,c] :’%(

Xo Yo Zo

C -3 -1 0l
a b c

C 2 1 R

1
[EXPRESS)[VECTOR][ P&V J[POINTS][EDIT JSET ]

B [MathRadorml [dic)(Real

£
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Problema 53

Determineu els planols tangents a I'esfera d’equacié

E=x?>+y2+2z2—4x+2y—8z+10=0
x—2z=-1

En els punts d’interseccié de larecta r = { _ i 'esfera.
y+z=1

Solucio:

Per determinar el centre i el radi de I'esfera, completem quadrats en la seua equacio:
E=(x-22+@+1D*+(=z—-4)?%=11

El centre és el punt 0(2,—1,4) i el radir = V11.

L’equacio parametrica de la recta r és:
x=-14+2a
r=yy=1—-a«a
zZ=a«a
Determinem la intersecci6 de la recta i la circumferéncia
(—1+20)?+ (1 —-a)?+a?—4(-1+2a)+2(1—a)—8a+10=0

B
SolveN( (-1+2x) 2+

[

(1-xl>
{1,3}

Solveld/dx|d2/dx2 S dx SolveN/ IS

Resolent I'equacio:

a=1,3

Els punts de tangéencia son:

A(1,0,1),B(5,—-2,3)

Un dels planols tangent a I'esfera té vector caracteristic :
04 = (-1,1,-3)

Les equacio dels dos planols son:
m=—(x-1)+@-0-3z—-1)=0
m=—-x+y—3z+4=0

L’altre planol tangent
0B = (3,-1,-1)
Les equacio dels dos planols son:

m,=3x—-5-@+2)—(z—-3)=0
m,=3x—y—2z—14=0

E| E|
(X—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2 aX+b¥Y+cZ+d=0 %
o
a b c a b c d
C 2 -1 4 C -1 1 -3 -
3.31662479 4
FACTOR]|EXPANDI{ EDIT | (LSET | | [EXPRESS|(YECTOR](POINTS || EDIT |
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]

aX+b¥Y+cZ+d=0

a b

c

[

<&

[EXPRESS)[VECTOR][POINTS [ EDIT ]

-1

d
-1 I

-14

B MathRadMorni [(dic]Redl
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Problema 54
Determineu el lloc geométric dels punts tals que la proporcié entre les distancies a dos
punts fixos A(1,1,-2),B(—2,3,2) és 1:3.

Solucio:
Si P(x,y, z) pertany al lloc geométric, aleshores:
d(AP) 1

d(B,P) 3

JaE-—D2+ @ -D2+(z+2)? 1

JE+2)2+(-32+(z—2)% 3
Elevant al quadrat:
x?=2x+1+y?—2y+1+z°+4z+4 1

x2+4x+4+y2—6y+9+z2—4z+4 9
Simplificant:
8x%—22x +8y%? — 12y + 822+ 402+37 =0
Dividint 'expressio per 8:

11

X2 ——x+ 23 +zz+52+z—0
g XY 7Y 8

Completant quadrats:
( 11)2 ( 3)2 ( 5>2_ 37 (11)2 (3)2 (5)2_261_ V26T\"
*mg) TV ety T e) W) ) Ter T e

V261
8

11 3

El lloc geométric és una esfera de centre 0 (?'Z

B
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2

,—g)iradiR=

a b c
L 1.3756 0.756 -2.5 EPGEEL ]

4.038873605
FACTOR|[EXPAND]( EDIT |

E] [Math)RadNorml [dic]Real
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Problema 55

Determineu I'equacio de I'esfera tangent a la recta interseccié dels planols
my=x—-y+z=0,m, =2x —y—z=3iconcéntrica a 'esfera d’'equacié
E=x>+y>+2z2—6y—8z+16=0

Solucio:

Determinem el centre i el radi de I'esfera E completant quadrats:
x2+(y-3)2+(z—-4)%*=-16+9+ 16 = 32

El centre de I'esfera és 0(0,3,4) ielradir =3

El punt de tangéncia de I'esfera que cerquem és la projeccio del centre 0(0, 3,4) sobre
x—y+z=0
2x—y—z=3
Resolent el sistema determinem I'equacié paramétrica de la recta r:

larectar = { interseccié dels dos planol.

B B
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d Soluciones
1 1 -1 1 0 Infinitas
2{ 2 -1 -1 3} X=3+27Z
< 0 0 0 0 Y=3+3Z
0 Z=7
REPEAT
L’equacio paramétrica és:
x =3+ 2a
TE{y=3+3a
Z=Q

El planol perpendicular a la recta r que passa pel centre O té vector caracteristic el
vector director de la recta r. La seua equacio és:
n=2x+3(y—3)+z—4=0
Simplificant,
n=2x+3y+z=13
El punt de tangéncia és igual a la intersecci6 dels tres planols
Resolem el sistema format pels tres planols:
x—y+z=0
in—y—Z=3
2x+3y+z=13

B B
an X+bn Y+Cn Z=dn an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d ¥
1 -1 1 0 ‘{2.5714
2 2 -1 -1 3 ZL-0.142
3 2 3 1 13
19
1 7
SOLVE|[M3RI3CLEAR]| EDIT REPEAT
Les coordenades son:
T(19 18 1)
77 7
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El radi de I'esfera concéntrica és:

s (20 +(2-o) s (4-1) T3

L’equacio de I'esfera és:

2
V1211
E; =x*+ (y—3)%+ (z — 4)? =—16+9+16=( Z )
Representem la recta i les dues esferes.
B HatiRadForn] (d7c]Rea) B HatiRadfornd (dic)Real
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2 Punto de paso (Xo,Y0,Zo) %(
Vector direccién [a,b,c] F
a b c ¥o Yo Zo
C 0 3 C 3 3 01
a b c
C 2 3 I
3 1
FACTOR](EXPAND]( EDIT | [_SET || [EXPRESSI[VECTOR]| P&V |[POINTS|[ EDIT J{ SET |

Bl MathRadMorm] [d7c)Real
(¥—-a)2+(Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

r
C 0 3 A . 97138

4.971346469
FACTOR|[EXPAND][ EDIT ]

E] [Math)RadlNorml [dic)[Real

114



L’esfera
Ricard Peird i Estruch

Problema 56
Determineu les equacions de les esferes els centres de les quals pertanyen al planol
m = 3x + 2y —z— 8 = 0 i sOn tangents als planols coordenats.

Solucié:
Els planols coordenats sén:
Ty, =X =0, Sy =01, =2=0
Determinem I'equacio paramétrica del planolr =3x + 2y —z—-8 =10
z=3x+2y—8
X=Qa
T = { y=8
z=-84+3a+28
Les coordenades del centre de I'esfera son:
O(a,B,—8+ 3a+ 2p)

Les dels distancies del centre als planols coordenats son iguals:
d(O,nyZ) =d(0,m,,) = d(O,nxy)
la| = 18] = |-8 + 3a + 2p|

{ a=p { a=pf { a=-—F { a=-0
a=—-8+4+3a+2'la=8-3a—-28"la=—-8+3a+28la =8—-3a -2
Les solucions sén (el tercer sistema no té solucio):

4
{a=2 a=g3 {a=4

B=2 _¥ (p=-4
'B 3
Primera solucio:
Centre 0,(2,2,2) iradir, =2

B B
aX+bY+cZ+d=0 @ (X—-a)2+(V-b)2+(Z—c)2=r2
=

a b c a b c

d
C 3 2 -1 EE- C 2 2

-8 2
[EXPRESS)[VECTOR][POINTS [ EDIT ] [CSET ] | [FACTORI[EXPAND][ EDIT

El
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Segona solucio:

4 4\ . . 4
Centre 0, (3,3,—5) iradir, = 3

L’esfera
Ricard Peird i Estruch

B
(X-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c r
Cyckkk 1.3333 -1.333 1.33331

4.3
FAGTOR|[EXPAND][ EDIT ]

El

Tercera solucio:
Centre 05(4,—4,—4) iradir; = 4

]

(X—-a)2+(¥Y-b)2+(Z—c)2=r2

a b c

4
FACTOR EDIT

£
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Problema 57
Determineu la maxima esfera de centre 0(5, 4,9) continguda en el primer octant.

Solucio:

Notem que el centre 0(5, 4,9) pertany al primer octant.
El radi és R = min{5,4,9} = 4

L’equacio és:

E=(x-5°2+@y—4)2%+(z-9)?% =42

B
(X-a)2+(Y-b)2+(Z-c)2=r2
a b c
C 5 4
4
FACTOR](EXPAND]( EDIT | SET

E| [Math)Rad|[Norm1] [d/c]Reall
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