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Frisos 
 
Isometries 
 
Anomenem isometria del plànol a qualsevol bijecció del plànol que deixa invariants les 
distàncies. Les isometries són les simetries, les translacions, les rotacions i les simetries 
desplaçades. 
 
 
Les simetries 
 
Siga una recta D del plànol (anomenada eix). 
Siga un punt M del plànol. Considerem la recta r perpendicular a la recta D que passa 
pel punt M. 
Siga el punt P intersecció de les rectes D, r . 
 
Anomenem simetria d’eix D a la bijecció Ds del plànol definida per: 
 
∀ M    PM)M(Ps D −=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La imatge d’un triangle per la simetria Ds  
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Les translacions 
 
 
Les translacions són les bijeccions del plànol obtingudes amb la composició de dues 
simetries paral·leles. 
 
Siguen els punts 21 O,O , 

Considerem el vector 21OO2t ⋅=  

Siguem les rectes 21 D,D  paral·leles, de direcció ortogonal al vector t  
 
Definim translació de vector t  a la bijecció del plànol (denotada per t ) definida per 

12 DD sst o=  on 
21 DD s,s  són simetries d’eixos 21 D,D  respectivament 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La imatge d’un triangle 
∆

ABC  per la translació t és: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El programa Cabri Géomètre fa la translació directament donant-li el vector translació. 
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Les rotacions. 
 
Les rotacions són les bijeccions del plànol obtingudes fent la composició de dues 
simetries d’eixos concurrents en un punt anomenat centre. 
 
 
Siguen 21 D,D  dues rectes orientades les quals es tallen en un punt O. 

Siga l’angle orientat 
2

)D,D( 21
α

=∠  

 
Definim rotació de centre O i angle α a la bijecció del plànol  (denotada per α,Or ) 

definida per   
12 DD,O ssr o=α   on 

21 DD s,s  són simetries d’eixos 21 D,D  
respectivament. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La imatge d’un triangle 
∆

ABC  per la rotació α,Or  de centre O i angle α és: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El programa Cabri Géomètre fa la rotació directament donant- li l’angle en edició 
numèrica i el centre de rotació . 
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Les simetries amb desplaçament 
 
Les simetries amb desplaçament són les bijeccions del plànol obtingudes amb la 
composició d’una translació i una simetria on l’eix de simetria i el vector translació són 
paral·lels. 
 
Siga el vector t  (vector de translació). 
Siga una recta D  de direcció t . 
 
Anomenem simetria de desplaçament de vector t  i d’eix D a la bijecció del plànol 
(denotada per t,Du ) definida per Dt,D stu o=   on  Ds  és una simetria d’eix D i t és una 

translació de vector t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La imatge d’un triangle 
∆

ABC per la simetria desplaçada t,Du  de vector t  i eix D: 
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Cobriment del plànol. 
 
Donada una regió del plànol R anomenem cobriment de la regió R del plànol a un 
conjunt de figures geomètriques que es puguen col·locar de manera que tot punt de la 
regió R pertany a una i  només a una de dites figures. 
 
 
Fris 
 
Anomenem fris al cobriment d’una regió del plànol limitada per dues rectes paral·leles 
 
Els frisos són cobriments de regions de longitud infinita però amplària finita. Les 
úniques isometries que poden formar part dels frisos són: 
 
Translació d’un vector paral·lel a les vores de la regió. 
 
Els girs de 180º el centre dels quals equidista dels costats de la regió. 
 
La simetria els eixos de la qual és la recta que equidista de les vores de la regió. 
 
La simetria desplaçada l’eix del qual és la recta que equidista de les vores de la regió. 
 
Analitzant les possibles combinacions d’aquests moviments, hi ha 7 frisos diferents: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

fm1 

f1 

fm2 

f2 

f1g 

f2m 

f1m 
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Construcció dels frisos 
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Construcció dels frisos f1 
 
 
a) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’.  
b) Dibuixeu el vector de translació t  ortogonal a la recta D tal que t  transforma la 

recta D en D’. 
 
 
 
 
 
 
 
c) A l’interior de la banda definida per les rectes D, D’ definiu el motiu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
d) Adjunteu a la figura precedent les seues transformacions mitjançant les translacions 

de vector t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
e) Suprimiu la trama per obtenir la figura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un exemple: 
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Construcció dels frisos fm1 
 
a) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’. 

b) Dibuixeu els vectors de translació 't , t  ortogonals a la recta D, tal que 't  
transforma la recta D en D’ i a més a més 't2t ⋅= . 

 
 
 
 
 
 
 
  
c) A l’interior de la banda definida per les rectes D, D’ definiu el motiu: 
 
 
 
 
 
 
 
d) Adjunteu a la figura precedent la simètrica respecte de la recta D’. 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) Adjunteu a la figura anterior les transformacions mitjançant la translació de vector 

t . Tot seguit, suprimiu la trama. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un exemple: 
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D        D’ 

Construcció dels frisos fm2 
 
a) Dibuixeu les rectes paral·leles a, b (vores del fris). 
b) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’, perpendiculars a les anteriors. 
c) Dibuixeu els vectors de translació 't , t  ortogonals a la recta D, tal que 't  

transforma la recta D en D’ i a més a més 't4t ⋅= . 
d) Dibuixeu el punt O de la recta D que equidista de les rectes a, b. 
 
 
 
 
 
 
 
e) A l’interior del rectangle definit per les rectes a, b, D, D’ dibuixeu un motiu. 
 
 
 
 
 
 
 
f) A la figura anterior adjunteu- li una rotació de centro O i angle 180º. 
 
 
 
 
 
 
 
 
g) Les dues figures anteriors transformeu-les mitjançant una simetria d’eix D’. 
 
 
 
 
 
 
h) Adjunteu a les 4 figures anteriors les seues transformades mitjançant una translació 

de vector t . Suprimiu, tot seguit, les trames. 
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Construcció dels frisos f2 
 
a) Dibuixeu les rectes paral·leles a, b (vores del fris). 
b) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’, perpendiculars a les anteriors. 
c) Dibuixeu els vectors de translació 't , t  ortogonals a la recta D, tal que 't  

transforma la recta D en D’ i a més a més 't2t ⋅= . 
d) Dibuixeu el punt O de la recta D que equidista de les rectes a, b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
e) A l’interior del rectangle definit per les rectes a, b, D, D’ dibuixeu un motiu. 
 
 
 
 
 
 
 
f) A la figura anterior adjunteu- li una rotació de centro O i angle 180º. 
 
 
 
 
 
 
 
 

g) A la dues figures anteriors adjunteu- li una translació de vector t . Suprimiu, tot 
seguit, les trames. 

 
 
 
 
 
 
 
 

D        D’ 
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Construcció dels frisos f1g 
 
a) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’.  

b) Dibuixeu els vectors de translació 't , t  ortogonals a la recta D, tal que 't  
transforma la recta D en D’ i a més a més 't2t ⋅= . 

c) Dibuixeu l’eix ∆  perpendicular a la recta D. 
 
 
 
 
 
 
 
e) A l’interior de la banda definida per les rectes D, D’ definiu el motiu: 
 
 
 
 
 
 

f) Adjunteu a la figura precedent la simetria desplaçada d’eix ∆ i de vector de t . 
 
 
 
 
 
 
g) A la dues figures anteriors adjunteu- li una translació de vector t . Suprimiu, tot 

seguit, les trames. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un exemple: 
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Construcció dels frisos f2m 
 
a) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’.  

b) Dibuixeu els vectors de translació 't , t  ortogonals a la recta D, tal que 't  
transforma la recta D en D’ i a més a més 't2t ⋅= . 

c) Dibuixeu l’eix ∆  perpendicular a la recta D. 
 
 
 
 
 
 
 
d) A l’interior de la banda superior 

definida per les rectes D, D’, ∆  
definiu el motiu: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e) Adjunteu a la figura precedent la 
simetria d’eix ∆ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

f) A les dues figures anteriors adjunteu- li una simetria d’eix D’. 
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g) Adjunteu a les 4 figures anteriors les seues transformades mitjançant una translació 

de vector t . Suprimiu, tot seguit, les trames. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un exemple: 
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Construcció dels frisos f1m 
 
a) Dibuixeu dues rectes paral·leles D, D’.  

b) Dibuixeu el vectors de translació t  ortogonal a la recta D, tal que t  transforma la 
recta D en D’. 

c) Dibuixeu l’eix ∆  perpendicular a la recta D. 
 
 
 
 
 
 
 
d) A l’interior de la banda superior definida per les rectes D, D’, ∆  definiu el motiu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
e) Adjunteu a la figura precedent la simetria d’eix ∆ . 
 
 
 
 
 
 
 
f) Adjunteu a les 2 figures anteriors les seues transformades mitjançant una translació 

de vector t . Suprimiu, tot seguit, les trames. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Un exemple: 
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Tot seguit donem un esquema per deduir el tipus de fris. 
 
L’autor és Dominique Tournès 
La Reunion (Frància). 
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Construcció dels frisos amb Cabri. 
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Construcció dels frisos  f1 
 
Fem una construcció del fris dels tipus f1.  
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P. 
b) Dibuixeu el punt Q. 
c) Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
d) Les rectes r i s són les vores del fris. 
e) Dibuixeu el punt R de la recta r. 
f) Dibuixeu el vector PR  vector translació. 
g) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
h) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
i) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
j) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
k) Dibuixeu el rectangle PRST. Dins d’aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per 

exemple un triangle i un cercle (motiu inicial). 
l) Traslladeu el rectangle PRST i el motiu segons el vector PR . 
m) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST i el 

motiu inicial i els objectes finals siguen els objectes traslladats. Apliqueu la macro 
diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
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Construcció dels frisos  fm1 
 
 
Fem una construcció del fris dels tipus fm1.  
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P. 
b) Dibuixeu el punt Q. 
c) Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
d) Les rectes r i s són les vores del fris. 
e) Dibuixeu el punt R de la recta r. 
f) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
g) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
h) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
i) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
j) Dibuixeu el rectangle PRST. Dins d’aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per 

exemple un triangle i un cercle. 
n) Efecteu les simetries del rectangle PRST de la recta b i el motiu respecte de la recta 

b. 
o) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, les 

rectes a, b i el motiu inicial i els objectes finals siguen els objectes simètrics. 
Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
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Construcció dels frisos  fm2 
 
 
Fem una construcció del fris dels tipus fm2. 
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P.  
b) Dibuixeu el punt Q. Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
c) Dibuixeu els punts A, B sobre la recta r. dibuixeu el vector AB . 
d) Les rectes r i s són les vores del fris. 
e) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB . 
f) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
g) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
h) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
i) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
j) Dibuixeu el punt mig O del segment RS . 
k) Dibuixeu el rectangle PRST.  
l) Dins d’aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle. 
m) Definiu l’angle 180º. 
n) Efectueu les rotacions de centre O del motiu (triangle, cercle). 
o) Traslladeu el rectangle PRST, segons el vector el AB . 
p) Dibuixeu la recta c traslladada de la recta b segons el vector AB . 
q) Dibuixeu la recta d traslladada de la recta c segons el vector AB . 
r) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, el 

vector AB , el rectangle PRTS, les rectes a, c, l’angle 180º i el motiu inicial i els 
objectes finals siguen el 3r i 4t rectangles traslladats i els 2 motius dels rectangles 
anteriors. Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari: 
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Construcció dels frisos  f2 
 
 
Fem una construcció del fris dels tipus f2.  
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P.  
b) Dibuixeu el punt Q. Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
c) Dibuixeu els punts A, B sobre la recta r. dibuixeu el vector AB . 
d) Les rectes r i s són les vores del fris. 
e) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB . 
f) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
g) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
h) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
i) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
j) Dibuixeu el punt mig O del segment RS . 
k) Dibuixeu el rectangle PRST.  
l) Dins d’aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle. 
m) Definiu l’angle −180º 
n) Efectueu les rotacions de centre O del motiu (triangle, cercle). 
o) Traslladeu el rectangle PRST, segons el vector el AB  
p) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, el 

vector AB , el centre O, l’angle −180º i el motiu inicial i els objectes finals siguen el 
rectangle traslladat i el motiu rotat i el punt O’. Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
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Construcció dels frisos  f1g 
 
 
Fem una construcció del fris dels tipus f1g.  
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P.  
b) Dibuixeu el punt Q. Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
c) Dibuixeu els punts A, B sobre la recta r. dibuixeu el vector AB . 
d) Les rectes r i s són les vores del fris. 
e) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB . 
f) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
g) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
h) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
i) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
j) Dibuixeu el rectangle PRST.  
k) Dins d’aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle. 
l) Dibuixeu el punt mig M del segment PT . 
m) Dibuixeu la recta m paral·lela a la recta r que passa pel punt M. 
n) Feu la simetria del motiu inicial (triangle, cercle) respecte la recta m. 
o) Traslladeu els objectes simètrics anteriors, el rectangle PRTS amb el vector AB . 
a) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, el 

vector AB , la recta m i el motiu inicial i els objectes finals siguen el rectangle 
traslladat i el motiu final. Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
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Construcció dels frisos  f2m 
 
Fem una construcció del fris dels tipus f2m.  
 
b) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P.  
c) Dibuixeu el punt Q. Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
d) Dibuixeu els punts A, B sobre la recta r. dibuixeu el vector AB . 
e) Les rectes r i s són les vores del fris. 
f) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB . 
g) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
h) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
i) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
j) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
k) Dibuixeu el rectangle PRST.  
l) Dibuixeu el punt mig M del segment PT . 
m) Dibuixeu la recta m paral·lela a la recta r que passa pel punt M. 
n) Dins d’aquest recinte superior del rectangle PRST dibuixeu qualsevol figura, per 

exemple un triangle i un cercle. 
o) Efectueu les simetries del motiu (triangle, cercle) respecte de la recta m. 
p) Traslladeu el rectangle PRST, segons el vector el AB  
q) Dibuixeu els objectes simètrics del motiu inicial i de les simetries horitzontals 

respecte de la recta b. 
r) Dibuixeu la recta c simètrica de la recta a respecte de b. 
s) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, el 

vector AB , les rectes a, b, m i el motiu inicial i els objectes finals siguen el 
rectangle traslladat i els 2 motius i la recta c. Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
 
 
 
 
 
 
Noteu que la construcció f2m és la mateixa que fm1 considerant el motiu inicial els 2 
triangles i els dos cercles. 
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Construcció dels frisos  f1m 
 
Fem una construcció del fris dels tipus f1m.  
 
a) Dibuixeu el punt P. Dibuixeu la recta r que passa pel punt P.  
b) Dibuixeu el punt Q. 
c)  Dibuixeu la recta s paral·lela a la recta r que passa pel punt Q. 
d) Dibuixeu els punts A, B sobre la recta r. Dibuixeu el vector AB . 
e) Les rectes r i s són les vores del fris. 
f) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB . 
g) Dibuixeu la recta a perpendicular a la recta r que passa pel punt P. 
h) Dibuixeu la recta b perpendicular a la recta r que passa pel punt R. 
i) Feu la intersecció de les rectes a, s. Anomeneu el punt T.  
j) Feu la intersecció de les rectes b, s. Anomeneu el punt S. 
k) Dibuixeu el rectangle PRST.  
l) Dibuixeu el punt mig M del segment PT . 
k) Dibuixeu la recta m paral·lela a la recta r que passa pel punt M. 
l) Dins d’aquest recinte superior del rectangle PRST dibuixeu qualsevol figura, per 

exemple un triangle i un cercle. 
p) Efectueu les simetries del motiu (triangle, cercle) respecte de la recta m. 
q) Traslladeu el rectangle PRST, els 2 motius segons el vector el AB  
m) Creeu una macroconstrucció que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, el 

vector AB , la recta m i el motiu inicial i els objectes finals siguen els objectes 
traslladats . Apliqueu la macro diverses vegades. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ocultant allò innecessari quedaria: 
 
 
 
 
 
 
 
Noteu que la construcció f1m és la mateixa que f1 canviant el motiu inicial. 
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