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Isometries

Anomenem isometria del planol a qualsevol bijeccio del planol que deixa invariants les
distancies. Les isometries son les simetries, les trandacions, les rotacions i les simetries

desplacades.

Les simetries

SigaunarectaD del planol (anomenada eix).

Sigaun punt M del planol. Considerem larectar perpendicular alarectaD gque passa
pel punt M.

Siga e punt Pinterseccio delesrectesD, r .

Anomenem simetriad’eix D alabijeccio s del planol definida per:

"M Psp(M)=-PM

—————————————————————————————

eix D

Laimatge d’un triangle per lasimetria s

e D
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Les translacions

Les translacions son les bijeccions del planol obtingudes amb la composicié de dues
simetries paral -leles.

Siguen els punts O,,0,,

Considerem el vector t = 20,0,

Siguem lesrectes D,, D, pard-leles, de direccio ortogonal a vector t

Definim translacio de vector t alabijeccio del planol (denotada per t) definida per
t=sp, oSp, ON Sp ,Sp, sonsimetriesd eixos Dy, D, respectivament

01 oz

o1 [

D
Laimatge d'un triangle ABC per latrandaciot és:
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El programa Cabri Géometre fa la trandacio directament donant-li € vector trandacio.
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Les rotacions.

Les rotacions son les bijeccions del planol obtingudes fent 1a composicié de dues
simetries d’ eixos concurrents en un punt anomenat centre.

Siguen D4, D, dues rectes orientades les quals estallen en un punt O.
Sigal’angle orientat B(D,,D,) :%

Definim rotacio de centre O i angle a alabijeccio del planol (denotadaper rg , )
definidaper ro, =Sp,°Sp, ON Sp,Sp, sONsimetriesd eixos Dy, D,

respectivament.

D2 01

ol

D
Laimatge d'un triangle ABC per larotacio r, , decentreOi anglea és:

El programa Cabri Géomeétre fa la rotaci6 directament donant- i I’ angle en edicio
numeéricai e centre derotacio .
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Les simetries amb desplagcament

Les simetries amb desplagcament sdn les bijeccions del planol obtingudes amb la
composicié d unatrandacié i unasimetriaon I’ eix de simetriai €l vector trandacié son
paral-lels.

Siga € vector t (vector de trandacid).
SgaunarectaD dedireccio t.

Anomenem simetria de desplagament de vector tidexD alabijecci6 del planol
(denotada per up, ) definidaper up, =tes, on s, ésunasimetriad’eix Ditésuna

translacié de vector t.

wechor [

iix D
D -
Laimatge d'un triangle ABC per la simetria desplagada u, , de vector t i eix D:
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Cobriment del planol.
Donada unaregio6 del planol R anomenem cobriment de laregio R del planol aun

conjunt de figures geometriques que es puguen col-locar de manera gque tot punt de la
regio R pertany aunai nomeés a una de dites figures.

Fris
Anomenem frisa cobriment d’ unaregio del planol limitada per dues rectes paral-leles

Els frisos son cobriments de regions de longitud infinita perd amplariafinita. Les
uniques isometries que poden formar part dels frisos son:

Translacio d'un vector paral-lel alesvores de laregio.

Els girs de 180° € centre dels quals equidista dels costats de laregio.

Lasimetriaels eixos de la qual éslarecta que equidista de les vores de laregio.
Lasimetria desplacadal’ eix del qua és larecta que equidista de les vores de laregio.

Analitzant les possibles combinacions d’ aquests moviments, hi ha 7 frisos diferents:
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Construccio dels frisos
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Construccio dels frisos f1

a) Dibuixeu duesrectes paral-lelesD, D’.

b) Dibuixeu €l vector de trandacié t ortogona alarectaD ta que t transformala
rectaDenD’.

D D'

-
LN

¢) A I'interior de la banda definida per les rectes D, D’ definiu el motiu:

s

& Ay g o S
W s SR AENTIT

d) Adjunteu alafigura precedent les seues transformacions mitjancant les translacions
de vector t.

€) Suprimiu latrama per obtenir la figura.

M

Un exemple:
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Construccio dels frisos fm1

a) Dibuixeu duesrectes paral-lelesD, D’.
b) Dibuixeu els vectors de trandacio f‘, t ortogonals alarectaD, tal que t
transformalarectaD en D’ i amésamés t = 2t

D D’

c) A l'interior de la banda definida per lesrectes D, D’ definiu e motiu:

d) Adjunteu alafigura precedent la simétrica respecte de larectaD’.

a) Adjunteu alafigura anterior les transformacions mitjancant la trandacié de vector
t. Tot seguit, suprimiu la trama.

AlN

Un exemple:




Frisos
Ricard Peir6 i Estruch

Construccio dels frisos fm2

f)

9

h)

Dibuixeu les rectes paral-leles a, b (vores del fris).
Dibuixeu dues rectes paral-leles D, D’, perpendiculars a les anteriors.

Dibuixeu €ls vectors de translacio f‘, t ortogonals alarecta D, tal que t

transformalarectaD en D’ i amésamés t = 4,
Dibuixeu e punt O delarectaD que equidistade les rectes a, b.

a D D’ .
>
0 ‘ ‘
b
A I'interior del rectangle definit per lesrectes a, b, D, D’ dibuixeu un motiu.
o ola [D

O ¢

A Iafigurabanterior adjunteuli unarotacio de centro O i angle 180°.

[) B’ D1

L es dues figures anteriors transformeur les mitjancant una simetriad'eix D’.

Adjunteu aTes 4 figures anteriors 1es seues transformades mitjancant una trandacio
de vector t. Suprimiu, tot seguit, les trames.

I\

10
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Construccio dels frisos f2

a) Dibuixeu lesrectes pard-leles a, b (vores del fris).
b) Dibuixeu dues rectes paral-leles D, D’, perpendiculars ales anteriors.

c) Dibuixeu els vectors de trandacié f‘, t ortogonals alarecta D, tal que t

transformalarectaD en D’ i amésamés t = 2t .
d) Dibuixeu e punt O delarecta D que equidista de les rectes a, b.

a

b

D

0

DI

e) A l'interior del rectangle definit per lesrectes a, b, D, D’ dibuixeu un motiu.

0. D

O ¢

DI

f) A Iafigurakanterior adjunteu i unarotacio de centro O i angle 180°.

Van
'

D

5

D7

g A ladues figures anteriors adjuntewli una trandacio de vector t Suprimiu, tot
seguit, les trames.

WAL

1
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Construccio dels frisos flg

a) Dibuixeu duesrectes paral-lelesD, D'.
b) Dibuixeu els vectors de trandacio f‘, t ortogonals alarectaD, tal que t

transformalarectaD en D’ i amésamés t = 2.,
c) DibuixeuI’eix D perpendicular alarectaD.
D D’

~

A e e o

~9

]

. Adjonctions

f) Adjunteu alafigura precedent la simetria desplacada d’ eix Di de vector de t.

0) A ladues figures anteriors adjuntewli una trandacio de vector t Suprimiu, tot
seguit, les trames.

Un exemple:
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Construccio dels frisos f2m

a) Dibuixeu duesrectes para-lelesD, D’.
b) Dibuixeu els vectors de translacio f‘, t ortogonals alarectaD, tal que t

transformalarectaD en D’ i amésamés t = 2.,
c) DibuixeuI’eix D perpendicular alarectaD.

D D’
A — et e - - t
, t
]
d) A l'interior de la banda superior e) Adjunteu alafigura precedent la
definida per lesrectesD, D', D smetriad’ eix D.
definiu e motiu:

D D’

13
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g Adjunteu ales 4 figures anteriors les seues transformades mitjancant una trandacio
de vector t. Suprimiu, tot seguit, les trames.

Un exemple:

14
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Construccio dels frisos f1m

a)
b)

Dibuixeu dues rectes paral-leles D, D'.

Dibuixeu e vectors de trandlacio t ortogonal alarectaD, ta que t transformala
rectaDenD’.
Dibuixeu I’eix D perpendicular alarectaD.

b LD’
1 f

d) A I'interior de la banda superior definida per lesrectes D, D', D definiu € motiu:

f)

D| _ D’

Adjunteu alafigura precedent lasimetriad’ eix D.

Adjunteu a les 2 figures anteriors les seues transformades mitjancant una trandacio
de vector t. Suprimiu, tot seguit, les trames.

Un exemple:

15
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Tot seguit donem un esquema per deduir € tipus de fris.

L’ autor és Dominique Tournés
La Reunion (Francia).

LJLILJL =
LILILIL =
LIFJLTM <

FIFFr

16
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Construccio6 dels frisos amb Cabri.

17
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Construcci6 delsfrisos f1

Fem una construcci6 del fris dels tipus f1.

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
)
K)

1)

m)

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.
Dibuixeu € punt Q.

Dibuixeu larecta s paral-lelaalarectar que passa pel punt Q.
Lesrectesri s son lesvores dd fris.

Dibuixeu € punt R de larectar.

Dibuixeu € vector PR vector trandacio.

Dibuixeu larecta a perpendicular alarectar que passa pel punt P.

Dibuixeu larecta b perpendicular alarectar que passa pel punt R.

Feu lainterseccio de lesrectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu lainterseccio de les rectes b, s. Anomeneu € punt S.

Dibuixeu e rectangle PRST. Dins d’ aguest recinte dibuixeu qualsevol figura, per
exemple un triangle i un cercle (motiu inicia).

Tradladeu e rectangle PRST i e motiu segons €l vector PR.

Creeu una macroconstruccié que els objectes inicials siguen €l rectangle PRST i €
motiu inicial i els objectes finas siguen els objectes tradladats. Apliqueu la macro
diverses vegades.

oy
Y
oy
oy
oy
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Construcci6 delsfrisos fml

Fem una construcci6 del fris dels tipus fm1.

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.

Dibuixeu €l punt Q.

Dibuixeu larecta s paral-lelaalarectar que passa pel punt Q.

Lesrectesri s son lesvores dd fris.

Dibuixeu e punt R delarectar.

Dibuixeu larecta a perperdicular alarectar que passa pel punt P.

Dibuixeu larecta b perpendicular alarectar que passa pel punt R.

Feu laintersecci6 de lesrectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu laintersecci6 de les rectes b, s. Anomeneu e punt S.

Dibuixeu el rectangle PRST. Dins d aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per
exemple un triangle i un cercle.

Efecteu les simetries del rectangle PRST de larectab i e motiu respecte de larecta
b.

Creeu una macroconstrucci6 que els objectesinicials siguen € rectangle PRST, les
rectesa, bi e motiuinicial i els objectes finals siguen els objectes simétrics.
Apligueu la macro diverses vegades.

R NVINVIN
e eeee

19
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Construcci6 delsfrisos fm2

Fem una construccio del fris dels tipus fm2.

N S— ia] R

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.
Dibuixeu e punt Q. Dibuixeu larecta s para-lelaalarectar que passa pel punt Q.

Dibuixeu els punts A, B sobre larectar. dibuixeu € vector AB .
Lesrectesri sson lesvores dd fris.

Dibuixeu e punt R traslladat del punt P segons el vector AB .
Dibuixeu larectaa perpendicular alarectar que passa pel punt P.
Dibuixeu larectab perpendicular alarectar que passapel punt R.
Feu lainterseccio de les rectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu lainterseccio de les rectes b, s. Anomeneu e punt S.

Dibuixeu e punt mig O del segment RS.

Dibuixeu € rectangle PRST.

Dins d' aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle.
Definiu I"angle 180°.

Efectueu les rotacions de centre O del motiu (triangle, cercle).

Traslladeu €l rectangle PRST, segons €l vector €l AB.
Dibuixeu larecta c tradlladada de la recta b segons el vector AB .

Dibuixeu larecta d trasladada de la recta ¢ segons €l vector AB.
Creeu una macroconstruccio gque els objectes inicials siguen el rectangle PRST, €

vector A@, e rectangle PRTS, lesrectes a, ¢, I’angle 180° i & motiu inicial i es
objectes finals siguen & 3r i 4t rectangles tradladats i els 2 motius dels rectangles
anteriors. Apliqueu la macro diverses vegades.

120
a

G

b

®
y

~e
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e e e e e S e
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Construccio delsfrisos f2

Fem una construcci6 del fris dels tipus f2.

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.

Dibuixeu e punt Q. Dibuixeu larecta s para-lelaalarectar que passa pel punt Q.
Dibuixeu els punts A, B sobre larectar. dibuixeu el vector AB .

Lesrectesri s son lesvores dd fris.

Dibuixeu e punt R traslladat del punt P segons el vector AB .

Dibuixeu larectaa perpendicular alarectar que passa pel punt P.

Dibuixeu larecta b perpendicular alarectar que passa pel punt R.

Feu lainterseccio de les rectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu lainterseccio de les rectes b, s. Anomeneu e punt S.

Dibuixeu e punt mig O del segment RS.

Dibuixeu €l rectangle PRST.

Dins d’' aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle.
Definiu I’angle - 180°

Efectueu les rotacions de centre O del motiu (triangle, cercle).

Tradlladeu €l rectangle PRST, segons el vector el AB

Creeu una macroconstruccio gque els objectes inicials siguen €l rectangle PRST, €

vector AT?;,eI centre O, I’angle - 180° i & motiu inicial i els objectes finals siguen €
rectangle traslladat i e motiu rotat i e punt O'. Apliqueu la macro diverses vegades.

T ey (el e
____________________ SROAGA

Ocultant allo innecessari quedaria

O O O
L
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Construcci6 delsfrisos fl1g

Fem una construccié del fris dels tipus f1g.

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.
Dibuixeu e punt Q. Dibuixeu larecta s para-lelaalarectar que passa pel punt Q.

Dibuixeu els punts A, B sobre larectar. dibuixeu € vector AB .
Lesrectesri s son lesvores dd fris.

Dibuixeu e punt R traslladat del punt P segons el vector AB .

Dibuixeu larectaa perpendicular alarectar que passa pel punt P.

Dibuixeu larecta b perpendicular alarectar que passa pel punt R.

Feu lainterseccio de les rectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu lainterseccio de les rectes b, s. Anomeneu e punt S.

Dibuixeu € rectangle PRST.

Dins d’ aquest recinte dibuixeu qualsevol figura, per exemple un triangle i un cercle.
Dibuixeu el punt mig M del segment PT .

Dibuixeu larectam para-lelaalarectar que passa pel punt M.

Feu lasimetria del motiu inicia (triangle, cercle) respecte la recta m.

Tradlladeu els objectes simétrics anteriors, € rectangle PRTS amb el vector AB.
Creeu una macroconstruccio gque els objectes inicials siguen el rectangle PRST, €

vector ﬁ, larectam i e motiu inicia i els objectes finas siguen € rectangle
tradladat i e motiu final. Apligueu la macro diverses vegades.

1
1
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1

T
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3

Ocultant alo innecessari quedaria:
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Construccio delsfrisos f2m
Fem una construcci6 del fris dels tipus f2m.

b) Dibuixeu e punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.
c) Dibuixeu € punt Q. Dibuixeu larecta s para-lelaalarectar que passa pe punt Q.

d) Dibuixeu els punts A, B sobre larectar. dibuixeu €l vector AB .
€) Lesrectesri ssonlesvoresdd fris.

f) Dibuixeu el punt R traslladat del punt P segons el vector AB.

g Dibuixeu larectaa perpendicular alarectar que passa pel punt P.

h) Dibuixeu larectab perpendicular alarectar que passa pel punt R.

i) Feulaintersecci6 de lesrectes a, s. Anomeneu € punt T.

j) Feulainterseccio de lesrectes b, s. Anomeneu € punt S.

k) Dibuixeu el rectangle PRST.

) Dibuixeu el punt mig M del segment PT .

m) Dibuixeu larectam paral-lelaalarectar que passa pel punt M.

n) Dinsd aguest recinte superior del rectangle PRST dibuixeu qualsevol figura, per
exemple un triangle i un cercle.

0) Efectueu les ssimetries del motiu (triangle, cercle) respecte de larecta m.

p) Traslladeu el rectangle PRST, segons el vector el AB

g) Dibuixeu els objectes simétrics del motiu inicia i de les simetries horitzontals
respecte de larectab.

r) Dibuixeu larecta c simétrica de larecta a respecte de b.

s) Creeu una macroconstruccié que els objectesinicials siguen €l rectangle PRST, €

vector E, lesrectesa, b, mi e motiu inicia i €ls objectes finals siguen el
rectangle tradladat i els 2 motiusi larectac. Apliqueu la macro diverses vegades.

Bl o

—————— -— e - - T _———

% 6% et
2w %y | %

‘oo’

.4.). .4.)-. .4.
."r ® °<rv. ._',

Noteu que la construccio f2m és la mateixa que fm1 considerant e motiu inicial els 2
trianglesi els dos cercles.

23
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Construccio delsfrisos f1m

Fem una construcci6 del fris dels tipus f1m.

a)
b)
c)

€)

Dibuixeu el punt P. Dibuixeu larectar que passa pel punt P.
Dibuixeu € punt Q.

Dibuixeu larectas paral-lelaalarectar que passa pel punt Q.
Dibuixeu els punts A, B sobre larectar. Dibuixeu el vector AB .
Lesrectesri s son lesvores ddl fris.

Dibuixeu e punt R traslladat del punt P segons el vector AB .
Dibuixeu larectaa perpendicular alarectar que passa pel punt P.
Dibuixeu larecta b perpendicular alarectar que passa pel punt R.
Feu lainterseccio de les rectes a, s. Anomeneu € punt T.

Feu lainterseccio de les rectes b, s. Anomeneu € punt S.
Dibuixeu € rectangle PRST.

Dibuixeu e punt mig M del segment PT .

Dibuixeu larectam para-lelaalarectar que passa pel punt M.

Dins d' aquest recinte superior del rectangle PRST dibuixeu qualsevol figura, per
exemple un triangle i un cercle.

Efectueu les simetries del motiu (triangle, cercle) respecte de la recta m.

Traslladeu € rectangle PRST, els 2 motius segons el vector € AB
Creeu una macroconstruccio que els objectes inicials siguen el rectangle PRST, €

vector AT?;, larectami e motiu inicia i els objectes finas siguen els objectes
traslladats . Apliqueu la macro diverses vegades.

‘e"0"0 "0 0”0
____________________ vy iy

LA o o i

Noteu que la construccié f1m és la mateixa que f1 canviant el motiu inicial.

24
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