
Càlcul d’integrals indefinides 
Siga [ ] Rb,a:f →  

S’anomena primitiva de )x(f  a tota funció )x(F  derivable en [ ]b,a  tal que )x(f)x('F = . 
 
S’anomena integral indefinida de la funció al conjunt C)x(F +  on )x(F  és una primitiva 

de )x(f . Ho denotarem per: 

∫ dx)x(f . 

 
Propietats de les integrals indefinides: 

1.-   Si R∈α ,   ∫∫ α=α dx)x(fdx)x(f  

2.-   ∫ ∫ ∫+=+ dx)x(gdx)x(fdx)x)(gf( . 

 
Integrals immediates 

Formes Tipus 
Simples Compostes 

Potencial 
1n −≠  ∫ += Ckxdxk  

C
1n

x
dxx

1n
n +

+
=∫

+

 

∫ +
+

=⋅
+

C
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f
dx'ff
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Logarítmic 
∫ += Cxlndx

x
1

 ∫ += Cflndx
f
'f

 

Exponencial 
1a,0a ≠>  ∫ += Cedxe xx  

∫ += C
aln

a
dxa

x
x  

∫ +=⋅ Cedx'fe ff  

∫ +=⋅ C
aln

a
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f
f  

Cosinus ∫ +−= Cxcosdxxsin  ( )∫ +−= Cfcosdx'ffsin  

Sinus ∫ += Cxsindxxcos  ( )∫ += Cfsindx'ffcos  

Tangent ∫ +=+ Cxtgdx)xtg1( 2  

Cxtg
xcos

dx
2

+=∫  

∫ +=+ Cftgdx'f)ftg1( 2  

Cftgdx
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'f
2

+=∫  

Cotangent ∫ +−=+ Cxctgdx)xctg1( 2  

Cxctg
xsin

dx
2

+−=∫  

∫ +−=+ Cfctgdx'f)fctg1( 2  

Cfctgdx
fsin

'f
2

+−=∫  

Arc sinus 
Cxarcsindx

x1

1
2

+=
−∫  Cfarcsindx
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2
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−∫  

Arc tangent 
∫ +=

+
Carctgxdx
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1
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 ∫ +=
+

Carctgfdx
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Tipus potencial 

∫ dxx 4  

 

∫ dxx3 5  

 
( )dx1x4x2 23
∫ +−  

 

∫ dx
x

1
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dxx3 2
∫  

 

∫ + dx)1x( 2  

 

∫ + dx)3x2( 5  

 

∫ +++ dx)1x2()1xx( 42  

 

dxxcosxsin3
∫ ⋅  
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x
xln

 

 
Tipus logarítmic 

∫ dx
x
3

 

 

∫
−
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+
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3
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x
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∫ ⋅
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xlnx
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∫ dxxtg  



Tipus exponencial 

∫ dx3 x  

 

∫ dx
2

3
x

x

 

 

dxxe5
2x

∫  

 

∫ dxxcose xsin  

 

∫
+ dx8 1x2  

 

dx
x1

4
2

arctgx

∫ +
 

 
Tipus sinus-cosinus 

∫ dxxcos3  

 

∫ − dxxsin5  

 

∫ dx
8

x3sin
 

 

∫ + dx)1x5cos(  

 

( ) dxesine xx
∫  

 

( ) dx1x2cosx 43
∫ +  

 
Tipus tangent-cotangent 

∫ dx
xsin

8
2

 

 

( )dxxtg55 2
∫ +  

 

∫ dx
xcos

x
22

 

 

∫ dxxtg2  

 

∫ dxx3tg2  



Tipus arc sinus 

∫ −
dx

x1

4
2

 

 

∫ −
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x
4

 

 

∫ −
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e1

e
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xln1x

1
2∫ −

 

 

∫ −
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x1x

1
 

 

∫ −
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x
6
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Tipus arc tangent 

∫ +
dx

x33

1
2

 

 

∫ +
dx

x91

1
2

 

 

∫ +
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x1

x
4
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xsin1
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∫ +
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e
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1
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∫ +
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x41

x
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Integrals per substitució: 
 
Moltes vegades fent el canvi )t(x θ=  la integral es transforma en una d’altra més 
senzilla. 
Aleshores, 

dt)t('dx θ=  

( ) dt)t(')t(fdx)x(f θ⋅θ=∫ ∫  

Al final es desfà el canvi substituint t per )x(1−θ . 
 
Problema 1: 

Calculeu ∫ − dx7xx2  

Solució: 

Efectuem el canvi 7xt −= ,  2t7x +=  
dtt2dx = . 

 

( ) ( )∫∫∫ =++=⋅⋅+=− dtt98t28t2dtt2tt7dx7xx 246222  

=+++= Ct
3
98

t
5
28

t
7
2 357  

C)7x(
3
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)7x(

5
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)7x(
7
2 357 +−+−+−= . 

 
Problema 2: 

Calculeu ∫ − dxx16 2  

Solució: 
Efectuem el canvi,  tsin4x =  a fi que desaparega l’arrel. 

dttcos4dx = ,  






=
4
x

arcsint . 

 

∫∫ =⋅−=− dttcos4)tsin4(16dxx16 22  

∫ =−= dttcos4)tsin1(16 2  

∫ == dttcos16 2  

Recordem que ( )t2cos1
2
1

tcos2 +=  

∫ =+= dt)t2cos1(
2
1
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=




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2
1
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=++= Ct2sin4t8  

C
4
x
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4
x
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

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

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

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



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Exercicis Integrals per substitució: 
 

∫ +
dx

x)x1(

1
 

 

dx
x1

x
∫ +

 

 

∫ + dxx1x  

 

dx1e x∫ −  

 

∫ + dxx23x  

 

∫ +
dx

1e

e
x

x

 

 

∫ +
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1e

e
x
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∫ +
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e
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Integració per parts 
 

)v(duv)u(d)uv(d ⋅+⋅=  
Aleshores, 

∫ ∫ ∫ ⋅+⋅== )v(du)u(dv)uv(duv  

Per tant, 

∫ ∫ ⋅−=⋅ )u(dvuv)v(du  

Aleshores el mètode s’aplicarà sempre que ∫ ⋅ )u(dv  tinga menys dificultat de càlcul 

integral que la integral de partida i que )v(d  siga fàcilment integrable. 
 
Problema: 

Calculeu ∫ dxxex . 

 
Solució: 
Fent el canvi xu = ,  dx1)u(d ⋅=  

 dxe)v(d x= ,   ∫ == xx edxev . 

Aplicant el mètode: 

∫∫ +−=+−=−= Ce)1x(Cexedxexedxxe xxxxxx . 

 
Problema: 

Calculeu ∫= dxxsineI x . 

 
Solució: 
Fent el canvi   xeu =    dxe)u(d x=  

  dxxsin)v(d = ,   xcosdxxsinv −== ∫ . 

Aplicant el mètode: 

∫∫∫ ⋅+⋅−=−−⋅−== dxexcosexcosdxe)xcos(excosdxxsineI xxxxx  

 
Fem el canvi   xeu =    dxe)u(d x=  

  dxxcos)v(d = ,   xsindxxcosv == ∫ . 

Per tant, aplicant el mètode: 

∫∫ −⋅=⋅ dxxsinexsinedxexcos xxx . 

 
Aleshores, 

IexsinexcosdxexcosexcosdxxsineI xxxxx −⋅+⋅−=⋅+⋅−== ∫∫  

Resolem l’equació en la incògnita I: 
xx exsinexcosI2 ⋅+⋅−=  

Aleshores, 
( )

C
2

xcosxsine
I

x

+−= . 



Exercicis integració per parts: 

∫ dxxln  

 

∫ ⋅ dxxcosx  

 

∫ dxex x2  

 

∫ ⋅ dxxlnx  

 

∫ dxxcose x  

 

∫ dxarctgx  

 

∫ dxxsine x2  

 

∫ dxx3cose x  

 

∫ dxxsin4  

 

∫ ⋅ dx7x x  

 

dx
x

xln
3∫  

 



Integració de funcions racionals 

Siga ∫ dx
)x(q
)x(p

, tal que )x(q),x(p  són polinomis. 

 
Es pot suposar que el grau de )x(p  es menor que el grau de )x(q . 
Si el grau de )x(p  és major o igual que el grau de )x(q , realitzaríem prèviament la 
divisió: 

)x(q
)x(r

)x(h
)x(q
)x(p += , tal que )x(h , )x(r  són polinomis i grau de )x(r  es menor que el 

grau de )x(q . 
 
Siga )x(p , )x(q  dos polinomis tal que el grau de )x(p  és major o igual que el grau de 

)x(q . 
Si coneixem les arrels del denominador )x(q  és poden plantejar 4 situacions: 

a) Arrels reals simples. 
b) Arrels reals múltiples. 
c) Arrels complexes Simples 
d) Arrels complexes múltiples (Aquest cas no l’estudiarem). 

 
a) Arrels reals simples 
Si les arrels de )x(q  són n21 x,.....,x,x  reals i distintes. 

( )( ) )xx(......xxxx)x(q n21 −⋅⋅−−= . 
Aleshores,: 

n

n

2

2

1

1

xx

A
......

xx

A

xx

A

)x(q
)x(p

−
++

−
+

−
=   on RA,.....,A,A n21 ∈ . 

Per tant: 

=
−

++
−

+
−

= ∫∫∫∫ dx
xx

A
......dx

xx

A
dx

xx

A
dx

)x(q
)x(p

n

n

2

2

1

1  

CxxlnA.....xxlnAxxlnA 2n2211 +−++−+−=  

 
Problema 

Calculeu ∫ −−
dx

3x2x

1
2

 

 
Solució: 
El grau del numerador és menor que el grau del denominador. 
Les arrels del denominador són 3,1x −=  

)3x)(1x(3x2x2 −+=−− . 

3x
B

1x
A

3x2x

1
2 −

+
+

=
−−

. Hem de determinar RB,A ∈  

)1x(B)3x(A1 ++−= . 
BA3x)BA(1 +−+= . 

Identificant coeficients dels polinomis ens queda el següent sistema: 





=+−
=+

1BA3

0BA
, la solució del qual és, 










=

−=

4
1

B

4
1

A
  Aleshores: 



∫ ∫∫ +−++−=
−

+
+

−=
−−

C3xln
4
1

1xln
4
1

dx
3x

1
4
1

dx
1x

1
4
1

dx
3x2x

1
2

. 

 
Problema: 

Calculeu ∫ +++
+++

dx
6x11x6x

17x23x9x
23

23

 

 
Solució: 
El grau del numerador no és menor que el grau del denominador. Efectuem la divisió: 

6x11x6x

11x12x3
1

6x11x6x

17x23x9x
23

2

23

23

+++
+++=

+++
+++

 

Calculem les arrels del denominador amb la regla de Ruffini: 
3,2,1x −−−= , aleshores: 

)3x(2x)(1x(6x11x6x 23 +++=+++  

3x
C

2x
B

1x
A

6x11x6x

11x12x3
23

2

+
+

+
+

+
=

+++
++

. Hem de determinar RC,B,A ∈ . 

)2x)(1x(C)3x)(1x(B)3x)(2x(A11x12x3 2 ++++++++=++  
Per a 1x −= , 

)21)(11(C)31)(11(B)31)(21(A11)1(12)1(3 2 +−+−++−+−++−+−=+−+−  
A22 = , Per tant, 1A = . 

Per a 2x −= ,   B1 −=− , Per tant, 1B = . 
Per a 3x −= ,   C22 = , Per tant, 1C = . 
 
Aleshores, 

∫∫ =









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

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

+
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+
+

+
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1

x  

C3xln2xln1xln
2
x2

+++++++=  

 
Exercicis d’integrals racionals arrels reals simples 

 

∫ −
+

dx
x2x

1x
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+
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6x7x
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b) Arrels reals múltiples 
Si les arrels de )x(q  són n21 x,.....,x,x  reals de multiplicitat n21 r,.....,r,r , respectivament. 

( ) ( ) n21 r
n

r
2

r
1 )xx(......xxxx)x(q −⋅⋅−−= . 

Aleshores: 
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+
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−
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+
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Problema: 

Calculeu ∫ +
+

dx
)1x(

1x3
2

 

 
Solució: 
El grau del numerador és menor que el grau del denominador. 
L’arrel del denominador són 1x −=  de multiplicitat 2. 

22 )1x(

B
1x

A

)1x(

1x3

+
+

+
=

+
+

. Hem de determinar RB,A ∈ . 

B)1x(A1x3 ++=+  
BAAx1x3 ++=+ . Igualant els coeficients dels polinomis: 





=+
=

1BA

3A
, la solució del sistema és: 





−=
=

2B

3A
. 

Aleshores, 

C
1x

2
1xln2dx

)1x(

2
dx

1x
3

dx
)1x(

1x3
22

+
−

++=
+
−+

+
=

+
+

∫∫∫ . 

 
Exercicis d’integrals racionals arrels reals múltiples 

 

dx
4x4x

x
2∫ +−

 

 

∫ ++
dx

x4x4x

1
234

 

 

( ) dx
4x

1x
22∫ −

+
 

 



∫ +−
+

dx
x9x6x

1x2
23

 

 

∫ −+
dx

)3x()1x(

1
22

 

 
c) Arrels complexes simples 
 
Exemple  

Calculeu ∫ ++
+

dx
5x2x

1x4
2

. 

05x2x2 =++  no té solució real. Té dues arrels complexes distintes. 
Hem de aconseguir que la integral es transforme en dues integrals immediates: una de 
tipus logarítmic i l’altra de tipis arc tangent. 
 
La derivada del denominador és 2x2 + . 
El numerador és: 3)2x2(21x4 −+=+ . 

dx
5x2x

1
3dx

5x2x

2x2
2dx

5x2x

1x4
222 ∫∫∫ ++

−
++

+=
++

+
. 

La primera és immediata de tipus logaritme. 
Els denominador completant quadrats és: 4)1x(5x2x 22 ++=++ . 

dx
4)1x(

1
35x2xln2dx

5x2x

1x4
2

2
2 ∫∫ ++

−++=
++

+
. 

Dividim numerador i denominador de la segona integral per 4: 

dx

1
2

1x

4
1

35x2xln2dx
5x2x

1x4
2

2
2 ∫∫

+






 +
−++=

++
+

. 

C
2

1x
arctg

2
3

5x2xln2dx

1
2

1x

2
1

2
4
1

35x2xln2dx
5x2x

1x4 2
2

2
2

+






 ++++=

+






 +
−++=

++
+

∫∫

 
Si les arrels de )x(q  són complexes simples. 

( )( )( )( ) ( )( )2
n

2
n

2
2

2
2

2
1

2
1 bax...baxbax)x(q +−+−+−= . 

( ) ( ) ( )
dx

bax

BxA
......dx

bax

BxA
dx

bax

BxA
dx

)x(q
)x(p

2
n

2
n

nn
2

2
2

2

22
2

1
2

1

11 ∫∫∫∫ +−
+

++
+−

+
+

+−
+

= . 

Cadascuna de les anterior és transforma en una integral de tipus logarítmic i una de 
tipus arc tangent. 
 
Exemple: 

Calculeu ∫ +−
++

dx
x5x4x

1xx
23

2

. 

Calculem els zeros del denominador: 
( )5x4xxx5x4x 223 +−=+− . El denominador té una arrel real 0x =  i dos complexes 

simples. 



5x4x

CBx
x
A

x5x4x

1xx
223

2

+−
++=

+−
++

. 

( ) ( )
( )5x4xx

xCBx5x4xA
x
A

x5x4x

1xx
2

2

23

2

+−
+++−+=

+−
++

. 

Els denominadors són iguals. 
Donant valors al numerador: 

Si 0x = ,     A51 = , aleshores, 
5
1

A = . 

Si 1x = ,    CBA23 ++= . 
Si 1x −=    CBA101 −+= . 








−=−

=+

1CB
5

13
CB

. Resolent el sistema: 










=

=

5
9

C

5
4

B
. 

∫ ∫∫ +−
++=

+−
++

dx
5x4x

9x4
5
1

dx
x
1

5
1

dx
x5x4x

1xx
223

2

. 

La primera integral és immediata de tipus logarítmic i la segona l’hem de transformar 
en dues integrals una de tipus logarítmic i una de tipus arc tangent. 

=









+−
+

+−
−⋅+=

+−
++

∫∫∫ dx
1)2x(

1
17dx

5x4x

4x2
2

5
1

xln
5
1

dx
x5x4x

1xx
2223

2

 

( ) C2xarctg
5

17
5x4xln

5
2

xln
5
1 2 +−++−+= . 

 
 

 
Racionals amb canvi de variable 

∫ +
dx

e1

e
x

x2

 

 

dx
x1

x
∫ −

 

 

dx
12

12
x

x2

∫ −
+

 

 

dx
x1

x2

∫ +
 

 

∫ +
dx

x1

x
 

 

dx
1x

x3

∫ −
 

 

∫ −−
−

dx
1x1

1x
 



Solucions 
Tipus potencial 

C
5
x

dxx
5

4 +=∫     Cx
2
1

dxx3 65 +=∫     ( )dx1x4x2 23
∫ +−     C

x2

1
dx

x

1
23

+−=∫  

Cx
5
3

dxx 3 53 2 +=∫     C
3

)1x(
dx)1x(

3
2 ++=+∫     C)3x2(

12
1

dx)3x2( 65 ++=+∫  

( )
C

5
1xx

dx)1x2()1xx(
52

42 +++=+++∫     C
4

xsin
dxxcosxsin

4
3 +=⋅∫  

C
2

xln
dx

x
xln 2

+=∫  

Tipus logarítmic 

Cxln3dx
x
3 +=∫     Cxln

5
4

dx
x5
4 +−=−

∫     C5xxlndx
5xx

1x3 3
3

2

+++=
++

+
∫  

Cx1ln
2
1

dx
x1

x 2
2

++=
+∫     Cbaxln

a
1

dx
bax

1 ++=
+∫     Cxlnlndx

xlnx
1 +=

⋅∫  

Cxcoslndxxtg +−=∫  

Tipus exponencial 

C
3ln

3
dx3

x
x +=∫     C

2
3

ln

2
3

dx
2

3

x

x

x

+









=∫     Ce
2
5

dxxe5
22 xx +=∫  

Cedxxcose xsinxsin +=∫     C
8ln

8
2
1

dx8
1x2

1x2 +=
+

+
∫     C

4ln
4

dx
x1

4 arctgx

2

arctgx

+=
+∫  

Tipus sinus-cosinus 

Cxsin3dxxcos3 +=∫     Cxcos5dxxsin5 +=−∫     Cx3cos
24

1
dx

8
x3sin +−=∫  

C)1x5cos(
5
1

dx)1x5cos( ++=+∫     ( ) ( ) Cecosdxesine xxx +−=∫  

( ) ( ) C1x2sin
8
1

dx1x2cosx 443 ++=+∫  

Tipus tangent-cotangent 
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Tipus arc sinus 
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Tipus arc tangent 
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Exercicis Integrals per substitució 
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Exercicis d’integrals racionals arrels reals simple s 
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Exercicis d’integrals racionals arrels reals múltip les 
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Racionals amb canvi de variable 
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