Siga f: [a,b] - R

Calcul d’'integrals indefinides

S’anomena primitiva de f(x) a tota funcié F(x) derivable en [a,b] tal que F'(x) =f(x).

S’anomena integral indefinida de la funcié al conjunt F(x) + C on F(x) és una primitiva
de f(x). Ho denotarem per:

j f(x) dx.

Propietats de les integrals indefinides:
1.- SiaOR, jaf(x) dx =aJ’f(x) dx

2.- J.(f +g)(x) dx = jf(x) dx + jg(x) dx .

Integrals immediates

Tipus
Simples Compostes
Potencial - e
otenc [kdx=kx+cC [raa="1c
(L n+1l
J.x” dx = +C
n+1
L ,t - 1
ogaritmic Ildx =Injx| +C J'f?dx =Inff+C
X
Exponencial jex dx =e* +C jef HFdx=e' +C
a>0azl
X f
farax=2—+c Ja'max=2—+c
Ina Ina
Cosinus jsinx dx = -cosx +C I(sinf)f‘ dx =-cosf+C
Sinus jcosx dx =sinx+C j(cosf)f‘ dx =sinf+C
Tangent J'(1+ tg?x)dx =tg x +C j(1+ tg?f)f' dx =tg f +C
I d); =tgx+C I f2 dx=tgf+C
COS” X cos” f
Cotangent j(1+ ctg®x)dx = —ctg x + C j(1+ ctg?f)f' dx = —ctg f +C
I -d)z( =—ctgx+C I 'fz dx=-ctgf+C
sin“ X sin” f
Arc sinus

I 1 dx =arcsinx +C
1-x?

j f dx =arcsinf +C
1-f2

Arc tangent

1
dx =arctgx +C
.[1+x2 g

fl
dx =arctgf + C
.[1+f2 9




Tipus potencial
Ix“ dx

ij5 dx
I(Zx3 G +1)jx

1
Ix—sdx

[3x? ax

j(x +1)2 dx
j(2x+3)5dx

j(x2 +x +1)%(2x +1) dx
['sin® x (Eos x dx

In x
—dx
X

Tipus logaritmic

Jax+b




I3X dx
f5o
ijedex

Iesmx cos X dx

J’82x+1dx

49
J' A7 i
1+ x2

IBcosx dx

J'—SSinx dx

J‘ sin3x dx
8

Icos(Sx +1) dx
jex sin(ex)dx

Ix3 cos(2x4 +1) dx

8
dx
J‘sin2 X

I(S + 5tgzx)1|x

X
I 5 2dx
COS“ X

jtgzx dx

Itgz3x dx

Tipus exponencial

Tipus sinus-cosinus

Tipus tangent-cotangent



1+)(4dx

" cosx
1+sin? x

Tipus arc sinus

Tipus arc tangent



Integrals per substitucio:

Moltes vegades fent el canvi x = 6(t) la integral es transforma en una d’altra més

senzilla.
Aleshores,
dx =6'(t) dt

j f(x) dx = j f(B(t)) ' (t) dit

Al final es desfa el canvi substituint t per 87(x).

Problema 1.

Calculeu Ixzm dx

Solucié:

Efectuem el canvi t =X -7, x =7 +12
dx =2t dt.

[x2Vx=7 dx = [(7+12] @2t t=[(2t° + 28t* + 98t it =
=$t7 +2845 +%t3

=%\/ x=7) +2—58\/(x—7 ° +%\/(x—7)3 +C.

Problema 2:
Calculeu IV16 -x? dx

Solucio:
Efectuem el canvi, x =4sint a fi que desaparega l'arrel.

+C=

dx =4costdt, t= arcsin(gj .

.[\/16 -x? dx = j\/16 —(4sint)? 4cost [Ht =
= J-\/16(1— sin?t)4cost dt =

= lecosz tdt=

Recordem que cos?t = %(1+ cos 2t)
1

= J'85(1+ cos2t) dt =

_ 1 _
—8(jdt+§j20032t) dtJ—
=8t+4sin2t+C=

= 8arcsin(§} + 4sin[2 arcsin(gn +C.



.;dx
@+ x)Vx

X

V1+X

dx

Xv1+ X dx

e* —-1dx

X+/3 +2x dx

dx

e +1

dx

e +1

e2X +1

Exercicis Integrals per substitucio:



Integracio per parts

d(uv) =d(u) v +uld(v)

Aleshores,

uv = jd(uv) = jv [ei(u) + ju [ai(v)

Per tant,

Ium(v)=uv—jvm(u)

Aleshores el metode s’aplicara sempre que J.v [d(u) tinga menys dificultat de calcul

integral que la integral de partida i que d(v) siga facilment integrable.

Problema:
Calculeu '[xex dx.

Solucio:
Fent el canvi u=x, d(u)=210dx

d(v) = e* dx, vzjex dx =e*.
Aplicant el métode:
jxex dx = xe”* —jex dx =xe* -e*+C=(x-1)e* +C.

Problema:
Calculeu | = J.eX sinx dx .

Solucio:
Fentelcanvi u=e* d(u)=e" dx
d(v) =sinxdx, v= J.sinx dx =-cosx.
Aplicant el métode:
| = jex sinx dx = —cosx [&* —j(—cosx)ex dx = -cosx [&* +jcosx [&* dx

Femelcanvi u=e* d(u)=e" dx

d(v)=cosxdx, v= '[cosx dx =sinx.
Per tant, aplicant el métode:
jcosx [@* dx =e* Bl;inx—jexsinx dx.

Aleshores,
I:J.exsinx dx = —cosx [&* +'[cosx [&* dx = —cosx [@* +sinx [&* -1

Resolem I'equacio6 en la incognita I
2l = —cosx [&* +sinx [&*
Aleshores,
| = e*(sin x2— cosx) N

C.




[inx dx

[ x os x dx
[x?e* dx

[ xmnx dx
[e* cosx dx
jarctgx dx
[e** sinx dx
[e* cos3x dx
['sin® x dx

Ixedx

3

J‘Inxlx
X

Exercicis integracio per parts:



Integracio de funcions racionals

Siga I%dx, tal que p(x), q(x) sén polinomis.
q(x

Es pot suposar que el grau de p(x) es menor que el grau de g(x).

Si el grau de p(x) és major o igual que el grau de q(x), realitzariem préviament la
divisio:

PO) _ iy + T
a(x) a(x

grau de q(x).

, tal que h(x), r(x) sén polinomis i grau de r(x) es menor que el

Siga p(x), q(x) dos polinomis tal que el grau de p(x) és major o igual que el grau de
a(x) .
Si coneixem les arrels del denominador g(x) és poden plantejar 4 situacions:

a) Arrels reals simples.

b) Arrels reals mdltiples.

c) Arrels complexes Simples
d) Arrels complexes multiples (Aquest cas no I'estudiarem).

a) Arrels reals simples
Si les arrels de g(x) son x;,X,,....., X, reals i distintes.

q(x) = ( )(x X )D ..... [x-x,).

Aleshores,:

A A
PO AL A o A on ALA,,....,A, OR
g(x) X-—-X; X=X, X=X
Per tant:
jp(x)d f dj A2 gts [Py
a(x) X=X X=Xz X=X,

= ApInjx = x|+ A, X = X, [ +..... + A Injx = X,|+C

Problema

Calculeu J‘Z;dx
X°=2x-3

Solucio:

El grau del numerador és menor que el grau del denominador.
Les arrels del denominador son x = -13
x? =2x-3=(x+1(x-3).
L = A + B . Hem de determinar A,BOR
x?-2x-3 x+1 x-3
1=A(X-3)+B(x+1).
1=(A+B)x-3A+B.
Identificant coeficients dels polinomis ens queda el seglient sistema:
1

A=-—
A+B=0
, la soluci6 del qual és, 4 Aleshores:
-3A+B=1 1

B==
4




I;dx=_—l idx+1JA 1 dx-—1In|x+]j+1In|x—3|+C.
x2 =2x -3 4 ) x+1 4) x-3 4

Problema:

Calculeu J' X° +9x" +23x +17 dx
x3 +6x2 +11x +6

Solucié:

El grau del numerador no és menor que el grau del denominador. Efectuem la divisié:
x3 +9x? +23x +17 14 3x? +12x +11
x® +6x° +11x +6 x> +6x° +11x +6
Calculem les arrels del denominador amb la regla de Ruffini:
x =-=1-2,-3, aleshores:

X3 +6x%2 +11x +6 = (X +1)(x + 2(x +3)

33)(2 +212X+11 = A + B + ¢ . Hem de determinar A,B,COR.
X° +6x°+11x+6 Xx+1 x+2 x+3
3x? +12x +11= A(X +2)(x +3) +B(x + 1)(x + 3) + C(X +1)(x + 2)
Pera x=-1,
3(-1)? +12(-1) +11= A(-1+2)(-1+3) +B(-1+1)(-1+ 3) + C(-1+ 1) (-1+2)
2=2A,Pertant, A=1.
Pera x=-2, -1=-B, Pertant, B=1.
Pera x=-3, 2=2C, Pertant, C=1.

Aleshores,

x3 +9x?% +23x +17 3x% +12x +11
dx = 1+ dx =

x3 +6x% +11x +6 x3 +6x% +11x +6

1
= + dx =
( x+1 X+2 x+3j

=?+In|x+]j+ln|x+2|+In|x+3|+C

Exercicis d’integrals racionals arrels reals simples

——dx
J X(x+2)(x-2)
[ x*+1

—— dx
Jx®-7x-6




b) Arrels reals multiples
Si les arrels de g(x) son x;,X,,....., X, reals de multiplicitat r,,r,,

a(x) = (x = x ) (x =%, ) O..... [ = x,)".

Aleshores:
p(x) _ Ay + A + + Ax, + o+ An + Ana
ax) X=Xy (x-x,) (x —x,)? X=Xy (x-x,)
A; OR.
Per tant:
A
I—dp(x) I LL_dx +I Az SOX et | X L+
q(x) X=X, (x—x,) (x=x,)
A, A
+on —dx+ 42dx+ ...... + 4”rdx=
X=Xy (X_Xn) (X_Xn)n
1 1
=A,Inx=x,[+A,, tot AL -
| | — Xy (A-r)(x- Xl)rl !
-1 1
+o A Ay X =X [+ A, ——— A —+C
X_Xn (1_I'n)(X_Xn)”
Problema:
Calculeu j Sx+1 dx
(x +1)?
Solucio:

El grau del numerador és menor que el grau del denominador.
L’arrel del denominador s6n x = -1 de multiplicitat 2.

3X+12 - A, B . Hem de determinar A,BOR.
(x +1) Xx+1 (x+1)
3x+1=A(x+1)+B

3x+1=Ax+ A +B. Igualant els coeficients dels polinomis:

A= » . i A=3
, la soluci6 del sistema és: .
A+B=1 B=-2
Aleshores,
3)(Jrldx:j 3 dx 42dx—2In|x+:lj+i+C.
(x +1)? x+1 (x +1)? X -1

Exercicis d’integrals racionals arrels reals multiples

J x* +4x3 +4x°

X+1 I

. (x2 - 4)2




J‘ 2x+1
— dx
x3 —6x? +9x

J' 1

dx
(x+1)*(x-3)*
c) Arrels complexes simples

Exemple
Calculeu I&dx .

x2 +2x+5

x? +2x+5 =0 no té solucio real. Té dues arrels complexes distintes.

Hem de aconseguir que la integral es transforme en dues integrals immediates: una de
tipus logaritmic i I'altra de tipis arc tangent.

La derivada del denominador és 2x + 2.
El numerador és: 4x+1=2(2x+2)-3.

J‘ 24x +1 _ ZJ‘ 2x 2 _3 1 -
X +2x+5 x2 +2x+5 X? +2x+5
La primera és immediata de tipus logaritme.

Els denominador completant quadrats és: x? +2x+5=(x+1)? +4.

J‘24X—+1dx = 2In‘x2 +2x+5‘ —SJA;de
X +2x+5 (x+D)° +4

Dividim numerador i denominador de la segona integral per 4:
1

J‘fx—Jrldx = 2In‘x2 +2x+5‘ 4dx
X< +2x+5 X+1
+1
2
1

IZ‘“‘—”dx 21nx? +2x +5) -3 2.[4dx 210fx? +2x +5+ > arctg( 1j+c
X“+2x+5 (x+1J ‘1

2

Si les arrels de g(x) s6n complexes simples.
q(x) = ((X - al)z +b12 X(X -a, )2 "'bzz)--((x -a, )2 +bn2)'

p(x) _J‘ A x+B, J‘ A,x+B, J‘ A X+B,

— X = | ————adx+ | ——F———=dx+.... + | —————dx.
jq(x) (x-a,)* +b,® (x-a,)* +b,’ (x-a,)* +b,’

Cadascuna de les anterior és transforma en una integral de tipus logaritmic i una de
tipus arc tangent.

Exemple:

2
Calculeu J‘Lmdx .

x® —4x? +5x
Calculem els zeros del denominador:
x® —4x? +5x = x(x2 —4x + 5). El denominador té una arrel real x =0 i dos complexes

simples.



xZ+x+1 Bx +C
x® —4x? +5x X2 —4x+5

x® +x+1 _A+A(x2—4x+5)+(Bx+C)x
x3 —4x2 +5x X x(x? - 4x +5) '

Els denominadors sén iguals.
Donant valors al numerador:

A
=—+
X

Si x=0, 1=5A, aleshores, A:%.

Six=1, 3=2A+B+C.
Six=-1 1=10A+B-C.

4
B+C =122 : 5%
5 . Resolent el sistema: .
B-C=-1 C=—=
5
~ 2
—SX +);+1 dlefldx+lj—24X+9 dx
J X° —4x° +5x 5J) x 5J) x“-4x+5

La primera integral és immediata de tipus logaritmic i la segona I'hnem de transformar
en dues integrals una de tipus logaritmic i una de tipus arc tangent.

2 —
J‘%dx :1|n|x|+1 2‘[22)(44(1)(.{.17'[;2(1)( =
X* —4x° +5x 5 5 X —4x+5 (x-2)°+1

1 2 17
= gIn|x| +§In‘x2 —4x + 5‘ +?arctg(x -2)+C.

Racionals amb canvi de variable
") 2X

e
J1+e*

dx




Solucions

Tipus potencial
4 x° 5 1 s 3 2 1 -1
_[x dx=—+C _[3x dx==x"+C _[(ZX - 4x +1)jx I—dx=
5 2 X3

2x? e

3
j%/x_zdx:g%/x_f’w [x+2? dxz%m j(2x+3)5o|x=%(2x+3)6 +C

2 & . 4
.[(XZ +x+1)*(2x +1) dX=£)L;+1)—+C J-Sin3xm:osx dx = S'rll Xic

" In x In X
——dx
J x

Tipus logaritmic

3x% +1

.de =3Inx/+C dex :_—4In|x|+C I
5x 5 X2 +xX+5

dx:In‘x3+x+5‘+C

—dx_1|n1+x |+c I L dx=Linax+bj+C I dx =Infinx| +C

J 1+x2 2 ax+b a x n x
Itgxdx = ~Injcos x| +C
Tipus exponencial

ol
I3X dx = j—dx —2—+C I5xexzdx =§e"2 +C

2
2

jes"‘x cosx dx =e*™ +C .[82X+1dx == X = +C

1 82x+1 4arctgx 4arctgx
+C
2 In8 _[1+ x?2 In4

Tipus sinus-cosinus

chosxdx=35inx+C J.—SSinXdX=5cosx+C J‘Sln3x

8
jcos(Sx +1) dx =écos(5x +1)+C jex sin(ex)dx = —cos(ex)+C

dx = _—10033x +C
24

Ix3 cos(2x4 +1) dx = %sin(Zx4 +1)+ C
Tipus tangent-cotangent

j82 dx =8 -ctgx +C I(5+5tg2x)jx:5tgx+C j
sin? x

dx——t x2+C
cos? x? 2 g

jtgzx dx =-x +tgx +C J.tg23x dx = -x +%tg(3x) +C
Tipus arc sinus

! .
dx =4arcsinx+C
J J1-x2 V1-x*

€ dx = arcsin(ex)+ C ;dx arcsin(inx) +C

JJ1-e¥ Xv1- In X

= —arcsmx +C

dx = 2arcsin\/; +C

1
.&\/ﬁ V1-x°®

= —arcsm x3




Tipus arc tangent

* 1 1 1 1
dx = =arctgx +C dx = =arctg(3x)+C
.3+3x2 3 g J 1+9x? 3 9(3%)
dx = 1arctgx2+C ﬂdx arctg(sinx) +C
J 1+x* 2 J 1+sin? x
" e* 1 1 X
dx = arctgle* ]+ C —— _dx==arctg=+C
J1+e* g( ) Ja?+x? a ga
~ 2
X dx = 1arctg(2x3)+ C
J 1+4x° 6

Exercicis Integrals per substitucio

dx = 2arctg\/; +C

1 X
J @+ x1Wx J1+x
X1+ x dx =%(3x—2)\/(1+ x)® +C j\/ex -1ldx =2vVe* -1-2arctgve* -1+C

x+3 + 2x dx=%1(x+1)w/(3—2x)3+C I ° [ox = 1+C
e” +

2x X
©  dx=e” -Ine :q+C I © dx=arctg(ex)+c
JeX+1 e +1
Exercicis integracio per parts:

Ilnx dx = x(-1+Injx|)+ C Ix [tosx dx = cosX + X [Binx +C

dx =§(x+2)\/1+x +C

szex dx =ex(x2 —2x+2)+C Ix [n x dx =X7r2(—x2 +In|x|)+C

Iex cos x dx :%(cosx +sin x)+C Iarctgx dx = x [arctgx —%In‘1+ xz‘ +C
2X X
> si = 65 (2sinx -cosx)+C Iex cos 3x dx :i—o(cos(3x) +3sin(3x)) + C
J'sin4 X dx = x —lcosx(Zsin3 x+3sinx)+C Ix 7" dx = : (-1+x0On7)+C
8 8 In®7

| I)r:—;(dx = _Xlz (L+2mlx)+c
Exercicis d’integrals racionals arrels reals simple S
[ Z(Jrl dx =§In|x—2| —lln|x| +C J' x *lax = +Zln|x +2| +gln|x—2| +C
J X —2x 2 2 x2Z — 2 4 4
1 = _—1In|x| +1In|x +2| +1In|x -1+C
J X(x+2)(x-1) 2 6 3
. 2 —
XL k= infx-3]+Inx + 2+ Tinfx+1+C
J X7 -7x-6 2 2
Exercicis d’integrals racionals arrels reals multip les
4dx —In|x—2|+ 2_.c
J x?-4x+4 -2
! dx——ln|x|+—1+—ln|x +2+ 1 ¢
J x* +4x3 +4x2 4x 4(x +2)
-ledx :—In|x+2| +;——In|x - |+—3+C
J (x2 _ 4) 32 16(x +2) 32 16(x - 2)



—2*L = L+ “infx-3-———+c

J x® -6x% +9x 9 9 3(x-3)
! dx=4Lmh+ﬂ———1———iLWx—ﬂ———i——+C

J (x+1)%(x-3)? 32 16(x +1) 32 16(x - 3)
Racionals amb canvi de variable
~ 2x

© dxzex—mh+ex+C I—z—dx=—J;&X+J;+d—2mh—Jﬂ+C
J1+e” 1-+/x 3
2% x  2In2* - 2

2ty = xa 2 +M+C X gx =2 (3x2 —4x+8NX+1+C
J 2¥-1 In2 In2 V1+Xx 15

X dX=—X+2\/;+g\/X_3—2|n‘1+\/;‘+C

J1+4x 3
~ 3

X—dx=3—25(5x3 +6x% +8x +16 X ~1+C
o X_l

F Jx-1
————dXx=-Xx-2vx-1-2Invx-1-1+C
1-vJx-1 ‘ ]4



