Calcul d’integrals indefinides
Siga f:[a,b]® R
S’anomena primitiva de f(x) a tota funcié F(x) derivable en [a, b] tal que F'(x) =f(x).

S’anomena integral indefinida de la funcié al conjunt F(x) + C on F(x) és una primitiva
de f(x). Ho denotarem per:

g(x) dx.

Propietats de les integrals indefinides:
1- Sial R, (pf(x)dx=acj(x)dx

2- @f +9)(x) dx = (F(x) dx + p(x) dx .

Integrals immediates

Tipus Formes
Simples Compostes
Potencial - nt
1- 6dx—kx+c \n>¢|dX: +C
nt-1 1
. Xn+1 n+
X" dx = +C
O n+1
Logaritmic . < f
g (idx =In|x|+C (f—dx =In|f| +C
X f
Exponencial > - el dx = ef
aEO,all ¢ dx=e’+C ¢ ddx=e +C
‘de=aX +C ‘f><f'dx=i+c
C? |na C? Ina
Cosinus Cpinx dx = - cosx +C gsinf)f dx = - cosf+C
Sinus ¢yosx dx =sinx +C Jeosf) dx = sinf +C
Tangent L +tg®x)dx =tg x +C (Jl+tg’hHf dx =tgf+C
+ dx > F
=tgx+C dx =tgf+C
((;032 X g (COSZf ¥
Cotangent oL+ ctg?x)dx =-ctg x+C gL+ ctg’f)f dx =-ctgf +C
+ dx - f
=-ctgx+C dx =-ctgf +C
(Sin2 X g (sin2 f ’
Arc sinus 07‘ L dx =arcsinx+C 07\ T dx=arcsinf+C
V1- X2 A1- f2
Arc tangent ; dx = arctgx +C T dx =arctgf +C
(e ’ (or? °




Tipus potencial
O dx

Cpx° dx

c‘{2x3 - 4x? +1)jx
@X%dx

6’/x7dx

(§x +1)? dx

(§2x +3)°dx

(x° +x+D*(2x +1) dx

(‘yin3 X XCOS X dx

Tipus logaritmic

(xxlnx

(9 x dx



Tipus exponencial

(‘}er * dx

N, Sinx

G cosx dx

@ 2x+ldX

< 4arctgx
(™
1+x

Tipus sinus-cosinus
(pcosx dx

(‘) 5sinx dx

+SiNn3Xx dx

(yos(5x +1) dx
022 sin(ex)dx
o’ cos(2x4 +1)dx

Tipus tangent-cotangent




Tipus arc sinus

Tipus arc tangent



Integrals per substitucio:

Moltes vegades fent el canvi x = q(t) la integral es transforma en una d’'altra més
senzilla.

Aleshores,

dx =q'(t) dt

GO0 dx = ¢§lat) = (1) dt

Al final es desfa el canvi substituint t per g *(x).

Problema 1:

Calculeu (‘)(Wﬁ dx

Solucio:

Efectuem el canvi t =x- 7, x =7+12
dx =2t dt.

X7 dx = 7+ 2] xoet dit = J2t® + 28t + 98t2 it =

t7+ 28 +93_8t3 +C=

5
Jx-7) +2—581/(x- 7)° +9—;1/(x- 7)% +C.

Problema 2:

Calculeu ()/16 - x? dx

Solucié:
Efectuem el canvi, x =4sint a fi que desaparega l'arrel.

2
7
2
7

dx = 4costdt, t= arcsinge(—g.
edg

O /16 - x? dx = O [16 - (4sint)® 4costdt =
= 0)/16(1- sin*t)4cost dt =

= (J6cos” tdt =
Recordem que cos®t = %(1+ cos 2t)
= c‘ﬁi(l+ cos2t) dt =

2

0_
2

888‘ t+1c‘)2c052t) dt
) 2
=8t+4sin2t+C =

= 8arcsin€e—(9+ 4sin§2arcsin€e—(c+§+ C.
edg e4 gy



1

Ql+ x)«/; o

A X dx
1+x

(‘x\/1+x dx
(1/ex - 1dx

(\«/3 + 2x dx

Exercicis Integrals per substitucio:



Integracioé per parts

d(uv) =d(u):v +u:d(v)
Aleshores,

uv = cpl(uv) = ¢y >d(u) + ¢y >d(v)

Per tant,

O d(v) =uv - ¢y xd(u)

Aleshores el metode s’aplicara sempre que (‘)/ xd(u) tinga menys dificultat de calcul
integral que la integral de partida i que d(v) siga facilment integrable.

Problema:
Calculeu C)(ex dx .

Solucio:
Fent el canvi u=x, d(u)=1:dx

dv)=e*dx, v=cp*dx=¢e".
Aplicant el métode:
Oe” dx=xe* - g dx=xe" - e +C=(x-1Le* +C.

Problema:
Calculeu | = (‘)ax sinx dx .

Solucio:
Fentelcanvi u=e* d(u)=e* dx
d(v) =sinx dx, v =¢pinx dx =- cosx.
Aplicant el métode:
I =g sinxdx =- cosx>e™ - (§- cosx)e* dx =- cosx>e* + (posxxe™ dx

Femelcanvi u=e* d(u)=e* dx

d(v) =cosx dx, v =(yosx dx =sinx.
Per tant, aplicant el métode:
(yos x>e* dx = e* >sinx- (" sinx dx.

Aleshores,
I'= g sinxdx = - cosx>e™ + (gos x>&" dx = - cosx>e” +sinxxe” - |
Resolem I'equacié en la incognita I
2l = - cos x xe* +sinx xe”*
Aleshores,
_e*(sinx - cosx)

I = +C.
2




Exercicis integracio per parts:

c‘)nxdx

O} >Cosx dx
Ox’e” dx

O Xnx dx
(¢ cosx dx
CRretgx dx
Cp* sinx dx
(¢ cos3x dx
Cpin® x dx

O X7™ dx

~In x
(X—SdX



Integracié de funcions racionals
Siga Ei; dx, tal que p(x), q(x) sén polinomis.

Es pot suposar que el grau de p(x) es menor que el grau de q(x).

Si el grau de p(x) és major o igual que el grau de q(x), realitzariem préviament la
divisio:

p(x) =h(x)+ 1¢I)
a(x) q(x)’
grau de q(x).

tal que h(x), r(x) sén polinomis i grau de r(x) es menor que el

Siga p(x), g(x) dos polinomis tal que el grau de p(x) és major o igual que el grau de

ax).
Si coneixem les arrels del denominador q(x) és poden plantejar 4 situacions:
a) Arrels reals simples.

b) Arrels reals multiples.
c) Arrels complexes (Aquest cas no I'estudiarem).

a) Arrels reals simples
Si les arrels de g(x) son X, X,,....., X,, reals i distintes.

n

q(x) =(x— xl)(x— xz)x ...... X - X,).

Aleshores,:

A A A 3
PO A A A o ALA,....,A TR
a(x)  X- X3 X=X X=Xy
Per tant:

‘(X)dxz‘Al dx+‘A2 dx +...... + Do dx =
(x) - X, - X, - X
= AqInx - xy|+ A Infx - X,|+ ...+ Ay Infx - x,|+C

Problema

Calculeu (ﬁdx
X< - 2X

Solucio:
El grau del numerador és menor que el grau del denominador.
Les arrels del denominador son x =-13
x? - 2x- 3 =(x+1)(x- 3).
> ! - A+ B Hem de determinar ABI R
X“-2x-3 x+1 x-3
1=A(x- 3)+B(x+1).
1=(A+B)x- 3A+B.
Identificant coeficients dels polinomis ens queda el seguient sistema:

A=-2

i
” | 4 .
, la soluci6 del qual és, | Aleshores:
in
T

JA+B=0
{-3A+B=

4>H



(‘;d = dx + L2 dx=_—1ln|x+:q+iln|x—3|+c.
x%2-2x-3 4 (k1 4\x- 4 4
Problema:
Calculeu ( X +OX” +23x +17 dx
x® +6x% +11x + 6

Solucio:
El grau del numerador no és menor que el grau del denominador. Efectuem la divisio:
x® +9x% +23x+17 14 3x° +12x +11

x® +6x% +11x+ 6 x® +6x°% +11x + 6

Calculem les arrels del denominador amb la regla de Ruffini:
-1-2-3, aleshores:

X3 +6Xx% +11x +6 = (X +1)(X +2(x + 3)
3x*+12x+11 _ A ., B C
x®+6x%2 +11x+6 X+1 x+2 x+3
3xZ +12x +11= A(X +2)(x +3) +B(x +D(x +3) + C(x +)(x + 2)

Pera x=-1,

3-1? +12(- D)+ 11=A(-1+2)(-1+3) +B(- 1+ (- 1+ 3) +C(- 1+1)(- 1+ 2)

2=2A,Pertant, A=1.
Pera x=-2, -1=-B, Pertant, B=1.
Pera x=-3, 2=2C, Pertant, C =1.

. Hem de determinar AB,C1 R.

Aleshores,

< 3 2 &* O
x3+9x 2+23x+17 N 3x? +12x+11 Oix =
X" +6X°+11x+6 x3 +6x2 +11X+6 g
s Lo L O

Q x+1 X+2 X+3g

:X_+|n|x+]1+|n|x+2|+In|x+3|+C
2

Exercicis d’integrals racionals arrels reals simples

~ Xx+1

dx
x2 - 2x

«x3+1

Ox+2x- %™

< X2 +1

—d
(x3- 7x- 6 X



b) Arrels reals multiples
Si les arrels de g(x) son x,,X,,....., X, reals de multiplicitat r,,r,,.....,r,, respectivament.

Aleshores,:

pP(x) _ Ay + A + + Ay, + o+ An Ans + An
0 XX, (x-xl)z ...... (x-xl)” X (x-xn)2 ......

AUT R.

Per tant:

Problema:

x| +AL, L +AL 1 -
- X1 T ) xg)™
1, ., 1
..... . —
X - Xy (2-r)(x- x,)"

A 3x+1

Calculeu dx
Qx +1)?

Solucio:
El grau del

numerador és menor que el grau del denominador.

L’arrel del denominador sén x = -1 de multiplicitat 2.

3x+1 _

A ,_B . Hem de determinar ABi R.

(x +1)? Cx+1 (x+1)?

3x+1=A(x+1)+B

3x +1= Ax
iA=3
1A+B=1
Aleshores,
A 3x+1

+ A +B . Igualant els coeficients dels polinomis:
., . , 1A=3
la soluci6 del sistema és: ',B .
’I‘ = -

3 \

S22 2
Omdx+wdx-2ln|x+]{+n+c.

Exercicis d’integrals racionals arrels reals multiples




~ 2x +1

— dx
X3 - 6x2 +9x

N 1
d
Q-3

Racionals amb canvi de variable
2X

dx

(1+ex
A X

2X
(2 +1IX
2% -1



Solucions
Tipus potencial

5 -
o dxzx?*'c ox° dx=%x6+c d2x3-4x2 +1}jx (Xisdxz_zsz' +C

R 3 N (x +1)3 N 1
y/x2 dx ==3/x° +C X +1)?2 dx = +C 2x +3)%dx = —(2x+3)¢ +C
G/ =¥ gx+D) (21 +3) dx = —(2x+3)

3
2 5 -
6X2+X+1)4(2x+1)dx:M+C (‘fin3x><cosxdx=5'n X+C
2
(=g e

Tipus logaritmic

2
(‘%dx=3ln|x|+c (‘ﬁdngldxhc (‘%dlen|x3+x+5|+C
h X _1 2 ~ 1 _1 ~ 1 _
(1+X2dx—zln|l+x |+C (ax+bdx—gln|ax+b|+C (X)dnxdx—ln|ln|x||+c
(J9 x dx =- Injcosx|+C
Tipus exponencial
8¢
_ 3 3% . &2g ~ 2. 5
(‘)’%X dx = +C de- +C GSxe dx ==e* +C
In3 O~ n 2
. sinx _sinx " ~ 1 8g2x+ < 4Tt ~ 439X
(p™" cosx dx =e*™ +C @2 ldx_E — +C (1+x2dx_ — +C

Tipus sinus-cosinus

(pcosx dx =3sinx+C ¢y 5sinxdx =5cosx +C (‘S|083X

dx = Zcos3x+C
24
(yosGx+1)dx = %cos(Sx +)+C ¢ sin(ex)dx =- cos(ex)+C

(‘)(3 cos(2x4 + 1) dx = %sin(Zx4 +1)+ C

Tipus tangent-cotangent

1
dx =8- ctgx+C (Y5 +5tg?x fx = 5tgx + C dx = =tgx? +C
(sinzx J d J )j J (c052 NG 2 g
(Jo’xdx =-x+tgx +C c‘jg23xdx=-x+%tg(3x)+c

Tipus arc sinus
AN 4 . \ X 1 . 2
Oidx:4arcsmx+c Oidx:—arcsmx +C
1- x? A1- x* 2
< e . N\ 1 .
Oidx = arcsm(eX )+ C OK—dX =arcsin(Inx)+ C
V1- e V1-1In%x

N1

2
1
dx = 2arcsiny/x + C 07\ X dx ==arcsinx®
Q}xwll— X A1- x® 3



Tipus arc tangent

N 1 1 - 1 1
dx ==—arctgx +C dx ==arctg(3x)+C
(3+3x2 b (1+9x2 3 9(3x)
xziarctgx2+C (4dx arctg(sinx) + C
1+x 2 1+ sin® x
X -~ 1 1 X
dx = arctgle* )+ C dx = =arctg—=+C
ot =artgle’) O (o —rdx = ~aretg”
2
X 1 3
dx = =arctg\2x” )]+ C

Exercicis Integrals per substitucié

dx = 2arctg& +C dx ——(x +2)J1+x +C
Q1+ x)«/_ Q/
(x«/1+x dx = E(3x - 2)1/(1+ x)® +C ( e* - 1dx = 2+e* - 1- 2arctgye* - 1+C

Cx«/3+ 2x dx =_?1(x +1)/(3- 2x)°

2x < ex
( X+1dx=eX—In X :q+C (= +1dx=arctg(e*)+C
e e

Exercicis integracié per parts:
chxdx = x(- 1+Inx))+C O} >cosx dx = cosx +x>sinx +C

e +]1+C

N\

(x’e* dx =e* (x2 - 2x+2)+C O dnx dx :é( x2 +In|x|)+C

N X _ex - \ - _ 1 2
(F cosx dx—7(cosx+smx)+c (retgx dx = x>arctgx EIn|1+x |+C

2x X
c‘jazx sinx dx = e5 (Zsinx - cosx) +C @X cos3x dx = i—o(cos(Sx) + 3sin(3x)) +C

X

(— 1+x>4n7)+C

2

c‘j;in“xdx:%x- %cosx(Zsin3x+3sinx)+C C‘)<X7X dx = !

In7
~Inx -1
(?dx :F(1+2In|x|)+c
Exercicis d’integrals racionals arrels reals simples
‘x;(jr;x dx =§In|x- 2 - —In|x| +C ( dx = ;x +— In|x+2| —In|x 2/+C

N dx:-—In|x|+—ln|x+2|+—ln|x-]1+C
(x+2)(x-1 2 6 3

2
(3)(—+1dx = lIn|x - 3| +In|x +2| +—1In|x +1+C
x> - 7x- 6 2 2
Exercicis d’integrals racionals arrels reals multiples
(4dx In|x - 2| +C
X“-4x+4 -2
N ——In|x|+—l+—ln|x p—
4 +4x3 +4x2 4x 4(x +2)
~ X+12 X :iln|x+2|+;— iIn|x— 2|+L+C
2_4 32 16(x+2) 32 16(x - 2)



AN—2FL g = L+ Zlinx- 8- ———+C

3. 6x2 +9x 9 9 3(x - 3)
~ - dxzilnx+:q— ! —ilnx—3|— LS
Qx+1)2(x - 3)? 32 16(x +1) 32 16(x - 3)

Racionals amb canvi de variable

- +C C‘Z_X_&dxz-‘/;(zx’; X+6)-2|n|1-&|+(:

e
( dx =e* - In|1+ e*
1+e*

92X x  2Inf2* - 2
(ﬂdx:-x+ 2 +—]1+C AL x=£(3x2- A +8Nx+1+C
2% -1 In2 In2 1+x 15

(‘zx—dx = x+ 2% + 24 - 2In|1+«/§|+c
+\/; 3

\X3

QFdx=£(5x3+6x2+8x+16 x-1+C

X-1 35

\ '\/X-l

qidxz-x-2w/x-l-2ln\/x-1- +C
_Jx_l | 1|



