Problema A.1. 2013 juny

2x+5y =a
Es té el sistema d’equacions s —x -4y =b, on a, b, c son tres nombres reals.
2x+y=c

Calculeu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La relacié que han de verificar els nombres a, b i ¢ perqué el sistema siga
compatible.

b) La solucio del sistemaquan a=-1Lb=2ic=3.

¢) La solucié quan els nombres a, b i ¢ verifiquen la relaci6 a=c =-2b.

Solucio:
a)
Utilitzarem el méetode de Gauss per resoldre el sistema.
2 5|a 2 5| a 2 5 a
-1 -4b = 0 -3a+2b = -3 2+2b
F,=F,+2F F,=4F +3F

2 1ljc |:3=|:i_|:32 0 4|a-c ?l0 0|7a+8b-3c

Discussio:
El sistema és compatible determinat si 7a+8b-3c =0.
El sistema és incompatible si 7a+8b-3c #0.
b)
Sia=-1,b=2ic=3 s’acompleix que 7(-1)+8[2-3[3 =0, per I'apartat a) el
sistema és compatible determinat. Substituint en el métode de Gauss el sistema inicial
€s equivalent a:

2x+5y=-1

-3y =3

xX=2
y=-1

c)
Si a=c =-2b s'acompleix que 7(-2b)+8[b-3[(-2b) =0, per I'apartat a) el sistema

€s compatible determinat. Substituint en el metode de Gauss el sistema inicial és
equivalent a:
{ZX +5y = -2b

. Resolent el sistema:

. Resolent el sistema:
-3y=0

x =-2b
y=0



Problema A.2. 2013 juny

Tenim O(0,0,0), A1 0,1), B(2,1,0), C(0, 2, 3)

Determineu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L’area del triangle de vertexs O, Ai B i el volum del tetraedre de vértexs O, A, B, C.
b) La distancia del vertex C al planol que conté el triangle OAB.

¢) La distancia de C’ al planol que conté el triangle OAB, sent C’ el punt mig del
segment d’extrema O i C.

Solucio:

a)

OA=(10,1), OB=(210). {OA, OB} son linealment independents, aleshores formen
un triangle. La seua area és:

Sons = —HOA x OBH

i
OAxOB =1 0 1=—i+2j+k=(—12,1).

2 10
SOAB:—HOAXOBH Lcpr vz v = */_
0C=(0,23).

El volum del tetraedre és Vgpgc = %‘[& OB, O—C] .

101
[OAOBOC 2 1 0=7.
02 3

— —

Vo :%‘ OA, OB, OC| = %.

b)
La distancia del vertex C al planol que conté el triangle OAB és igual a I'altura del
tetraedre OABC sobre la base OAB.

El volum del tetraedre és Vgpgc = %SOAB [¢l(C, OAB).

16

Vonsc = 3 2 [d(C, OAB) =~

f

d(c, 0AB) = X2

c)
Per la propietat de semblanca, per ser C’ el punt mig del segment d’extrema O i C:

f

d(C', OAB) = —d(C OAB) = 2

Un altre métode per resoldre b) i ¢) Determinar el planol que passa pels punts O, A, B:
b)
L’equacio del planol que passa pels punts O, A, B és:



x-0 y-0 z-0
1 0 1 |=0. Simplificant:
2 1 0
M=-x+2y+z=0.

M=

d(C, OAB) = d(C, M) = %
c)

Les coordenades del punt C’, punt mig del segment d’extrema O i C son:

3
clo2
[023)
—o+2u+‘
d(C', OAB) = d(C', 1) :‘ _7V6
‘ —)2 +22+12| 12

w

|




Problema A.3. 2013 juny
Es va estudiar el moviment d’'un meteorit del sistema solar durant un mes.

Es va obtenir que I'equacio de la seua trajectoria T és y? =2x+9,sent —4.5<x<8 i
y =20, estant situat el Sol en el punt (0, 0).

Calculeu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La distancia del meteorit al Sol des d'un punt P de la seua trajectoria I'abscissa de la
qual és x.

b) El punt P de la trajectoria T on el meteorit aconsegueix la distancia minima del Sol.
¢) La distancia minima del meteorit al Sol.

Solucié:

y? =2x+9.

y=+42x+9, -45<x<8.
a)

Les coordenades de P soén:

(x, \/2x+9).

La distancia de O a P és:
40, P) = yx? +(V2x+9f
dO,P)=Vx?+2x+9, -45<x<8.

b)
La funcio distancia és:
d(x) =vx? +2x+9, —4.5 < x < 8. Calculem la seua derivada:
x+1
VX% +2x+9
d'(x) =0. Resolent I'equacio:
x=-1.
d'(-1)>0.
Aleshores, la funcié assoleix un minim relatiu estricte quan x = -1.
El punt P de la trajectoria T on el meteorit aconsegueix la distancia minima del Sol és:

P(-1y2(-1)+9).
Pl-1+7).
c)

La minima distancia entre el meteorit i el Sol és:

d(-1) = /(-1)> +2(-1)+9 = /8 .

d'(x) =




Problema B.1. 2013 juny

-2 0 O 2 1 2

Ateseslesmatrius A= 1 1 O [iB=|0 -1 5|, Calculeu raonadament, el
4 2 -2 0O 0 2

valors dels determinants segients, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a)|A+8B| i ‘%(A +B)™

b) ‘(A + B)'lA‘ i [A(A+B).

Solucio:

) ‘ZABA‘l‘ i ‘ASB*‘ .
a)
A+B=(

A+H.
Per son A i B triangulars, |A| =4, [B|=—4.

det(MN) = det(M) [det(N) . det(M™)= detl(M) .

Si M és una matriu quadrada d’ordre 3, det(aM) = o® [et(M)
1

N R, O
N O R
o a N

L(a+B) =(1f;=zi=i
2 2) |A+B| 824 192°
b)

_ 1 1,1
weol N =gt =
A‘l(A+B)‘=ﬁ|A+B|=%24=6.

€)
2ABA™| = 2°|A|B| % =8(-4) = -32.

A%B7| =|Af Logploge
L

-4



Problema B.2. 2013 juny

A partir dels punts A(10,1), B(2,-10), C(0,11), P(0,-3,2), es demana calcular
raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La distancia del punt P al punt A.

b) La distancia del punt P a la recta que passa pels punts A i B.

c¢) La distancia del punt P al planol que passa pels punts A, B, C.

Solucio:

a)

PA=(13 -1).

d(P, A) :HP_A’H =12 +32 +(-1)? =411,

b)

AB =(1, -1, - 1) vector director de la recta r,; que passa pels punts A, B.
pA~g]

d(P1 rAB) = -

AB

i ]k

PAXAB=[1 3 -1=-4i-4k=(-4,0,-4).
1 -1 -

Hﬁxﬁ“:@z.

8| =15
_‘PAxABH_@_@
dP, g )= "———" = = .
g V3@
c)

E =(-110). Els vectors {E E} sén linealment independents, aleshores, A, B, C
formen un planol la seua equacié és:

x-1 'y z-

M= 1 -1 -1|=0.Simplificant:
-1 1 O

M=x+y-1=0.

La distancia del punt P al planol que passa pels punts A, B, C és:

0-3-1 —i=2\/§.

ez +0?| V2

dP,n)=




Problema B.3. 2013 juny
Atesa la funci6 f definida f(x) = sinx, per a qualsevol valor real x, es demana calcular

raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L’equacio de la recta tangent a la corba y = f(x) en el punt d’abscissa x = g

b) L’equacio de la recta normal a la corba y = f(x) en el punt d’abscissa x =§. Es

recorda que la recta normal a una corba a una corba en un punt P és la recta que
passa per aquest punt P i és perpendicular a la recta tangent a la corba en el punt P.
c) L’angle format per les rectes determinades en els apartats a) i b).

Solucio:

La recta tangenten x =a alacorba y =f(x) té equacio: r; =y —f(a) =f'(a)(x—a).

La recta normal en x =a ala corba y =f(x) té equacio: ry =y —f(a) = —Wl)(x -a).
a

a)

f'(x) = cosx.

HERCE

., : T,
L'equacio de la recta tangent a la corba y =f(x) en el punt d’abscissa x = 5 és:

., : T
L'equacio de la recta normal a la corba y =f(x) en el punt d’abscissa x = 3 és:

=Y _ﬁ = _l(x —;—TJ Simplificant: ry =y —g = _z(x _Ej.

2 1 3
2
c)

L’angle que forma la recta rr amb el semieix positiu eix d’abscisses és igual a I'arc
tangent del seu pendent:

V3
o =arctg—.
9 2 y 2.‘.
L’angle que forma la recta r, amb el
semieix positiu eix d’abscisses és
igual a I'arc tangent del seu pendent:
B=arctg-2. T
La diferencia dels angles és igual a
I'angle que formen les dues rectes.

a-B= arctgg —arctg - 2 =104°20'. 0 ' 1 ' 2 ' 3 \\>
X




