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141.- En la figura els arcs AC, BC tenen centre B, A, respectivament.
Si AB =c calculeu el radi de la circumferencia tangent als arcs i al
segment AB .

>
w

Solucio:
Siga O el centre de la circumferéncia.

Siga M el punt mig del segment AB, punt de tangéncia de la circumferénciaiel C
segment.

Siga r =OM radi de la circumferéncia.

D
Considerem el triangle rectangle OMB :

OB=c-r, BM=<,
2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMB :

2
)=+ &L
(c-r)?=r +32f5' 5

>
Z [

2rc:§c2.
4

Aleshores, r =§c .
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142.- L’hexagon ABCDEF té tots el angles iguals, AB = CD =EF,
BC =DE =FA, AB=2>8C.
Si AB =c, calculeu I'area de I'hnexagon ABCDEF.

Solucio:
Si prolonguem els costat AB, CD, EF, es forma el triangle equilater
D

LMN de costat LM = 2c.

L’area de I'hexagon ABCDEF és igual a I'area del triangle
D

D D
LMN menys l'area dels tres triangles equilaters AFL, BCM,

D . c L A B M
DEF de costats iguals a 5
Aleshores:
/3 By _1343
S ascoer = S - 378 arL —\—(ZC)2 Ix—oF =—cl.
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143.- En la figura el triangle ABC és equilater de costat c i les quatre
circumferencies tenen el mateix radi. Calculeu el radi de les
circumferencies.

Solucio:
Siga M el punt mig del costat AB C

Siga O el centre de la circumferéncia central i P el centre de la
circumferencia més propera al vértex B.

Siga r =PN radi de les circumferéncies.

La recta BP és bisectriu de I'angle B ja que la circumferéncia de
centre P és tangent als costats.

PMBP =30° |\
Aleshores, BP = 2r A M N B

PMBO =30°, BO =OP +BP =4r .
Aleshores, OM = 2r .

BM=S.
2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMB :

.2
(4r)? = (2r)? - 8%9 .
STy ]

12r2 :%cz. Resolent I'equacio en la incognita r:
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144.- Determineu un rectangle coneguts el costat a = 6 i la diferéncia d- b = 4 entre
la diagonal i I'altre costat.

Solucio:

Siga el rectangle ABCD de costats a=AB =6, b =BC idiagonal d =AC.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:
d? =36+Db?.

(d- b)2 =42,
d? +b?- 2bd=16.

36 +2b% - 2b\/36+b? =16.

by/36 +b? =b? +10. Elevant al quadrat i simplificant; A

16b? =100 . Resolent 'equacio:

pb=2 g=13.
2 2
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145.- Siga a el costat d’'un dodecagon regular i R el radi de la circumferéncia
circumscrita al dodecagon. Proveu que a® +R?® =3aR?.

Solucio:
Siga el dodecagon regular ABCDEFGHIJKL de costat a = AB . Siga O el centre de la
circumferéncia circumscrita al dodecagon regular.

H G

360°

DAOB = =20°.
12

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABO:
a _ R

sin20° sin8Q°
a R

sin20°  25sin40%cos40°
a  _ R
sin20° 4 sin20%cos20%cos40°

a= R . Transformant productes en

4 cos 20°:cos40°
sumes:

a= R :
2(cos60°+cos 20°)
_ R
a=——- -
1+2:cos20°
R
a=— — .
1+2(1- 2xsin10°)
- R
3- 4:sin?10°

. Aplicant raons trigonometriques de I'angle doble:

a

Siga M el punt mig del costat AB . Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle
D
OMA :
sin100=_2_
2R

Aleshores:

a® +R3® =3aR?.
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146.- El radi de la semicircumferéncia gran €s R calculeu l'area de la regié ombrejada.

Solucio:
Siga r el radi de la circumferéncia mitjana, aleshores el radi de la circumferencia
menuda és:
2R- 2r
S=—— =
2

R-r

El perimetre de la regi6 és la suma de les longituds de les tres semicircumferéncies:
P=pR+pr+p(R-r)=2pR.
Es a dir, el perimetre és igual a la longitud de la circumferéncia gran.
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147.- Un cub d’aresta a, un tetraedre regular d’aresta b i un octaedre regular d’aresta c

Joc

tenen la mateixa superficie. Calculeu el valor de ——.
a

Crux Mathematicorum M410.

Solucio:
Les superficies dels tres cossos son:

— 2 — h2 — 2
Scub = 6a ’ Stetraedre =b "/3_)’ Soctaedre =2c "/?_’
Com les tres superficies son iguals:

6a2 =b2+/3 = 2c24/3 .
bz«/§><202«/§:(6a2)2.

(bc)? =6a*.

Aleshores:

«/E_ bc _ 4
== e =16,
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148.- Donat un quadrat es dibuixen les 4 circumferencies de centre els vertexs i que
passen pel centre del quadrat. Les 4 circumferéncies tallen en 8 punts els costats del
quadrat.

Demostreu que els punts formen un octdgon regular.

K6mal C1012, desembre 2009.

Solucio:

Siga el quadrat ABCD de centre O.

Sense perdre generalitat podem suposar que els costat
del quadrat és AB =1.

Siga PQRSTUVW l'octdogon que determinen les

interseccions de les 4 circumferéncies i els costats del
guadrat ABC.

Notem que PQ=RS =TU=VW,
QR=ST =WV =WP.

2

-

2

E:Eﬁ:ﬁ:7.

AC=+2, AO =

PO=AQ+BP- AB=+2- 1.

V2 _2-42

BQ=AB- AQ = 1- =

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QBR:

J_J_J_l

Aleshores, PQ = QR.. Aleshores els costats de I'octogon sén iguals.
PBQR =45°.

DPQR =180°-45°=135°. Aleshores els angles de I'octdgon son iguals.
Per tant, 'octogon PQRSTUVW s6n iguals.
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149.- La recta que va des d’'un vertex d’'un paral-lelogram al punt mig d’'un dels costats
oposats, divideix la diagonal en relacié % .

Brufio, problema 125. Pagina 175.

Solucio:
§.iga ABCD un paral-lelogram. Siga M el punt mig del costat

BC
La recta AM talla la diagonal BD en el punt P.

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees
son proporcionals a les bases.

D
Siga S l'area del triangle BMP .

D
Siga T l'area del triangle ABP .

D D
Els triangles BMP , MCP tenen la mateixa altura i les bases mesuren igual.
Aleshores, S =Syep =S.

D D
Els triangles BMP i DAP s6n semblantsilarao és 1:2.
Aleshores, S,,p =22Sge = 4S.

D D
Els triangles ABD, CDB so6n iguals.
Aleshores, S ,;5 = Scpg -

Spep =S aep - (SBMP +SMCP)=T+4S' (25)=T+2S

gﬁ _Spep _ T

BD Spp A4S+T)

BP  Spsc . 25

BD Spp 4S+T’

Igualant les expressions anteriors:

T _ 2S
AS+T 4S+T
Aleshores: T =2S.
Pertant,—B;_E: T :—2—§=1.
BD 4S+T 6 3



Ricard Peir6 i Estruch

150.- Donat el triangle equilater de costat 2a es dibuixen 3 arcs que passen
pels vértexs i pel centre del triangle. Calculeu I'area de trevol ombrejat.
Bruio 586.

Solucio:
Siga r el radi dels arcs.

Notem que el radi dels arcs és igual a la distancia del vertex del
triangle al centre del triangle.

Aleshores, r =-§—a«f§ .

El segment circular ombrejat ocupa un arc de 60° de
circumferéncia.

La seua area és igual a la sisena part de I'area del cercle de radi
r menys l'area del triangle equilater de costat r.

a@afoo B ®@a30 2ap

S segment = 6% gm §m+ 3 2 K

L'area del trévol és |gual a sis vegades l'area del segment circular anterior:

5 ¢ &
Strévol g‘ ".—:a ::4 - "’-:a .
83 25 5 3 25



