Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per a 'ESO 20

P D
191.- Sobre un semicercle de diametre AB es dibuixa un triangle equilater ABC .
Determineu I'area de la regio compresa a l'interior del triangle i exterior al semicercle
Crux Mathematicorum M427

Solucio:

Siga O el punt mig del segment AB, centre del semicercle de
diametre AB =2r.

D
Siguen D, E els punts d'intersecci6 del triangle equilater ABC i
l'arc.

D D
Notem que el triangles DEC, DEO so6n equilaters de costatr.

A

D @]
L’area de l'interior del triangle ABC exterior al semicercle
es igual al doble de I'area del triangle equilater de costat r menys la sisena part del
cercle de radir.

®2.[30

0
S= 2§—-1 X2 h;r
6 a
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192.- Un triangle equilater de costat e i un cercle de radi 1 se superposen de &
manera que els centre de les dues figures coincideixen. Quant mesura el
perimetre de la figura que s’obté aixi?.

Proves cangur 2009, nivell 4, p16.

Solucié 1:
D
Siga el triangle equilater ABC de costat 3 i centre O C

— D
AO ésiquala -é de l'altura del triangle ABC.

e o

32 4 .
Siga la circumferéncia de centre O i radi r =1 que talla el costat en els o
punts P, Q.
Siga x=AP. AQ =3- Xx. A P Q

Aplicant la poténcia de A respecte de la circumferéncia:
AP %AQ = A0 - 12,

X(3- x)=2.

Resolent 'equacié: x =1.

aleshores, AP =PQ = AQ =1.

D
Aleshores, el triangle OPQ és equilater.
Aleshores, I'arc de circumferéncia abraca 60°.
Per tant el perimetre de la figura és:

p=6><KF—>+%(2pr)=6+p.

Soluci6 2: .
Siga M el punt mig del costat AB .

— D
MO ésiqual a % de l'altura del triangle ABC. I

NG

Aleshores, MO = >

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PMO : o

PM = % Aleshores, PQ =1

AP =BQ. Aleshores, AP =BQ =1. A P Q

D
Aleshores, el triangle OPQ és equilater.
Aleshores, I'arc de circumferencia abraca 60°.
Per tant el perimetre de la figura és:

p:6><KI5+%(2pr):6+p.
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D - -
193.- En un triangle ABC AB < BC, L és el punt mig del costat AC i M és el punt mig

del costat AB . Si P es un punt del segment LM tal que MP =MA . Proveu que

DPBA =PPBC.
Crux Mathematicorum M433

Solucio: c
P D
El segment ML és paral-lela mitjana del triangle ABC.
Aleshores BAML =B.
D -
El triangle AMP és isosceles, MP =MA . Aleshores, DPAM = 90°- %
- D - -
PM és mitjana del triangle APM. MP = MA =%AB. L
D
Aleshores el triangle APM és rectangle, DAPB =90°.
Per tant, DPBA =90°- DPAB =%.
B
bPBC =B- bPBA=—.
2 A M

Aleshores, DPBA =DPBC.

Si eliminem la condicié AB < BC i considerem el punt P sobre la recta LM la propietat
s’acompleix analogament.
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194.- Les bases d’'un trapezi mesuren 62 i 20cm i els costats laterals 45 i 39cm.
Calculeu la seu area.
Gusiev 256

Solucié:

Siga ABCD el trapezi de bases paral-leles

AB =62, CD = 20 i costats laterals AD = 45,
BC =39.

Siga DK = CL =h altures del trapezi.

Siga x =BL, aleshores, AK =42 - x.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangles

rectangles AED, Lgc, respectivament:

452 =h? +(42- x)?.

392 =h? +x2,

Resolent el sistema format per les dues equacions:
ix=15

th=36"

L’area del trapezi és:

= 62+20 36 _1476cm?.

SABCD
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195.- Les bases d’'un trapezi mesuren 30 i 12cm i les diagonals 20 i 34cm.
Calculeu la seu area.
Gusiev 257

Solucio:

Siga ABCD el trapezi de bases paral-leles AB =30,
CD =12 i diagonals AC =20, BD =34.

Siga DK = CL =h altures del trapezi.

Siga x = AK , aleshores, KB =30 - x, AL =12 +Xx

D D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangles rectangles ALC, BKD, respectivament:

202 =h? + (12 +x)?.

342 =h? +(30 - x)2.

Resolent el sistema format per les dues equacions:
ix=0
th=16
L’area del trapezi és:

=30+12 16 _ 336cm2,

. Notem que el trapezi és isosceles.

SABCD

] C
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196.- Una de les bases d’un trapezi €s 7.

El trapezi té una circumferencia inscrita tal que el punt de tangencia divideix un dels
costats laterals en dos segments de longitud 9 i 4.

Determineu I'area del trapezi.

Gusiev 258.

Solucio:
Siga el trapezi ABCD.
Siguen K, L, M, N els punts de tangéncia de la circumferencia inscrita al trapezi.

AK =AN =9.

DM=DN=4.

Amb aquestes condicions el costat menor és CD = 7.
CM=CL =3. L
Siga BK = BL = x.

Siga DP =DQ = h altura del trapezi.

AP =AK-DM=9- 4=5. BQ=BK- CM=x- 3.
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles

] Moo

ABD, Bgc, respectivament:

13?2 =h? +52,

(3+x)2 =h? +(x- 3)2.

Resolent el sistema format per les dues equacions:

ix=1
th=12"
L’area del trapezi és:
+
Sasch = 21* 715 =168cm?.
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197.- Un dels angles aguts d’un trapezi mesura 30°, els costats laterals son
perpendiculars.

Una base mesura 8cm i la paral-lela mitjana 10cm.

Calculeu la mesura dels costats i la seua area.

Gusiev 80.

Solucio:
Siga ABCD el trapezi de bases paral-leles AB =a, CD =8.
Siga BDAB =30°.

Siga PQ =10 la paral-lela mitjana. 0
La continuacio dels costats laterals s’intersecta en el L \\
punt O tal que DAOB =90°. - ‘.
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle o_-~" e

D
CDO /F'/ __________________ 4\\@
— CD - A '
CO=%=4,0D:4\/§ H B

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle PQO:
Qo= ? =5, 0P=53.
QC=1, PD=43.
Per ser PQ paral-lela mitjana:
BP=QC =1, AP=PD=+/3.
BC=2, AD=243.
OB =6.

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle ABO:
AB =2x0B =12.
Siga CH altura del trapezi ABCD.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle CHB :

CH=+3.

L’area del trapezi ABCD és:

12+8
SascD = > 3 =1043.
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198.- La corda comuna de dues circumferencies que s’intersecten és igual a a, a més
a més, per a una circumferéncia és el costat d’'un hexagon regular inscrit i per a I'altra
el costat d’'un quadrat inscrit. Calculeu la distancia entre els centres de les dues
circumferéncies.

Gusiev 117.

Solucio:
Siga a = AB corda comuna a les dues circumferéncies.

Siga O el centre de la circumferéncia que té inscrita I'hexagon regular.
Siga P el centre de la circumferéncia que té inscrit el quadrat.

Siga M el punt mig de la corda AB .
Hi ha dues solucions a aquest problema.

a) El quadrat i 'hexagon només s'intersecten en la corda AB.
OA=a, AM= g

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMA :

om=Y3. 1
2

vp-a E
2

Aleshores, la distancia entre els centres és:

—_ 1+,\/§

OP=0OM+MP = 2.

b) El quadrat és interior a 'hexagon.
— — _a
OA =a, AM=—_, 1

2 [

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMA :

_I\/Izga.w

N

1+«/§a
2

Aleshores, la distancia entre els centres és: OP = OM- MP =
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199.- Siga el trapezi ABCD de bases paral-leles AB =20, CD =5.
Es dibuixa una paral-lela a les bases que divideix el costat BC en dos segments, el

contigu a la base AB mesura 6 i 'altre 9.
Calculeu la mesura del segment que forma la paral-lela i el trapezi.
Garcia Ardura, problema 404.

Solucié: 0
Siga el segment PQ paral-lel a les bases tal que R
BO=6,C0O=0. Y G
Les rectes BC i AD s’intersecten en el punt O.
Siga OA =a. F a
BC =15. / \
D D
Els triangles ABO, DCO s6n semblants. A B
Aplicant el teorema de Tales:
5. 20 . Resolent I'equacié:
a 15+a
a=>5.
D D
Els triangles PQO, DCO sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
5_PQ
a 9+a

PQ=14.
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200.- Per un punt M de 'exterior d’'un quadrat ABCD de costat 15m, que dista 9m del

vertex C i 12m del vértex B, s’ha dibuixat la recta AM que talla el costat BC en el punt
N.

Calculeu la distancia entre els punts A, N.

Garcia Ardura, problema 405.

Solucio:

D N - -
Notem que el triangle BCM és rectangle ja que CB° =CM’ +BM".
Siga P la projeccio de M sobre la recta AB.
Siga Q la projeccio de M sobre la recta CD.

Siga x =BP, y=MP .

D SRl Il
L’area del triangle BCM és: !
s -BCx _CM-BM "
BCM 2 2 . :
15X _ 9x12 , !
- T Resolent I'equacio: 1
36 A B P
x =2 :
5

E=15+x:1_;1

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BPM:

2
a860 _ 48
y = 122-g—+ =—.
eb5 g 5

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APM:

.2 .2
AM:X/@'—SQ (219 _3 5.
€edSg edSg

D D
Eﬁtrian_gles APM, ABN sbn semblants. Aplicant el teorema de Tales:
AN _ AM

AB AP
AN _ 3—“65. Resolent I'equacio:
15 111
5
AN = 753765 »16°34m.



