Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per al’ESO 41

401.- Vuit esferes iguals de radi r i tangents dos a
dos reposen sobre un planol horitzontal i els seus
centres formen un octogon regular.

Determineu el radi de I'esfera tangent al planol
horitzontal i tangent a les vuit esferes.

KéMaL, C789.

Solucid:

@)
I =) .
M N
Vista de la secci6 que passa pels Vista frontal amb una secci6 de planol que
centres de les esferes. passa per | i P, perpendicular al planol

. ) horitzontal.
Slga | el centre de una de les esteres de radir.

Siga M els punt de tangéncia de dos esferes.

Siga O el centre de 'esfera tangent a les vuit esferes i tangent al planol horitzontal.
Siga M el punt projeccio del punt | sobre el planol horitzontal.

Siga N la projeccio del punt O sobre el planol horitzontal.

Siga R=ON.

M=r,I0=r+R, OP=R-r.

o}
Notem que DIPM = 42 .

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle IPM :
— r
P =

. o '
sin

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle IPO:

.2

&® 0

2 _ 2 ¢ r :
R+ =R-1"+¢ T

. 450 -
ésm =
2 9
2
4Rr = r—_ Aleshores, R = 2+ﬁ r.
, 45° 2
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402.- Quatre esferes iguals de radi r i tangents
dos a dos reposen sobre un planol horitzontal i
els seus centres formen un quadrat.
Determineu el radi de I'esfera tangent al planol
horitzontal i tangent a les quatre esferes.

Solucio:
' | P .
O
M N
Vista de la secci6 que passa pels Vista frontal amb una secci6 de planol que
centres de les esferes. passa per | i P, perpendicular al planol
horitzontal .

Siga | el centre de una de les esferes de radir.

Siga M els punt de tangéncia de dos esferes.

Siga O el centre de 'esfera tangent a les vuit esferes i tangent al planol horitzontal.
Siga M el punt projeccié del punt | sobre el planol horitzontal.

Siga N la projeccié del punt O sobre el planol horitzontal.

Siga s =ON.
M=r,I0O=r+s,OP=r-s.
Notem que BIPM = 45°.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle IPM:

P =r42.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle IPO:
(r+s)2 =(r-s)? +(rJ§)2.

4rs = 2r2 . Aleshores, s :%r )
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403.- Per fer un logotip (figura de la dreta) s’ha utilitzat
dos tipus diferents d’hexagons regulars (figura
esquerra).

Calculeu la proporcié entre I'area grisa i la ratllada.
KéMaL, K57.

Solucio:

Els triangles blau i verd tenen la mateixa area ja que tenen la
mateixa base AB = BC i la mateixa altura sobre aquestes
bases.

Considerarem aquests triangles com unitat d’area de C
mesura.

L'area de I'hexagon ratllat té 18 triangles d’area A
Cada pentagon gris té 5 triangles d’'area.
L’area grisa ocupa 30 triangles d'area.

La proporci6 entre I'area grisa i la ratllada és:
30_5

18 3’




404.- En el quadrat de costat ¢ s’han dibuixat 8 cercles.
Determineu el radi dels dos tipus de cercles.

Solucio:

Siga el quadrat ABCD de costat ¢ = AB .

Siga r =PM = QN = FH el radi dels 4 cercles grans.
HP =2r.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle i
isosceles PI—DIQ:

PQ=2r/2.

MN = 2r +2r+/2 = ¢ . Resolent 'equacio en la incognita r:

J2-1

2 — —
Siga s =DE =EG el radi dels 4 cercles menuts.
Siga la projecci6 de G sobre el segment FH.

ﬁz%-s, Hi=r-s, GH=r+s.

r=

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle i
D
isosceles GJH:
2
(r+s)?2 =(r-s)? +8§- s? .
e2 g

2
s?- (4r+c)s+C7=0.
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2
s?- (2«/5 - 1}3 + CT =0. Resolent I'equaci6 en la incognita s:

SzzJE-l-zdz-JEC
: .




405.- En un triangle de costat ¢ s’han inscrit dues
circumferencies tangents.

Proveu que la suma dels radis de les circumferéncies és
constant.

Calculeu el valor de la constant.

Solucio:
Siga el quadrat ABCD de costat c = AB.

Siga r =PG = AG radi d’una de les circumferéncies.
Considerem la recta EF que passa per Q i és perpendicular

al costat AB .

Siga s =EQ =BF radi de l'altra circumferéncia.
Siga M la projecci6 de P sobre la recta EF.

QM=c- (r+s).

Aplicant el teorema de Pitaores al triangle rectangle i
isosceles Pl\l/)IQ:

(r+s)?=2(c- (r+s)).

r+s=(c- (r+s))ﬁ.

r+s= (2 - Jf)c
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Aleshores, la suma dels radis de les circumferencies és constant i la constant és

l2- 2k




406.- Siga ABCD un quadrat de costat 2.
Construim quatre quadrants de circumferencia de
centre cadascun dels vertexs i radi del costat del
quadrat. Els arcs es tallen en els punts E, F, G, H.

D D D D
Construim els triangles AFE, BEH, CHG i DGF.
Aquests quatre triangles formen un octogon
JKLMNOPQ), I'area del qual es demana.
Barroso, 625

Solucié:

DABE =60°, BEBC =BbABH =30°.

Aleshores, PHBE =30°.

DPQCD =bCDQ=30°, aleshores, BDQC =120°.

D D D D
Els triangles PJQ, JLK, LNM, NPO son isOsceles
i iguals.
L'octdogon JKLMNOPQ té tots els costats iguals.
DPJQ =30°.
Aleshores, BDPJL =90°
L’area de I'octogon és igual a I'area del quadrat

JLNP de costat PJ més l'area de_4 triangles
equilaters de costat PQ i altura %

Siga U el centre del quadrat ABCD.

B0= 325 =12.

bJBU =15°.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle JUB :

30 =BU xg15°= 422~ +/3)= 242 - 6.
PJ=2x0U =4- 243.

=2-4/3.

P cos300. Aleshores, PQ = @
2:PQ 3

L’area de I'octogon és:

—:  PQ3
Socto = Sanp T45Sp)q =PJ +4x—— Q (4 2‘/_)
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407.- La figura seguent esta formada per arcs de circumferencia de
diametre 2.
Calculeu el perimetre i I'area de la figura.

Solucio:

Els arcs son tangents.

La figura esta formada per 4 semicircumferencies de diametre 2 (radi 1) i 4 quadrants
de circumferencia de diametre 2.

El perimetre és: m

P = 4% p2%+ 4 p28=6p. % N
e2 g ed4 g

L’area esta formada per I'area d’'un quadrat de costat 6 i un cercle de \ /

diametre 2.

La superficie és: U

S=4%+px*=16+p.
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Q
408.- Siga PQRST el pentagon regular. Siga U el simeétric de R respecte de
la diagonal QS .
Determineu la mesura de I'angle BUST . P
T S
Solucio:
L’angle interior d’'un pentagon regular és:

DTSR =108°

Q
Si U és el simétric de R respecte de QS aleshores, PRSQ =bQSU.
DQSR =36° per ser angle inscrit en la circumferencia
circumscrita del pentagon i abracar la cinquena part de P R
S

circumferéncia.
Aleshores, BUST =DTSR- 2DQSR =108 - 2x36°=36°.

Notem que U pertany a les diagonals PS, QT.
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409.- Donades dues semirectes d’origen comu i angle a , i els segments
AB =BC =CD =DE =EF.
Determineu la mesura dels angles BDCE, DFEG.

Solucié:

PBAC =a

Per ser AB =BC, DACB =a.

Aleshores, PCBD =2a .

Per ser BC =CD, PBDC =2a .

Aleshores, PDCE=DDAC +bBDC=a +2a =3a.
Per ser CD =DE, DPCED=3a.

Aleshores, PEDF =bDDAE + DPCED =a +3a =4a..
Per ser DE =EF, DDFE =4a .

Aleshores, PFEG = BDFAE + DPDEF=a +4a =5a.
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410.- Calculeu el perimetre de la seguent figura.

60°

60° 6&

Solucio:
La recta ED talla el segment AB en el punt F. E
BAFE =180°- 120°=60° .

D
AFE és un triangle equilater. 60°
AF =EF =8 8

FBCD és un paral-lelogram.
FB=DC =6, BC=FD.

/O

60°

ED+BC =ED +FD =EF =8. 600 \
AB=AF+FB=8+6=14.

El perimetre de la figura és:

AE +AB +BC+CD +ED =8+14+8+6=36.



