Ricard Peir6 i Estruch

Problemes de Geometria per a ’'ESO 46

451.- Al voltant d’un cercle situem 10 monedes d’igual radi com
s'indica en la figura. Cada moneda és tangent al cercle i a dues
monedes veines.

Calculeu la proporci6 entre la suma de les arees de les monedes i
la del cercle.

OMA, Olimpiadas de Mayo 2001.

Solucio:

Siga r el radi de les monedes.

Siguen O,, O, els centres de dues monedes tangents.

Siga O el centre del cercle interior.

Siga T, el punt de tangéncia del cercle i la moneda de centre O,.
Siga r el radi de les monedes.

Els centres de les monedes formen un decagon regular.

P0O,00, =36°. El triangle 01802 és auri, aleshores:

0,0, =2

O_O1 “F - 1+45

0,0, 2

00, =2rxF = [1++5}

El radi del cercle és OT, .

OT, =00, - O,T, =[1+B} - r=15.

L’area de les 10 monedes és:

Siomo =10>pr?

L’area del cercle és:

S, = p(r«/§)2 =5pr?.

La proporcio entre les arees és:

Siomo _ 10pr> _
S,  5pr2

2.
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452.- Un rectangle de paper de 3cm per 9cm es doblega al llarg d'una recta fent
coincidir dos véertexs oposats. D’aquest mode es forma un pentagon. Calculeu la seua
area.

OMA, Olimpiadas de Mayo 2006.
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Solucio:
Siga el rectangle ABCD AB =9, AD =3.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ABC:
AC =+/32 +9% =3410. D £

La recta per la qual es doblega és la
mediatriu dels vertexs A, C.

La mediatriu talla els costats en els punts
E, F. M
Al doblega D és transforma en el simétric
D’ mitjancant la mediatriu EF.

DE=D'E, AD=DC =3.
y A F\

D D
Aleshores, els triangles ADE, CD'E soOn
iguals.

Siga M el punt mig de la diagonals AC.
EM=FM.

D D
Els triangles AFM, CEM s6n iguals.
Siga x =FM.

D D
Els triangles rectangles ABC, AMF son semblants, aplicant el teorema de Tales:
3 X

= . Resolent I'equacio:
9~ 3410 |

2
(=10

>

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ECM:

.2 .2
agJae\ffd (R0

=5.

25 &2 ;
ED'=DE =9- CE = 4.
L'area del pentagon EFBCD’ és igual a I'area del trapezi EFBC més I'area del triangle

D
rectangle ECD'.

Serace =&€E+FBjBC+CD xED =¢36+423+3X4 =§%.
é 2 & 2 e 2 g 2 2




453.- Siga el quadrat ABCD de costat c.

Siguen P i Q dos punts del costats BC, CD, respectivament,
tal que PC =3B i QD =2xQC . Siga M el punt interseccid
de les rectes AQ, PD.

D
Determineu I'area del triangle QMD .
OMA, lll Olimpiada Mayo.

Solucio:

PC =3 PB, aleshores, P_ngc, PB=—c.

1
4
QD =2xQC, aleshores, R)zgc, Hg:%c_
Les rectes PD, AB s'intersecten en el punt E.
Siga x =BE.

D D
Els triangles DCP, EBP. Aplicant el teorema de Tales:
bC _BE

PC PB’

L =L. Aleshores, x = 1c.
3 1 3
¢ =c

4 4

D -
Siga h l'altura del triangle QMD referida a la base QD .

D -
L’altura del triangle AEM referida ala base AE ésc- h.
D D
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Els triangles QMD , AEM son semblants. Aplicant el teorema de Tales:

‘ =

L B3
(@]
=

|=

. Resolent I'equacio:

(@]
(@]
1
>

5 owlhs
Wk

(@]

D
L’area del triangle QMD és:

S QMD
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454.- Tenim 10000 fitxes iguals amb forma de triangle equilater.

Amb aquests triangles es formen hexagons regulars, sense superposar, ni deixar buits.
Si formem I'hexagon regular que malbarata la menor quantitat possible de triangles,
quants triangles ens calen i qguants ens sobren

OMA, Il Olimpiada de Mayo.

YAVAVANE WAVAVAVAVAVAN
VAVAVAVAN B VAVAVAVYAY AVA
NAVAVAY 2 ERVAVAVAVAVA

N\ \NAVAVAVA

Dos hexagons regulars sén semblants, la rad de semblanca de les arees és el quadrat
de la raé de semblanca dels hexagons.

Siga 1 la longitud del costat d’un triangle equilater.
El terme general del nombre triangles equilaters utilitzats en formar un hexagon és

62 on n és la longitud del costat de I'hexagon.
Hem de determinar el valor maxim per a n tal que 6 >? £10000

é1 u
= , 0000 =40
6 g

Per fer un hexagon regular de costat 40 ens calen:

6 X402 = 9600 triangles equilaters.
Dels 10000 inicials ens sobrarien 400 triangles.

oD




Ricard Peir6 i Estruch

455.- En un paral-lelogram ABCD, AC és la diagonal major.
Amb un doblat que fa coincidir A en C es forma un pentagon regular.

Calculeu la mesura dels angles que forma la diagonal AC amb cadascun dels costats
del paral-lelogram i determineu la proporci6 entre els costats del paral-lelogram.
OMA, Olimpiada de Mayo 1999.

Solucio:
Siga a = AD = BC costats menuts del paral-lelogram ABCD i A angle agut.

La recta per la qual es doblega és la mediatriu dels vertexs A, C.
La mediatriu talla els costats en els punts E, F.
Al doblega D és transforma en el simetric D’ mitjancant la mediatriu EF.

D D
Aleshores, els triangles ADE, CD'E sOn iguals.

FBCD’E ha de ser un pentagon regular, aleshores,
DE =ED'=EF =FB =a. D E

CE=alt5.
2 M

1++/5
2

Pertant, CD=a+ a.

ED _1iF=F2.

AD

Per ser FBCD’E un pentagon regular.
DEFB =108°.

DAMF =90°.

Aleshores, BCAB =18°.

DBACD =bCAB =18°

DFBC =108°

Aleshores, BDACD =bFBC =108°.
DDAC =180°- (108°- 18°) =54°,
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456.- Siga el rectangle ABCD i la circumferéncia de centre D i radi AD que talla la
prolongacié del costat AD en el punt P. La recta PC talla la circumferéncia en el punt
Qi ala prolongaci6 del costat AB en el punt R.

Demostreu que BQ =BR.

OMA, Olimpiadas Mayo 2010.

Solucié: Q

Siga a=AD =DP =DQ, b=AB =CD. 5 c
D D

Els triangles rectangles DCP, BRC son iguals,

aleshores: M

BR=b.

Siga a =PAPR . A 5

Com que DP =DQ, PPQD=a.
DPDQ =180°- 2a .
DPAQ és una angle inscrit en la circumferéncia, mesura la meitat de I'arc que abraca:

o_
DPAQrzig%;%izgoma.

DDQA =90°-a.

El segment BD és paral-lel a la recta PC.
PBDA =a..

Siga M la intersecci6 de AQ i BD.
DDMA =90°. Aleshores, M és el punt mig del segment AQ .

D D
Els triangles rectangles QMB , AMB son iguals, aleshores:
BQ =AB =b.
Per tant, BQ =BR.
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457 - Siga el rectangle ABCD. Siga E un punt del costat CD tal c

que DE =2xCE .
Siga F la interseccio dels segments BD, AE.

D
Si l'area del triangle DEF és 12cm?, calculeu l'area del
quadrilater BCEF. F

Solucio:
—— 2 PR

DE=2AB. £

D D
Els triangles DEF, BAF son semblants i la rad de semblanca és 2:3.
Aplicant el teorema de Tales:

—_ — _ D E
AF = 2EF. BE=SDF.
2 2

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son
proporcionals a les base:

D D
Els triangles DEF, EF_B_ten_e_n la mateixa altura
referides a les bases DF, BF, aleshores: F

3

Sere = ESEDF =18.
Spes = Sepr +Sepg =12+18 =30.

D D
Els triangles DEB, ECB tenen la mateixa altura

A

referides a les bases DE, CE, aleshores:
1
Secs = ‘Z‘SDEB =15.

L’area del quadrilater BCEF és:
Secer = Sers + Sees =18 +15=33cm?,

Nota: també podem calcular I'area del rectangle ABCD.

D D
Els triangles DEF, BAF sén semblants i la ra6 de semblanca és 2:3, les arees sén
proporcionals al quadrat de la rad de semblanca:

2
Bo 9
S asF =C=+ Sper =—12=27.
e2g 4

D D — —
Els triangles DEB, AFD tenen la mateixa altura referides a les bases EF, AF,
aleshores:

3
Sarp :ESDEB =18.

L’area del rectangle ABCD és:
Sasco = Soer ¥ Sarp +Sars + Secer =12 +18 +27 +33 =90cm?.



458.- En el quadrat ABCD dibuixem els triangles D
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D D
equilaters ABE, BCF.
Determineu la proporcié entre les arees de la zona
ombrejada i la del quadrat. F

Solucio:
Siga AB = a costat del quadrat.

Siga BPMQ el quadrilater que forma la zona ombrejada. A
BEBC =30°, bFCB =60°, DMBC =45°.

Aleshores, DPMPB =90°, bMBP =15°

— 1==_a ==_+83== _ a3

2 2 2 2

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle BPM:

Eﬁlzgﬁ&g15°=%@><(2- «[5)=2\[§2_ 3a.

Suncg =BP AV =202, 222,32 il

Sasco =%
La proporcio entre les arees de la zona ombrejada BPMQ i la del
guadrat ABCD és:

3
Sepmg Z(Z- 1/5)32 :E(Z- «[3—’).
S ascp a’ 4
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C

459.- En la figura P és el punt mig del segment AQ , Q és el punt mig del

segment BR, R és el punt mig del segment AP, K és el punt mig del
segment PM, L és el punt mig del segment QK , M és el punt mig del

- D
segment RL. Si l'area del triangle ABC és 441cm?, calculeu l'area

D
del triangle KLM.
KoéMalL, K314.

Solucio:
Dos triangles que tenen la mateixa base i altura,
les arees soén iguals.

D
Siga S l'area del triangle KLM.

Skmr = Skm =S
Sekr = Skwr =
Spk. = Skm =S
Shig =Sp =
Sior =Skr =2S
Scrq = Sreq = 7S
Sosc =Sprg = 7S
Sapr = Srpq = 1S
Sarc =Sppr = 7S
Saso =Sacr =14S
S e = 49S. B
441=49S.
Aleshores:

S =9cm?.
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460.- Els angles d’'un hexagon sén iguals i els costats sén iguals a +/3 - J3 i

/9 - 34/3, alternativament. Proveu que I'area de I'hexagon és un natural.
KoMal, C1104.

Solucié: E
La suma dels angles d’un hexagon és 180°(6 - 2) = 720°.

Si tots els angles son iguals, aleshores cadascun d’ells mesura 120°.
Siga ABCDEF I'hexagon angles iguals i costats,

AB=CD=EF =+/3- 43, BC=DE =FA =+/9- 3,/3 .

D D D
Els triangles ABF, CDB, EFA soén iguals, aleshores:
—— —_ D
BF =BD =DF, per tant, el triangle BDF és equilater.
D
L’area de I'hexagon regular és igual a tres vegades I'area del triangle ABF, més l'area
D

del triangle equilater BDF.

D
Calculem l'area del triangle ABF.
D J—
Siga H el peu de l'altura del triangle ABF sobre el costat AB .
DHAF =60°.

Aleshores, FH=-§AF—-— 9- 3.3

D
L’area del triangle ABF és:

J3- «fix“—f—’ 3?]3- J39

S ner :Kéj:.ﬁ: 5 z:g(:g_ \[é)

D
Calculem I'area del triangle equilater BDF.
A= L1AF-19-343
2 2

§F|=K§+Kﬁ:«/3-1/§+m‘m';‘[§.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BHF:
2

2 .

ey § e Jo- 330

BF =FH +BH =?§«/9-3\/§j +g\/3- V3 +_9.§3.‘./_3—: =9- 3.
g e

%)

D
L’area del triangle equilater BDF és:
Sepr = }4?“8.'52 ={§(9_ “fé): %(3“/;’; ) 1)'

L’area de I'hnexagon regular és:
3 3
S ascoer = 3XS agr * Spor = 32(3 B Jé)+z (3\/§ - 1) =

El problema també es podria resoldre amb ajut del teorema del cosinus, per calcular el

D
costat del triangle equilater BDF.



