Problemes de Geometria per a 'ESO
Ricard Peir6 i Estruch

61.- Donat el trapezi isdsceles ABCD de costats paral-lels AD, BC, tal que
AB =CD=a, AC =BD =b, BC =c. Siga M un punt qualsevol de I'arc BC de la

. o . . BM + MC

circumferencia circumscrita al trapezi. Calculey ———.
AM +MD

Shariguin 1182. A
Solucio:
Aplicant el teorema de Tolomeu al quadrilater inscrivible BMCD:
axBM +b XMC = cxMD Q)
Aplicant el teorema de Tolomeu al quadrilater inscrivible BMCA:

b>xBM +a xMC = c xAM (2)

Sumant les expressions (1) (2)
(a+b)BM+MC ) =c(am +MD).
BM+MC _ c

Aleshores, ————— )
AM+MD a+b
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D
62.-Siga el triangle rectangle ABC de la figura i D un punt en la
prolongacio del costat AB .

— D
Calculeu la mesura del segment DF si l'area del triangle CFE és

D P P J—
la meitat de I'area del triangle ABC. AB=6, AC=8, BD=4.
Garcia Ardura 2. prob. 765.

Solucio:
. . D 68
L'area del triangle ABC €S S5 = > =24.

Aleshores S ¢ = _2.2{ =12.

Siga x = AF

Ricard Peiré i Estruch
c

8
E

Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son proporcionals a les bases.

D D
Siga S l'area del triangle AEF, T l'area del triangle ABE.
D D

Els triangle AEF, CFE tenen la mateixa altura, aleshores,
S _ X

= = 1
12 8-x @
. D D -
Els triangle ABE, ADE tenen la mateixa altura, aleshores,
S, _ 10 5
L= = S, g ==T
T 6 " 3
N . D_ 10x
L'area del triangle ADF és S, = - =5x.
Saor = Saer tSape-
S+27T =5x @)
3
_1 -
SABEF - ESABC ! SABEF - SAEF + SABE .
S+T=12 (3)

Considerem el sistema format per les expressions (1) (2) (3):
i85- xS-12x =0
{3S+5T-15x =0.
Is+T=12
I (=34 2+/89

i 5
La solucié del qual és: .lS =34/89

£ T =33- 3489

i

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADF:
.2
_ \/102 ,®4-2890 _ 4012 - 13689
& 5 |

: 5

DF =+/102 + X

[SEER

C
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63.- Les diagonals d’'un trapezi rectangle sén perpendiculars. Demostreu que l'altura
del trapezi és mitja geometrica de les bases.

Gusiev 449.
N

c
Solucio: b
Siga el trapezi ABCD AB, parallela CD, BDAB =90°.
Siga O la intersecci6 de les diagonals.
Siga a =bBDAC.
Per ser les diagonals perpendiculars:
PABO =a .

Per ser AB, CD paral-lels: A
PBDC=a.

D D
Els triangles rectangles ABO, DOA s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

OA _0OD

i (1)

AB AD
D D

Els triangles rectangles DOC, AOD sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

OD OA

e (2)

CD AD

Multiplicant les expressions (1) (2):

OA>OD _ ODxOA

ABxCD  ap®

Aleshores, AB xCD =AD", és a dir, l'altura del trapezi és mitjana geométrica de les
bases.
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64.- En les costats AB, BC i CD del rectangle ABCD, fora d'ell, s’han construit els

D D D
triangles equilaters ABO, , BCO, , CDO, . Demostreu que les distancies que formen

els punts migs dels segments AB, 0,0, i els punts migs dels segments BC, 0,0,

son iguals. 03

Gusiev 470.

Solucio: \
Siga el rectangle ABCD amb les segtients coordenades:

A(00), B(2a,0), C(2a,2b), D(0,20). D <
Les coordenades dels vértex dels triangles equilaters soén:

0,[a-a+3), 0,l2a+b43.b), 0,(a20 +a3) v
Siga P el punt mig del segment AB les seues coordenades son:

P(a,O) A P B

Siga Q el punt mig del segment O,0, les seues coordenades son:

Q653a+bf b- aJ—O

S 2 2 5 o1
S=_ [Ba+by3 af30 _ o
PQ-ng émé Ja? +p?

Siga M el punt mig del segment BC les seues coordenades son:
M(a, b)

Siga N el punt mig del segment 0,0, les seues coordenades son:

6%a+b«/— b+aJ—0

I\‘SZ’Z

5
— \/ 3Ba +b/3 9 ab+a\[—

gm gm a +b2

Aleshores, PQ MN i és igual a la meitat de la diagonal del rectangle.

02
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65.- Proveu que un triangle isosceles amb un angle de 120° pot ser dividiten n3 4
triangles semblants a I'original.

Solucio:
Es suficient demostrar que es poden fer les divisions pera n=4,5,6.
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66.- En un trapezi rectangle les bases paral-leles i costat lateral menor mesuren a, b, c,
respectivament. Calculeu la distancia de la interseccio de les diagonals a les bases i al
costat lateral menor.

Gusiev 81. D .
Solucié:

Siga el trapezi rectangle ABCD, A=90°, AB parallela CD talque  J o
K§=a, Elszb, AD =c.

Siga O la intersecci6 de les diagonals AC, BD.

Siga x = OH laltura del triangle ABO sobre el costat AB (distancia A P

de O al costat AB).
D — —
L’altura del triangle DOC sobre el costat CD és ¢ - x (distancia de O al costat CD).

D D
Els triangles ABO, DOC s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:

x_¢c- X , aleshores la distancia de O al costat AB és x = ac .
a b a+b
La distancia de O al costat CD és c- x =c- 2¢_=_PC

a+b a+b

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle ADC:
AC =+b% +c? .
Siga P la projecci6 de C sobre el costat AB .
D D
Els triangles AHO, APC sbén semblants. Aplicant el teorema de Tales:

Na) o 2 2 2 2
£=-69-—.Aleshores, AO=X“/b e :"Jh/b C .

C b2 +c? C a+b

J— D P
Siga y =0J l'altura del triangle ADO sobre el costat AD (distancia de O al costat
AD).

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AJO:

AO” =y2+x2.
2 (2 2 2n2

abr+ct) 2, BC . Resolent 'equacio en la incognita y:
(a+b)? (a+b)?
_ab

y =

a+b’
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67.- L'altura d’un trapezi isosceles és h i 'angle agut entre les diagonals és 2a .
Determineu la longitud de la paral-lela mitjana del trapezi.
Gusiev 83.

Solucio: L L L
Siga el trapez isosceles ABCD, AB =a paral-lela CD =b, AD =BC.
Siga PQ la paral-lela mitjana del trapezi.

La paral-lela mitjana del trapezi mesura PQ = 3;.

D C

Siga O la intersecci6 de les diagonals.

Siga H la projecci6 de O sobre la base AB. g N
Siga 2a =bBAOD.

D
Per ser el triangle ABO, DOAB =POBA =a. A H

— D
Siga x = OH l'altura del triangle. ABO.

D D
Els triangles ABO, DCO sb6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
X _h-x

a
a+b a
= (1)

2 2X

. Aleshores, a+b = a h.
X

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AHO :
ctga = 2 2)
2X
Substituint I'expressio (2) en I'expressio (1):

Eéz%-b—zhmtga.
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68.- El perimetre d’'un trapezi és igual a 52cm, la base menor mesura 1cm. Calculeu la
seua area si sabem que les diagonals son bisectrius dels angles obtusos.
Gusiev 251.

Solucid:
Siga el trapezi ABCD AB =a parallela CD =1. y
Siga a = CAB, aleshores, bDCB =bPACB =a .

D J—
Aleshores el triangle ABC és isosceles, per tant, BC =a.

Analogament, AD = a, per tant el trapezi és isosceles.
Com el perimetre és 52cm:

1+3a=52.

Aleshores la base major és: a=17cm

Siga H la projeccié de D sobre el costat AB .

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

D
AHD :
HD =VAD - AH =+/17%- 82 =15¢cm.
L’area del trapezi és:

S paco = 5'532192% = -1.7.21-115 =135cm?.
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69.- Dues circumferéncies de radis 4 i 8 cm, amb centres els punts O,,0, és tallen en

els punts C i D. AB és la tangent exterior. Determineu l'area del quadrilater O,BAO,

si sabem que les tangents tracades des del punt C a les dues circumferéncies sén
perpendiculars.
Gusiev 252.

Solucio:
Notem que O,BAO , €s un trapezi rectangle.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle
D
rectangle O,CO, :
0,0, =482 +4% =455
Siga H la projeccio de O, sobre AO, .
HO, =AO, - BO, =8-4=4.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle O,HO, :

HO, =+[4v5) - 42 =8.
L’area del trapezi és:

AO, +BO, ——
Sopno, = o Fn L 5 LHO, = 8;4 8 =48cm?.
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70.- Dues circumferéncies iguals de radi R, i de centres els punts O,,0, son tangents
exteriors. La recta r intersecta les circumferencies en els punts A, B, C, i D de forma
que AB =BC = CD. Determineu l'area del quadrilater O,ADO,.

Gusiev 253.

Solucio:
Si les circumferéncies sén del mateix radii AB = CD la recta r és paral-lela al la recta
0,0,.

El quadrilater O,ADO , €s un trapezi isosceles.

Siga AB =BC =CD =a. v
Siga H la projeccié de O, sobre AB.
Siga J la projeccio de B sobre 0,0, .

Siga h=HO, = JB. o1 J 02
—H:E- 0,0, _3a- 2R

2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHO, :
.2

R? - h? =2 2RO (1)

e 2 g

Considerem el trapezi isosceles O,BCO, .

— 00.-BC 2R.
53-010;-BC_2R-a
2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle O,JB :

.2
R2-hz =ER-20 2
e 2 g

Igualant les expressions (1) (2):

.2 .2
a8a - ZRQ PR~ 29 Resolent 'equacio en la incognita a:

e 2 g e 2 g

a=R 3)
Substituint I'expressio (3) en I'expressio (1):
NEPY

2

Aleshores, la superficie del quadrilater O,ADO, és:

AD+0.0, —
Soo, = 2 75, :3R+3R£R: 5‘/§cm2.

2



