Problema 1

A
Donat el triangle rectangle ABC, A =90° de catets constants.
Siga el punt M del catet AB i el punt N de la hipotenusa BC tal que MN és
perpendicular a AB.

- A
Determineu el valor de AM a fi que I'area del triangle CMN siga maxima.

Problema 2

En un rectangle de perimetre 8, es substitueixen els costats per
semicircumferéncies exteriors. Determineu les dimensions que han de
tindre els costats a fi que 'area de la figura resultant siga minima.
Temes de grau. Problema 1977.

Problema 3

Siguen f(x) = x?, g(x)=x%, x[0,1].

a) Determineu la distancia maxima entre dos punts, cadascun en una de les funcions,
que formen una recta vertical.

b) Determineu la distancia maxima entre dos punts, cadascun en una de les funcions,
que formen una recta horitzontal.

Problema 4 X y
Una fulla de paper de 8cm per 12cm es doblega pel vértex
esquerre superior sobre el costat de la dreta (veure figura)
Quin és el plegat que fa el plec més curt possible, és a dir,
com escollir x per fer minim y. y

Problema 5

Quines dimensions ha de tenir un casso en forma de cilindre d’un
litre de capacitat perqué la superficie total siga minima. Calculeu
la superficie minima




Problema 6

Una piramide quadrangular regular té totes les arestes
iguals.

Determineu el volum del prisma inscrit en la piramide (la
base del prisma pertany a la base de la piramide) de volum
maxim.

Problema 7
Determineu el triangle isdsceles d’area minima circumscrit al rectangle
ABCD de base a i altura b, tal que la base del rectangle pertany al
costat desigual del triangle.

Problema 8
Determineu les mesures d’una piramide regular quadrangular de volum V i superficie
minima.

Problema 9
Des d'un punt P d’'una semicircumferéncia de diametre = =3

AB =2 es dibuixen perpendiculars PC i PD al diametre
i a la tangent a la semicircumferéncia en el punt B.
Siga x = AC. Determineu I'area del trapezi ABDP en

funcio de x.
Determineu el valor de x que fa maxima I'area del

trapezi. A c
Temes de grau. Problema 1972.

Problema 10

La base menor d’'un trapezi rectangular és 12 i el costat oblic 6.

Quin angle ha de tindre el costat oblic i la base a fi que I'area siga maxima.
Calculeu aquesta area.

Proves de grau. Problema 1954.




Problema 1

A
Donat el triangle rectangle ABC, A =90° de catets constants.
Siga el punt M del catet AB i el punt N de la hipotenusa BC tal que MN és
perpendicular a AB.

- A
Determineu el valor de AM a fi que I'area del triangle CMN siga maxima.

Solucio:

A - N
Siga el triangle rectangle ABC de catets AB=c, AC=b.
Siga AM=x.
MB =c—X. [

A A
Els triangles ABC, MBN sén semblants. M

Aplicant el teorema de Tales:
MN :9. _N:E(c—x).
cC—X ¢ c

A
L’area del triangle CMN és:

1 — A

am:%gm—mLXEmml

S(x) = 23(— x? + cx), la funcié és una parabola convexa.
c

El maxim s’assoleix en el vértex.
El vertex de la parabola és:

x=—¢ =E, és a dir en el punt mig del catet AB.
2(-1) 2
La superficie maxima és:

A
S(%j = %bc , és a dir, la quarta part de I'area del triangle ABC.



Problema 2

En un rectangle de perimetre 8, es substitueixen els costats per
semicircumferéncies exteriors. Determineu les dimensions que han de
tindre els costats a fi que 'area de la figura resultant siga minima.
Temes de grau. Problema 1977.

Solucio:
Siga el rectangle ABCD de costat AB=x, BC=4-x.
El radi de les semicircumferéncies de diametres AB, CD és:

r==—.
2
El radi de les semicircumferéncies de diametres BC, AD és:
R=2=X
2
L’area de la figura és igual a la suma de les arees del rectangle i de
dos cercles de radisri R.

2 4 2
su)=m4—xym{§j-H{—éfj,XEkxq.

S(x) = (—1+gjx2 +(4-2n)x+4n.

La funcié és una parabola concava. El minim s’assoleix en el vertex.
—(4-2n
= ( ) =2.

2(—14-“j
2
Aleshores, la superficies minima s’assoleix quan x =y =2 (quadrat).
La superficie minima és S(2) =4+2rn~10.28.

X

sx) A
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1"




Problema 3

Siguen f(x) = x?, g(x)=x%, xe[0,1].

a) Determineu la distancia maxima entre dos punts, cadascun en una de les funcions,
que formen una recta vertical.

b) Determineu la distancia maxima entre dos punts, cadascun en una de les funcions,
que formen una recta horitzontal.

Solucio6:
a) .
Siga B un punt de linterval [0, 1] de I'eix d’abscisses.
Siga OB = x
La recta perpendicular a I'eix d’abscisses que passa pel punt
B talla les corbes f(x)=x?, g(x)=x> enels punts S, R,
respectivament.
La distancia entre R i S és:
d(x) = f(x) - 9(x).
d(x)=x* -x*, xe[0,1].
d'(x) = 2x — 3x°.
d'(x) =0. Resolent 'equacié:
2

X==.
3

d"(x)=2-6x. —

d" [%) =-2<0. Aleshores, x = % €s un maxim relatiu

estricte.
La distancia maxima entre els dos punts s’assoleix quan x = 3 i la distancia maxima

és:
d2)-2.
3) 27

dx) A
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b

S)iga A un punt de l'nterval [0, 1] de I'eix
d’'ordenades.

Siga OA =t.

La recta perpendicular a I'eix d’'ordenades que
passa pel punt A talla les corbes f(x) = x?,

g(x) = x> en els punts P, Q, respectivament.

Les abscisses dels punts P i Q s6n Ny
respectivament.
La distancia entre P i Q és:

dt) =3/t —+t, tefo,1]. 02 ////
1 1
dt)=——=-—=.

(t) 332 2\/¥ A 9,/ -
d(t)=0. 5 05 g
L Resolent I'equacio:

Rz 2t |

-

ozt (2]
RN 3

6
Aleshores, t = (%) €s un maxim relatiu estricte.

6
La distancia maxima entre els dos punts s’assoleix quan t = (gj i la distancia

maxima és
6
d(2] |=2.
3 27
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Problema 4

Una fulla de paper de 8cm per 12cm es doblega pel vértex
esquerre superior sobre el costat de la dreta (veure figura)
Quin és el plegat que fa el plec més curt possible, és a dir,
com escollir x per fer minim y.

Solucio:

Siga el rectangle ABCD AB=8, AD=12.
Siga DF =FG=x, EF = .

Siga Z/DEF = ZFEG = .

/GFC =2a., CF =8—x.

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle DEF :

. X
sino = —.

A
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle CFG :
8=X _ cos20=1-2sin? o,
X

2
8"‘:1—2(% .
X y

3
X 7 Xe[4,8]

y:
6x

x3 _ Bx2
y'= :
3
(x-4)? |-
X_4 20__

y'=0. Resolent 'equacio: x=6.

Estudiant el signe de la primera
derivada. La funcié és decreixent
en x e 4, 6[ icreixenten x e 6, §[,
aleshores, x =6 és un minim relatiu
estricte de la funcio.

Per tant, el plec minim s’assoleix quar 0
y(6) = 6/3 ~10.39cm.

DA - -
¢,
[«2)
~
o +



Soluci6 2:
Siga el rectangle ABCD AB=8, AD=12.
Siga DF =FG=x, EF =y .
CF =8-x.
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CFG :

CG =x?—(8-X)% =4/x—4.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CDG :
DG = /8% +{4vx—4)? =4Vx.

A A
Els triangles rectangles DEF , CDG sén semblants, aplicant el
teorema de Tales:

y 4&

X 4x—4

[ xelas]
=,——, xel4,8
y x—4 <
yie x® —6x?
— .
(x—4)? /L
Xx-4 20 4

y'=0. Resolent 'equacio: x=6.

Estudiant el signe de la primera
derivada. La funcié és decreixent
en x e 4, 6[ icreixenten x e 6, §[,
aleshores, x =6 és un minim relatiu
estricte de la funcio.

>

Per tant, el plec minim s’assoleix quar 0 = =
y(6) = 643 ~10.39cm.



Problema 5

Quines dimensions ha de tenir un casso en forma de cilindre d’un
litre de capacitat perqué la superficie total siga minima. Calculeu
la superficie minima

Solucio:

flitre =1000cm®.

Sigar el radi del cilindre i h I'altura.

El volum del cilindre és:

V=mr?.h.

nr?h =1000 .

ho 10020 (1)
nr

La superficie del casso esta formada per un cercle de radi r i un rectangle de base 2nrr

i altura h. Aleshores I'area total del cilindre és:

S(r,h) = nr? + 2nrh (2)

Substituint I'expressié (1) en I'expressié (2), la funcié a optimitzar és:

S(r)=nr? +2nrw, r>0.
r

sr)=m?+22% 120, so A
2000 +
g 2000
1500 T+
S'(r)=0, 2nr® —2000 = 0. Resolent 'equacié
1000 T+
=3 1000 ~ 6.83cm.
o 500 T
S"(r)2+4000 0 T -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
"
S"[SW/@] >0, aleshores, r =3 1000 ~ 6.83cm és un minim relatiu estricte.
T Tt

Les dimensions del cilindre de superficie minima sén:

_,[1000  _ 1000 /100
T (1000}
7T

La superficie minima és:

2
3{3 @} C .3 (1000) +2900 _ 560.3/7 ~ 439.38cm? .
b T 50

w
aE
o

Notem que %: 1.



Problema 6

Una piramide quadrangular regular té totes les arestes

iguals.

Determineu el volum del prisma inscrit en la piramide (la
base del prisma pertany a la base de la piramide) de volum

maxim.

Solucio:

Siga la piramide quadrarﬁular regular ABCDS que té totes

les arestes iguals a a = AB
AC=aJ2, AS=CS =a.

A
Aleshores, el triangle ACS és rectangle i isosceles,

ZASC =90°.
Siga OS =H altura de la piramide.

(%:%a.

Siga KLMNK’L'M'N’ el prisma inscrit en la piramide. B
Siga KL = x aresta de la base, KK' =h altura del prisma.

Les piramides ABCDS, KLMNS s6n semblants.

L’altura de la piramide KLMNS és O'S = gx .
L’altura del prisma és: h = %(a -X).

J2

El volum del prisma és: V = x? -7(3 —X).

V(x)=%(—x3 +ax2), x €0, a].

V'(x) = % (— 3x? + Zax).

V'(x) =0 . Resolent 'equaci6: x = 2_3a .
V" (x) = V2(-3x +a).
\A (2—;J =-av2 < 0. Aleshores, x = % és

un maxim relatiu estricte.
El volum maxim del prisma s’assoleix quan

2a J2a 1. "
X=—, h=——==—H i el volum maxim
3 23 3
s Vs =—2\/§a3
3 27
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Peraa=1, V(x)=\/72(—x3 +x2).



Problema 7
Determineu el triangle isdsceles d’area minima circumscrit al rectangle
ABCD de base a i altura b, tal que la base del rectangle pertany al
costat desigual del triangle.

Solucio6:
Siga el rectangle ABCD AB=a, AD=b. % -
A
Siga el triangle KLM circumscrit al rectangle.
Siga KA =x.
N A N
Siga PM = h altura del triangle KLM sobre la base KL .
A A
Els triangles rectangles KAD, KPM so6n semblants.
Aplicant el teorema de Tales: M
h b

a x
X+—

2 D
h= E[X + EJ

X 2

A

L’area del triangle KLM:
Szl(a+2x)E x+2. K A P

2 X 2

2 2
S()()294x +4ax+a x>0.
4 X
b 4x? —a?
S'(X)=———7—.
(x) R

S'(x) =0. Resolent 'equacio:

a
X=—.

2

2
S"(x) = bi. s 2= 40 >0, aleshores, x = 2 6s un minim relatiu estricte.
2x° 2) a 2

El triangle isdsceles d’area minima circumscrit al rectangle ABCD s’assoleix quan

a , . . = . — s .. .
X= 2’ és a dir, quan la base és KL = 2a i l'altura PM = 2b i 'area maxima és:

s A
s[ﬂj — 2ab . )
2

15+

-—
0 1 2 3
X

2
Graficapera a=1b=4, S(x)= AT +ax+1



Problema 8
Determineu les mesures d’una piramide regular quadrangular de volum V i superficie
minima.

Solucié:

Siga la piramide regular ABCDS de base el quadrat ABCD de costat AB=a, ialtura
h=0S.

El volum de la piramide és:

velath h=3Y. N
3 a’
Siga M el punt mig de I'aresta AB. ‘\
A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MOS : “
_ A '
I\/lS:%\/4h2+a2 : ‘
M

L’'area de la piramide és:

B
S—a? +4[;a;¢mj.
2
S(a)=a2+,[ 22V +a*, as0.
a
-36V?2 3
| o +2a S(a) A
S'(a)=2a+ .
BV: T
,+a
a
S'(a)=0. 27
2 2
a'\/m = 18\3/ —a®. Resolent 'equacio: 0 = ’ ! ’
a a 0 ! 7 ‘ ”
a3=3\/§V. a=33\/§V- Pera V=1 $S(a)= ®ia
2 2 "

Estudiant el signe de la primera derivada,

a= 3,[ 3\2/5 V és un minim relatiu estricte.

Les dimensions de la piramide de superficie minima i volum V sén:

a=3 %V aresta de la base, i altura h = ?{/%V .

En aquest cas les arestes laterals sén iguals a AS=a= 3,/¥v .




Problema 9
Des d’un punt P d’'una semicircumferéncia de diametre =

AB =2 es dibuixen perpendiculars PC i PD al diametre
i a la tangent a la semicircumferéncia en el punt B.

Siga x = AC . Determineu I'area del trapezi ABDP en
funcié de x.

Determineu el valor de x que fa maxima I'area del

trapezi. A
Temes de grau. Problema 1972.

Solucié:
Siga O el centre de la semicircumferéncia.

(f=|x—1|, PD=CB=2-x.

OP =1.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
OCP :

BD =PC =22 —(x—1)2 =v/-x2 +2x .
L’area del trapezi ABDP és:

SABDF,:%(A_BJrﬁ D=%(4—x)\/—x2+2x.
S(x):%(4—x)\/—x2+2x,xa[0,2]. s A

15T

S(x) = %\/(— X% +2x)4—x)? .

Derivem la funcio: 1.0 T
1-(x-4)2x-7x+4)

S(x)=—= .
2 2 Y
\/( X +2xX4 X) 05
S(x) =0. Resolent 'equacio:
717 .
X = les altres dues solucions no 0.0 : : : : : : . . . .
4 00 02 04 06 08 10 12 14 16 1.8 20

pertanyen a l'interval [0, 2].
Estudiant el signe de la primera derivada en linterval [0, 2].

7-\17
=

La funci6 és estrictament creixent en }O,

La funcid és estrictament decreixent en }

7-\J17
4

74?,2[.
4

Aleshores x = és un maxim de la funcio.

El valor maxim de 'area del trapezi s’assoleix quan x = ~0.7192.

7-17
4

L’area maxima del trapezi és aproximadament:
S(0.7192) ~ 1.5744 .

|

X



Problema 10

La base menor d’un trapezi rectangular és 12 i el costat oblic 6.

Quin angle ha de tindre el costat oblic i la base a fi que I'area siga maxima.
Calculeu aquesta area.

Proves de grau. Problema 1954.

Solucio:
1

D C

A P B

Siga el trapezi ABCD de costats paral-lels AB, CD =12, AD=6.
Siga x = ZDAB entre el costat oblic i la base (en radians).

Siga P la projeccié de D sobre el costat AB.
PB =12, AP=6cosx, DP =BC =6sinx.
L’area del trapezi ABCD és:

S(x)= +(12+12+6cosx)6sinx, xe|0,%|. S b
2 2

S(x) = 18(4 + cosx) sinx. 60 T

Derivem la funcio:

S'(x)=18(20052 x+4cosx—1). 40 T

S'(x)=0.

Resolent 'equacio: 20 T

COSX = # X = arcco{#} ~1.3441r 0 : : : : : :

00 02 04 06 08 10 12
(en graus sexagesimals aproximadament 77°).

S"(arccos[#ﬂ <0, aleshores, x = arcco{#} €s un maxim relatiu
estricte.

Aleshores, I'area maxima del trapezi ABCD s’assoleix quan x = arcco{ [

—2+46
2

'area maxima és:

S[arcco{#ﬁ ~74.10.



