Ricard Peird i Estruch

Problema 1

En el grafics el quadrant de centre O té radi OM=ON=1. N
PQRS és un quadrat.

Per a quins valors de I'angle x I'area de la zona ratllada A és
maxima. 1
Calculeu I'area maxima.

Problema 2

wn
=1
Py

10m

Siga una facana d’'una casa ABCD rectangular de

>
A

\ 4

AB =10m, AD = 6m.
Dues canonades obliqiies AM i BM conflueixen en la

canonada vertical MH (MH mediatriu del costat E).
On hem de situar el punt M a fi que la suma de les
longituds de les tres canonades siga minima.

Problema 3

La base del tetraedre VABC és el triangle rectangle AlgC , A=90°.
L'aresta VB és perpendicular al planol de la base.
Tenim que VB =5dm, BA =4dm, AC =3dm.
Sobre l'aresta BA agafem el punt P tal que PB = x.

Pel punt P tracem un planol perpendicular a I'aresta BA.
Es demana determinar:
a) L’area de la seccid que determina el planol en el
tetraedre.
b) Elvalor de x a fi que aquesta area siga maxima.
c) Elvalor de I'area maxima.
Temes de Grau. Problema 47.

Problema 4
De tots els deltoides ABCD (cometes) de costats constants a=AB=BC,
b=CD=DA

a) quin és el d’area maxima.

b) quin és el cercle inscrit d’area maxima.
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Problema 5

Partim un cordell de 100cm en dos trossos. En el primer construim un quadrat i en el
segon un rectangle tal que la base siga el doble que l'altura. Per on hem de tallar a fi
que la suma de les arees del quadrat i del rectangle siga minima.

Problema 6

Donat un punt A en una circumferéncia es dibuixa la secant BC, paral-lela a la recta
tangent a la circumferencia en A. On hem de dibuixar la secant de manera que l'area

A
del triangle ABC sigui maxima?.

Problema 7

La base d’'una piramide triangular és un triangle equilater de costat 1.

Les altres arestes mesuren a.

Determineu la secci6 de la piramide, perpendicular a la base, d’area maxima.

Problema 8

De tots els prismes regulars quadrangulars inscrits en una
esfera de radi r determineu les dimensions del de major
volum. Calculeu el volum maxim.

Problema 9
En una esfera de radi R quin és el prisma triangular regular inscrit en I'esfera de volum
maxim. Calculeu el volum maxim.

Problema 10

Entre les piramide de n costats regulars amb area constant d’'una cara lateral
determineu I'angle entre la cara lateral i la base de la de volum maxim.
Gusiev, problema 925.

Problema 11

Entre les piramide de n costats regulars amb I'aresta lateral constant determineu
I'angle entre I'aresta lateral i la base de la de volum maxim.

Gusiev, problema 924.

Problema 12

Determineu I'area maxima d’un rectangle tal que un costat és tangent a una
circumferéncia

de radir i els vertexs del costat paral-lels pertanyen a la circumferéncia



Problema 13

Els costats del rectangle ABCD mesuren AB =8, AD =6 .
Siguen els punts E del costat BC i F del costat CD tal que
BE=CF=x.

A
a) Determineu l'area del triangle AEF en funcié de x.

A
b) Determineu I'area minima del triangle AEF.

A
c) Determineu I'area maxima del triangle AEF.

Problema 14
Siga ABCD un quadrat de paper de costat 10.

Siga P un punt del costat BC.

Dobleguem el paper per la recta AP i el punt B determina el punt

Q, com veiem en la figura.
La recta PQ talla el costat CD enel punt R.

A
Calculeu I'area maxima del triangle PCR.

Problema 15

En un quadrant de circumferéncia de centre Airadiriarc BR

s’ha inscrit un trapezi ABCD.
Determineu el valor de I'angle OBAC tal que la l'area del
trapezi siga maxima.

Problema 16

R
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A R
De tots els triangles ABC tal que la base ¢ = AB =6 i altura sobre aquesta base

h. =4, determineu el de perimetre minim.

Problema 17

Determineu el prisma regular de volum maxim inscrit en un
tetraedre regular d’aresta a (una base del prisma pertany a
la cara del tetraedre i els vertexs de I'altra cara pertanyen a
les altres arestes del tetraedre).
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Problema 18

Determineu el prisma regular de volum maxim inscrit en un
octaedre regular d’'aresta a (els vertexs del prisma pertanyen a
les arestes de I'octaedre).

Problema 19

A
Donat el triangle rectangle OAB, O(0, 0) A(a, 0) B(0, b) determineu el pendent de la
recta que passa per O i fa maxima la suma de les distancies dels vertexs AiB a la
recta.

Problema 20

Tres segments circulars s’han tallat d’'una placa metal-lica semicircular per formar un

trapezi. Quines han de ser les dimensions del trapezi per minimitzar la zona tallada?
KéMaL, C1251. Octubre 2014.



Problema 1

En el grafics el quadrant de centre O té radi OM = ON =1. N
PQRS és un quadrat.

Per a quins valors de I'angle x I'area de la zona ratllada A és
maxima. 1
Calculeu I'area maxima.
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Solucio:

Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OgP
PS =sinx, OS = cosX.

L’area del quadrat PQRS és:

Spors = Sin® x, x en radians.

L’area del sector circular de radi 1 i angle x és:

Ssector =§12 _%COSX [sinx.

L'area de la zona ratllada A és:

S= SPQRS - Ssector . S(X) A

S(x) =sin? x - X _sinx[eosx , x O O,E ) 04
2 2 2 ]

03T
S'(x) = 2sinx [tos X —%+%c032 X —%sin2 X.

02+t
S'(x) = 2sinx [Eos X —sin? x.

S'(x)=0. 01T
sinx [f2cos x - sinx) = 0. Resolent 'equacio: |

(@)
<
Py

0.0 —F—"F—"+—

X =0, arctg2 . 00 02 04

S"(x) = 2cos? x — 2sin® x - 2sinx [EOS X .
S"(x) =2 -4sin® x — 2sinx [0S X

S"(0) = 2. Aleshores, x =0 és un minim relatiu estricte.

S"(arctg2) = _?8 <0, x =arctg2 és un maxim relatiu estricte.

L'area maxima de la zona ratllada A, s’assoleix quan x =arctg2 =1.10715, que
correspon aproximadament a I'angle en forma sexagesimal 63°26’6”. L’area maxima

és:

S(arctg2) =1- =0.4464 .

arctg2
2

0.6 0.8 1.0 1.2

14
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Problema 2 10m

Siga una facana d’'una casa ABCD rectangular de A >
AB =10m, AD = 6m. 1

Dues canonades obliquies AM i BM conflueixen en la

canonada vertical MH (MH mediatriu del costat E). om M

On hem de situar el punt M a fi que la suma de les

longituds de les tres canonades siga minima. J

Solucié ? :

Siga HM = x.

Siga P la projeccié de M sobre la vertical BC.

ﬁ =6-X. < 10m >
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle )\A

Mé’B :

Wz\/52+(6—x)2 =/61-12x+x2 . 6m M

La suma de la longitud de les tres canonades és:

L(x) = x +2Vx? -12x +61, x0[0, 6]. v

2x —12 D H

Vx2 -12x +61 .

L'(x) =1+

L'(x)=0.

1+&=0, 12 -2x =4/x%? -12x +61.
VxZ -12x +61

Resolent I'equacio: T
16 T
X:18—5J§
—s

L"(x) = 50 . 15T

(x? =12 + 61/ x? —12x +61
Lo 1875V3 ~5V3 >0, aleshores, x = 18-5v3 ~5V3 1T

3 3
és un minim relatiu estricte. 13 e | |
El minim de la suma de les longituds de les 0 1 2 3 4 5 6

canonades s’assoleix quan el punt M es troba

en la mediatriu del costat AB a una distancia x = ~3.11m del terraila

18 -5y3
=37

18 -543
3

longitud maxima és L =53 +6 = 14.66m.

Notem que en aquest cas UAMB =120°. Per tant el tres angles que formen les
canonades son de 120°.



Problema 3

A
La base del tetraedre VABC és el triangle rectangle ABC, A =90°.

L'aresta VB és perpendicular al planol de la base.
Tenim que VB =5dm, BA =4dm, AC =3dm.
Sobre I'aresta BA agafem el punt P tal que PB=x.
Pel punt P tracem un planol perpendicular a I'aresta BA.
Es demana determinar:
d) L'area de la seccid que determina el planol en el
tetraedre.
e) Elvalor de x a fi que aquesta area siga maxima.
f) El valor de I'area maxima.
Temes de Grau. Problema 47.

Solucio:

BC=5, AV =441, CV=5/2.
Vegem que la secci6 és el rectangle PQRS:
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Notem que PS és perpendicular a BA i QR és perpendicular a BC i PQ és paral-lel

a CA.

A A
Aplicant el teorema de Tales als triangles semblants ABV , APS:

PS.

:E, Aleshores, PS :5(4—x).
4-x 4 4

A A
Aplicant el teorema de Tales als triangles semblants ABC, PBQ:

£ :E, Aleshores, CQ =§(4—X)-
4-x 4 4

A A
El triangle CQR és rectangle i isdsceles com el triangle CBV :
Aleshores, @ = C_Q = %(4 -X).

Aleshores, PS = QR i PQ és perpendicular a PS ia QR.

Per tant, PQRS és un rectangle.
A A

Aplicant el teorema de Tales als triangles semblants ABC, PBQ:

PQ_3 , Aleshores, % = Ex :

X 4 4 A
L'area del rectangle PQRS és: S(x)
SPQRS:@[%:%XBZM—X). N
S(x)=%(—x2+4x), x0[0, 4]. 2

La funcié és una parabola convexa.
El maxim s’assoleix en el vertex, és a dir,
guan x =2 il'area maxima és:

0 + }
s(2) =% - 3.75dm? 0 1
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Problema 4
De tots els deltoides ABCD (cometes) de costats constants a=AB=BC,
b=CD=DA

a) quin és el d’'area maxima.

b) quin és el cercle inscrit d'area maxima.

Solucié:

a)

Siga a =0OBAD.

L'area del cometa és: C

S(a) =ab$ina, al [O, T[].
L’area maxima s’assoleix quan o =90°.

L'area maxima és S(gj =ab

D
S(X) 1
10 B
8
6
4
2
0 f } - —
0 1 2 3
X
a=4,b=3 S(x)=12sinx c O
b) o )
Siga r = OT radi de la circumferéncia inscrita al cometa.
L’area del cometa és:
1 1
S=2S +2S =2—ar+2=br.
ABO ADO 2 2 D
S=ablsina.
ablsina =(a+b)r.
ab . r(x) A
r(a) =———sina, a 0|0, .
a+b 154
El radi maxim s’assoleix quan a =90°.
El radi maxim és r(a) = a—bsina . 107
atb
05T
0.0 : :
0 1 2

a=4,b=3, r(x) :%sinx
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Problema5

Partim un cordell de 100cm en dos trossos. En el primer construim un quadrat i en el
segon un rectangle tal que la base siga el doble que l'altura. Per on hem de tallar a fi
gque la suma de les arees del quadrat i del rectangle siga minima.

Solucié:
A P B
N M
F E
K L C D

Siga AB =100 el cordell.

Siga AP =X el perimetre del triangle (P el punt de tall del cordell).
El perimetre del rectangle és PB =100 - x

Siga el quadrat KLMN format amb el tros AP . El seu costat és:

KL=2.
4

Siga CDEF el rectangle format am el tros PB.
Sigay= CF altura, aleshores, CD = 2y.
El perimetre del rectangle és:
6y =100 —x . Aillant y:
100 -x
5
La suma de les arees del quadrat i del rectangle és:

S(x,y) = G} +2y2.

2 2
S(x) = GJ + 2(10%_ XJ , x0[0,100].

S(X

S(x) = 17x2 - 1600x +80000). % o0

144 1
La funcio és una parabola concava. 200 1
El seu minim s’assoleix en el vertex.
El vertex del la parabola és: 200 1
x=@=47.060m. | L

17 0= T

L'area minima és;:

S 800 :M294.120m2.
17 17

N T N T T T T N T N T N T N
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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Problema 6

Donat un punt A en una circumferencia es dibuixa la secant BC, paral-lela a la recta
tangent a la circumferéncia en A. On hem de dibuixar la secant de manera que l'area

A
del triangle ABC sigui maxima?.
Solucio:
Siga la circumferéncia de centre O i radi R.

La recta OA és perpendicular a la recta tangent a la circumferéncia en el punt A.
La recta perpendicular a la recta BC que passa per O passa pel punt mig M del

segment BC.

A -
Aleshores, el triangle ABC és isosceles, AB = AC.
Siga a =[BAC.

OABC = 900—%.

A
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
AB

sin[90°—aj
2

AB = 2R Eos%.

=2R.

A
L’area del triangle ABC és:

2
S, = ABIAC Bina = = 2R t0s 2| sina.
2 2 2
S(a) :2chosz(%J Bina, a 00, .

S(a) = ZRZH%E‘Bina.

S(a) = R?(sina +sina [tosa).
S'(a) = Rz(cosa +2cos’a —1).
S'(a)=0.
2cos?a+cosa-1=0.

Resolent I'equacio:

T
a=—.
3

S"(a) =R?(-sina +4cosa &ina), S(gj <0.

T, . . )
Aleshores, a =§ és un maxim relatiu estricte.

A
L'area maxima s’'assoleix quan el triangle ABC és equilater.
Per dibuixar el triangle a partir del punt A dibuixariem un triangle equilater inscrit en la
circumferéncia.
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Problema 7

La base d'una piramide triangular és un triangle equilater de costat 1.

Les altres arestes mesuren a.

Determineu la secci6 de la piramide, perpendicular a la base, d’area maxima.

Solucié:

Siga la piramide ABCD de base el triangle equilater AlgC de costat AB =1.

Siga AD =BD =CD.

La piramide és recta. Siga OD =b, altura de la piramide. O és el baricentre de la base.
L'area maxima és igual a la secci6 IJKL, trapezi isosceles.
L'aresta AB és paral-lela al costat KL.

Siga CK =CL =LK =X.

Siga M el punt mig de l'aresta E_

Siga T el punt mig del segment KL .

Siga P el punt mig del segment 1J.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CMA :

/3

2

2|
<

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CTL :

cT-Y3, mr-¥8
2

3
T= T="2(1-x).
2( )

A N
Aplicant la propietat del baricentre al triangle ABC: CO = ?3 , OM = ?3

A -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COD: b =0D =% 9a%-3.
Siga c = DM.

A A
Els triangles rectangles DOM, PTM. Aplicant el teorema de Tales:

PT =3b(1-X), PM =3c(1-x).

A A
Els triangles rectangles ABD, 1JD. Aplicant el teorema de Tales:

1J=3x-2.
L'area del trapezi IJKL és:
Sy = KL2+ IJP—T _ 3X —22 + X 3b(1-x).

S(x) = 3b(2x ~1)(1-x) = 3b(-2x2 +3x - 1), x DE, 1} .

La funcio és una parabola convexa.

N ) R 3
El maxim s’assoleix en el vertex, x = Z.

L'area maxima és: S 3= 3b1 - 9a%-3.
4 8 8
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Problema 8

De tots els prismes regulars quadrangulars inscrits en una
esfera de radi r determineu les dimensions del de major
volum. Calculeu el volum maxim.

Solucio:

Siga ABCDA'B’C’D’ el prisma regular quadrangular.
Siga a = AB aresta de la base.

Siga AA'=h altura.

Siga O el centre de l'esfera.

O és el punt mig de les diagonals.

Siga M el punt mig de l'aresta lateral AA'.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AéC :
AC=avy2.

— 11— 2

OM=-AC=——a.
2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMA':
2 2
2 o[2, +[n |
2 2
a’ :%(4r2 —hz).

El volum del prisma és:
V =a®h.

v(h) =%(4r2 ~h?)h, hoo, 21].

V'(h):%(—fshz +ar?).

V'(h)=0 si h :¥r.
V"(h) =-3h. V"(%r} <0. Aleshores, h = %r €s un maxim relatiu estricte.

23 . 23

El volum maxim del prisma s’assoleix quan h = Tr ia= Tr , és a dir quan el

prisma és un cub.

3
El volum maxim és V,,,, = L%r} :¥r3.
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Problema 9
En una esfera de radi R quin és el prisma triangular regular inscrit en I'esfera de volum
maxim. Calculeu el volum maxim.

Solucio:

Siga 'esfera de centre O i radi R.

Siga ABCA'B’C’ el prisma regular triangular inscrit en I'esfera.

Siga AB =a aresta de la base, AA' =h altura.

La perpendicular a la base del prisma que passa pel centre de la esfera talla la base

A
en el baricentre G del triangle equilater ABC.

26=Y3, 06-N Ga=r.
3 2

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AGO :
2 2
R2 = Ea +[D .
3 2

a’ =%(12R2 —3h2).

El volum del prisma ABCA'B'C’ és:

V3

V ="2a%h.
4

V(h) = %(4R2h —h3), ho[o, 2R].

Derivant la funcio:

V'(h) :%(ma2 ~3n2).

243

V'(h) =0. Resolent 'equacié, h = TR'
V' (h) = —zgﬁh' V"(%Rj <0.

243

Aleshores, h = TR és un maxim relatiu de la funcio.

El volum maxim del prisma inscrit en I'esfera de radi R s’assoleix quan L'altura és

h:¥R i 'aresta de la base és a=R\/§.
2) V3

El volum maxim és V(gh :Tazh =R3.
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Problema 10

Entre les piramide de n costats regulars amb area constant d’'una cara lateral
determineu I'angle entre la cara lateral i la base de la de volum maxim.
GuUsiev, problema 925.

Solucio:

Siga AB =a aresta de la base. Siga O en centre de la base.
Siga P el vértex de la piramide.

Siga OP =h altura de la piramide.

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

Siga a = JOMP l'angle entre la cara lateral i la base.

Siga S l'area de la cara lateral.

UAOM = —

A P
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMO: OM = %th—T.
n

A
Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle OMP :
——tg Dlga PM = —tg GL
n cosa

L'area de la cara lateral ABP és S:

_ tg—

s=lapm=—nar 1 52295 5

2 4 cosa

tg—
— nig—
L’area de la base de la piramide és: S, = na ;OM = 2 N a2,
El volum de la piramide és:
n[ltg tg

V:ESth:1 n A4S osamn |25 cosa =2 tg'S®/sin? a [tosa .

3 3 4 2 i 3 n

]
tg—

n
El maxim del volum s’assoleix en el maxim de la funcioé:

f(a) = sin® a [kosa, o D[O, g} .

f'(a) = sinO((Zcos2 a —sin? 0().

V6

f'(a)=0, tg?a =2, a :arctg\/?. En aquest cas, sina = 3 cos g

o=
f"((x):COSC((ZCOSZC(—7Sin2 0(). "(arctg\/_)—g(g—ng <0.

Aleshores, a = arctg\/E €s un maxim relatiu estricte.
El volum maxim de la piramide s’assoleix quan I'angle diedre de 'aresta de la base és

o =arctgy/2 .



Ricard Peird i Estruch

Problema 11

Entre les piramide de n costats regulars amb l'aresta lateral constant determineu
I'angle entre I'aresta lateral i la base de la de volum maxim.

GuUsiev, problema 924.

Solucio:

Siga AB =a aresta de la base. Siga O en centre de la base.
Siga P el vértex de la piramide.

Siga OP =h altura de la piramide.

Siga M el punt mig de l'aresta AB.

Siga a = JOBP l'angle entre I'aresta lateral i la base.

Sigad= AP =BP aresta lateral.

OAOM = 2%
n

A P
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMO: OM = %th—T.
n

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle OBP :

. ,@=d[¢osa.
h=dl[sina

A
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle BMO -

a=2[DB E‘sinE =2d E%iancosa

n n
— ng—
L’area de la base de la piramide és: S, = na ;OM = 2 a®.
El volum de la piramide és:
1 1" [ﬁgﬂ s 2 n, m T TT
==S, h== N|2din—Eosa | dBina = —tg— &in? ——d° Bina [cos? a
3 3 4 n 3 °n nn

El maxim del volum s’assoleix en el maxim de la funcio:
. 2 T
f(a) =sina [tos“ a, a O’E .

f'(a) = coso((cos2 a - 2sin? a).
2 V3
3

f'(a) =0, tg’a =%, a =arctg7. En aquest cas, sina =

V2)_3(2_7
f'(a) = sin(J((ZSin2 o —-7cos’ 0(). f"(arctg7 = ?(E _gj <0

9,

, COSO =
3

2 s . ,
Aleshores, a = arctg— és un maxim relatiu estricte.

El volum maxim de la piramide s’assoleix quan I'angle de I'aresta lateral i la base

és:a = arctg—2
: >
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Problema 12

Determineu I'area maxima d’un rectangle tal que un costat és tangent a una
circumferéncia

de radi r i els vertexs del costat paral-lels pertanyen a la circumferencia

Solucio:

Siga la circumferéncia de centre O i radir.
Siga el rectangle ABCD tal que el costat AD és tangent a la circumferéencia i els
vértexs del costat BC pertanyen a la circumferéncia.

Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia i el costat AD. T és el punt mig del
costat AD.

Siga M el punt mig del costat BC.
Siga AD=2c. CM=c.

A
Aplicant el teorema del cosinus al triangle rectangle OMC::
OM =+r2 -c?.

AB=0OT+OM=r++r2-c2 .

L'area del rectangle ABCD és: 5
S(c) = 2c(r +4r? —CZJ , cofo,c].

Derivant la funcio:
2 _on2
S'(c)=2 r+i :
\r? —c?
2 _ .2
S(c)=0, r+ =2 _o.
\r2 —c?
V3

Resolent I'equacio: ¢ = 7r.

2 \/g

S"(c) = -4 cr . S“(—r] <0.
(rz _Cz) /rz —c2 2

B3

Aleshores, el maxim s’assoleix quan ¢ = 7r.

Les mesures del rectangle d’area maxima son:

. L 343 | sir=2
L’area maxima és:S,, = r\/§ B:ir ==Y 2,
M 2 2 S(x)=2x(2+V4—x2)

A
Notem que en aquest cas el triangle TBC és equilater.

v
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Problema 13
Els costats del rectangle ABCD mesuren AB=8, AD=6.

. — . —— F X
Siguen els punts E del costat BC i F del costat CD tal que D ¢
BE =CF =x.

A E

a) Determineu l'area del triangle AEF en funci6 de x. 6

A
b) Determineu I'area minima del triangle AEF. X

A
c) Determineu I'area maxima del triangle AEF. A . 5
Solucio:
a)

A
L’area del triangle AEF és:

SAEF = SABCD - (SABE + SCEF + SDAF)'

S(x) =48 —(%SX +%x(6 =X) +%6(8 —X)J .

S(x)=%x2 -4x+24, x0|o, 6].

b)
La funcio és una parabola concava el minim s’assoleix en el vértex de la parabola:

x="CH g x = 40]o, 6].
o1
2

El minim s’assoleix quan x =4, I'area minima és S(4) =16.

c

E)I maxim de la parabola s’assoleix en els extrems del domini de la funcié.

S(0)=24.

S(6) =18.

El maxim s’assoleix quan x =0 il'area maxima és S(0) = 24, la meitat del rectangle
ABCD.

y A

20T

151
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Problema 14 P c
Siga ABCD un quadrat de paper de costat 10. B
Siga P un punt del costat BC. 5
Dobleguem el paper per la recta AP i el punt B determina el punt
Q, com veiem en la figura. R
La recta PQ talla el costat CD enel punt R.
Calculeu I'area maxima del triangle P(AZR.

A D
Solucio:
Siga el quadra ABCD de costat AB =10.
Siga BP =x. B P C
Aleshores, PQ =BP, AQ = AB =10. JABP = JAQP =90°. Q
OAQR =90°.
AQ=AD. R
Aleshores, els triangles rectangles ACA)R, ASR son iguals.
Per tant, DR :@ =Y.
Ezlo—x, azlo—y.

A D

A
L’area del triangle rectangle PCR és:

S(x,y) = %(10 ~X)(10-y).

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle P(A:R ;
(10-x)* +(10-y)* =(x +y)*.
_ 100 -10x
X +10

A
L'area del triangle rectangle PCR és: y A

100—10xj' x0[0,10]. s

S(x) = %(10 - x)(lo -2

200x — 20x2 10T

x +10

1 -20x? - 400x + 2000
2 (x +10)?2 ' 0
S'(x) =0, —20x? - 400x + 2000 = 0. Resolent X
'equacio:

x =-10+10v2. En aquestcas y =-10 +10+/2.

S (10 +10«/§)< 0, aleshores, x = -10 +104/2 és un maxim relatiu estricte.

S(x) =%

S'(x) =

v

A
El valor maxim de I'area del triangle PCR, s’assoleix quan x = -10 +1042.
L'area maxima és: S{10 +10+2)= 300 - 20042 .



Problema 15

En un quadrant de circumferéncia de centre Airadir i arc BR
s’ha inscrit un trapezi ABCD.

Determineu el valor de I'angle OBAC tal que la I'area del
trapezi siga maxima.

Ricard Peird i Estruch

C
Solucio:
Siga a =[BAC.
CD =r[tosaq.
AD =r &ina. B
L’area del trapezi ABCD és:
S - AB +CD AD
2
S(a) =%(r +r E:osa)r ina, o D[O, g}
I,2
S(a) =?(1+ cosa)sina.
Derivant la funcio:
I,2
S'(a) =?(—sin2 a +cosa +cos? a).
I,2
S'(a) =?(c0320( +cosa).
S'(a)=0.
cos2a = —-cosa . Resolent 'equacio:
LS
a=—.
3
r2
S"(a) =?(—23in20( —sina).
n T[ T[ 7 Y . . .
S (gj <0, aleshores, a =§ €s un maxim relatiu estricte.
El maxim s’assoleix quan a :1—T, y A
0.6 T
i 'area maxima és: o5l
S(Ej _33 . ool
3 8 T
0.3
0.2+
0.1+
0.0 F——"F———"F——F+—+——F—+—F—+—F+—+—F——m
00 02 04 06 08 10 12 1.4
X

r=1

S(x)%(1+ cos x)sinx
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Problema 16

A PR
De tots els triangles ABC tal que la base ¢ = AB = 6 i altura sobre aquesta base
h. =4, determineu el de perimetre minim.

Solucio 1:

Tots el triangles tenen el vertex C sobre una recta r paral-lela al costat AB auna
distancia h, .

Siga A’ el punt simétric de A respecte de larectar.

La recta que passa per A’ i B talla la recta r en el punt C.

Vegem que aquest C és el que fa minim el perimetre dels triangles.

La recta r és mediatriu del segment AA'.

AC=AC
Siga C’ un punt qualsevol de la rectarr.
AC'=AC'.

A
El perimetre del triangle ABC' és:
Puc =AB+AC +BC = AB+A'C' +BC'.

A
Aplicant la desigualtat triangular al triangle A'BC'
A'C'+BC'2A'B.
Pue =AB+A'C+BC'2AB+A'B=AB+A'C+CB=P,...

Siga M el punt mig del segment AA'.

Larectar és paral-lela mitjana del triangle AI§A' .

Aleshores, MC = %E aleshores, el triangle AéC és isosceles, AC =BC.
Siga H el peu de l'altura referida al vertex C.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AHC:

— — C
AC=BC =5.

El perimetre minim és P,gc =6+5+5=16.

Solucio 2:

h, =CH . Siga x=AH, BH=c - x. A .

b=4x?+h,%,a=4(c-x)?+h7.

El perimetre del triangle és:
P(X)=c+yx2 +h. % +4/(c-x)? +h.2 .

X + X—C .
P2 +h? Jc-x)? +h?

P(x)=0, ——— =X

S +h?  Je-x?+h?

P'(x) =




Resolent I'equacio:

C
X=—.
2
2 2
P"(X) - hC + hC

(x2 +h.? L/x2 +h.? ((x—c)2 +h.? L/(x—c)2 +h.?

P(%J > 0. Aleshores, x =% €s un minim relatiu.

Sibase c=AB=6 h_ =4, P(gj=6+5+5=16.

y A

P(x) = 6 +/x2 +16 +\/(6—x)2 +16 .

Ricard Peird i Estruch
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Problema 17

Determineu el prisma regular de volum maxim inscrit en un
tetraedre regular d’aresta a (una base del prisma pertany a
la cara del tetraedre i els vertexs de l'altra cara pertanyen a
les altres arestes del tetraedre).

Solucio:
Siga el tetraedre regular ABCD d'aresta AB =a.

A
Siga G el baricentre del triangle equilater ABC :

G4

G
3

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AGD:

NG

GD="a.

3
Siga KLMK’L'M’ el prisma inscrit en el tetraedre ABCD.
Siga KL = x base del prisma, KK' = y altura del prisma.
DK'=K'L' =KL =x.
AK' =a-x.

A A
Els triangles rectangles AGD, AKK' sén semblants.
Aplicant el teorema de Tales:

y a-x J6

—_— . y=—(@-x).
\/fa a 3

El volum del prisma és:

EXZ V3 246 \/E(—x3+ax2).

y="x 2 (@-x) =

V

prisma 4 4 3 T
V(x) =g(—x3 +ax2), x 00, a].
V'(X) =g(— 3x% + 2ax).

V'(x)=0, —3x% +2ax =0, xzéa.

J2 2 V2

V'(Xx)=—(-3x+a), V'|-a|=—-—a<0. Aleshores, x = ga €s un maxim relatiu
2 3 6 3

estricte.

Les dimensions del prisma de volum maxim sén: I'aresta de la base x = ga i l'altura

J6
= "3a.
y 9
El volum maxim és V =£a3.

max 27
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Problema 18

Determineu el prisma regular de volum maxim inscrit en un
octaedre regular d’aresta a (els vertexs del prisma pertanyen a
les arestes de I'octaedre).

Solucio:
Siga ABCDEF I'octaedre regular d’aresta AB =a.
OEAF =90°.
Siga KLMNK'L’'M'N’ el prisma inscrit en 'octaedre ABCDEFF.
Siga KL = x base del prisma, KK' = y altura del prisma.
EK'=K'L'=KL =x.
AK'=a-x.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AKK':
y=@-xn2.
El volum del prisma és:
Vyisma = X2y =x%(@=-xW2 = (— x® + axz)\/E :
V(X) = (—x3 +ax2 N2, x0/o, a.
V'(x) = (— 3x? +2ax)\/§. A
V'(x)=0, —-3x?+2ax =0, x =%a.
2 J _ 22

V" (x) = 2\/5(—3x +a), V" (ga Tza <0. Aleshores,

2 " , ,
X= ga €s un maxim relatiu estricte.

Les dimensions del prisma de volum maxim sén: 'aresta de la base x = ga i l'altura

J2
= Za.
y 3
El volum maxim és V.., :ﬂas.

27
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Problema 19

A
Donat el triangle rectangle OAB, O(0, 0) A(a, 0) B(0, b) determineu el pendent de la
recta que passa per O i fa maxima la suma de les distancies dels vertexs AiB a la
recta.

Solucio:
Siga r =mx +y =0 qualsevol recta que passa per O menys larecta s=x=0.
Les distancies de Ai B a la recta r son:

|ma| b
J1+m? ' J1+m?
La suma de les distancies de Ai B alarectar és: B
;(ma+b) sim=0
f(m) = V1+m?
1

———=(-ma+b) sim<0
V1+m? B’
La funci6 derivada és:

a-bm sim>0

1+m? N1+m? A
f'(m) = ( b . Notem que en m =0 no és
-a-m

(1+m2)\/m

derivable.

sim<0 A

Fx)=0sim=2 m=-2
b b

—b(1+m2 N1+m? -(a-bm)3myl+m?
(1+m2)3 sim>0
£ (m) = .
™ —b(1+m2 N1+m? -(-a-bm)3my1+m?
(1+m2)3 sim<0

f"(%j = f"(—gj < 0.Aleshores, m =% , m= —% sOn maxims relatius estrictes.

(-

b
Notem que els pendents que fan maxim la suma

o a : :
de distancies és m = 5 (altura del triangle) i

a . . L.
m= _B i la suma maxima és igual a la mesura

de la hipotenusa.

Nota: Larecta s=x=0 olarectay=0,
una d’aquestes, és el minim de la suma.
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Problema 20

Tres segments circulars s’han tallat d'una placa metal-lica semicircular per formar un

trapezi. Quines han de ser les dimensions del trapezi per minimitzar la zona tallada?
KdMal, C1251. Octubre 2014.

Soluci6 1:

Siga la semicircumferéncia de diametre AB = 2R i centre O.
Siga el trapezi ABCD inscrit en la semicircumferencia.

Siga OBAD =a . D C
OAOD =180°-2a .

Siga P la projecci6 de D sobre el diametre AB.

Aplicant raons trigopnométriques al triangle rectangle OIgD: A
OP =R [¢0s(180°-20) = -R [0S 20 .

PD =R [3in(180°-20) = R ($in 20..

Cd = 20P = -2R [0S 201

L’area del trapezi és:

S e = AB+CD$ _ 2R - 2R [¢tos 2a R 3N 20 |
2 2

S(a) = R?(sin2a - sin2a [€0s2a), o D{O, g} :

S'(a) = R2(200320( - 2cos? 20 +25sin? 0().
S'(a) = 2R2(00320( -2cos? 2a +1).
S'(a)=0, cos2a-2cos?’2a+1=0.

Resolent I'equacio:

cos 20 :—1, =1—T.
2 3

cos2a =1, a =0.En aquest cas el trapezi no existeix)
S"(a) = 4R?(-sin2a +sin4a)

T T y A
S(Ej = -2/3R2 <0. Aleshores, o = 3 ésun 121
10T
La superficie maxima s’assoleix quan el trapez o8+
60° amb el diametre de la semicircumferencia. 06 1
L'area maxima és S| :ﬁRZ. 04T
3 4 02+

0.0 - t 1 1

00 02 04 06 08 10 12 14
y =sin(2x) — sin(2x) cos(2x)
R=1
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Solucio 2:

Siga la semicircumferencia de diametre AB = 2R i centre O.
Siga el trapezi ABCD inscrit en la semicircumferencia.

Siga Q la projecci6é de C sobre el diametre AB.
Siga OQ =x.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OQC :
CQ=vVR?-x2.
CD=2[CQ=2JR?-x2. A o o B
L'area del trapezi és:

AB+CD == 2R+2x
Speep =——=——CQ =

R2 —x2 .

S(x) = (R+xWR? =x® =+/-4x* - 2Rx® +2R*x +R* , x0[0,R].
El maxim de la funcié S(x) s’assoleix en el maxim de la funcié
f(x) = —4x* —=2Rx® +2R3x +R*, ja que la funcié y = /x és continua i creixent.

f'(x) = -4x® - 6Rx? + 2R®. Factoritzant el polinomi:
f'(x) = —4(x —%j(x +R)*, xO[0,R].

1 R 2 i) 1A
f'(x)=0, |x 5 (x + R) =0. Resolent I'equacio:
X=—.

f'(x) = -12x% -12R.

f(gj <0, aleshores, x =— és un maxim relatiu de la funcié S(x).

N |0

. .. , . R
La superficie maxima s'assoleix quan x = >

Rj=3:1/§R2.

L'area maxima és S(E

y =(1+x)V1-x*

R=1



