Ricard Peird i Estruch

Problemes d’optimitzacio 2017

Problema 1

A
Siga ABC un triangle rectangle d’area constant S.
Siguen D, E, F els centres dels quadrats dibuixats sobre I'exterior dels costats del
triangle.

A A
Calculeu les dimensions del triangle ABC que fa minima I'area del triangle DEF .
A
Calculeu I'area minima de DEF .
Problema 2

La seccié axial d’'un cilindre el seu perimetre mesura 90cm.
Determineu el volum maxim del cilindre.

Problema 3

Un triangle isdsceles de perimetre 20 cm és gira sobre la seua base.
Quina és el maxim volum possible del doble con obtingut.

KoéMaL, C1377

Problema 4

En la figura hi ha una circumferéncia de radi R i dues
circumferéncies tangents que tenen el centre en un diametre
(veure figura).

Quina és la maxima area ombrejada de la figura al variar les
circumferéncies interiors?.
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Problema 5
Donat el paral-lelogram ALMN determineu la recta que passa pels vertex M i talla les

C

prolongacions dels costats AL, AN en els punts B i C, respectivament, i que I'area

A
del triangle ABC siga minima.

Problema 6
Determineu les mesures del triangle isdsceles inscrit en una circumferéncia de radi R
tal que la suma de la base i I'altura siga maxima. Calculeu la suma maxima.

Problema 7

Donada la piramide quadrangular regular d’aresta de la base a i
altura h, determineu les dimensions del prisma quadrangular
regular (base un quadrat) inscrit en la piramide de volum maxim.

Problema 8

Considerem els punts A(0, 0), 8(4, —iJ.

NE]

Determineu el punt C, del primer quadrat de x? +y? =81 tal

A
que és maxima I'area del triangle ABC.
Calculeu l'area i el perimetre d’aquest triangle.
Calendari, mar¢ 2017.




Ricard Peird i Estruch

Problema 9

El costat desigual d’un triangle isdsceles mesura 12 m, i I'altura sobre aquest costat és
de5m.

a) Donat un punt arbitrari sobre aquesta altura, obtingueu una expressio de la suma de
les distancies d’aquest punt a cada un dels vértexs del triangle.

b) Determineu els punts sobre I'altura que compleixen que la suma de les distancies
als tres vertexs del triangle siga maxima i els punts per als quals siga minima.

Pau’s 2000 Catalunya.

Problema 10

Donat un cercle de radi 10 retallem un sector AOB d’angle x = ZAOB per formar un
con.

a) Calculeu el volum del con en funcio de I'angle x = Z/AOB.

b) Calculeu el valor de I'angle x = ZAOB que fa maxim el volum del con.
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Problema 1

A
Siga ABC un triangle rectangle d’area constant S.
Siguen D, E, F els centres dels quadrats dibuixats sobre I'exterior dels costats del
triangle.

A A
Calculeu les dimensions del triangle ABC que fa minima I'area del triangle DEF .

A
Calculeu 'area minima de DEF .

Solucio:

A
Siga el triangle rectangle ABC, A=90°. S,gc = %bc =S.

Siguen D, E, F els centres dels quadrats dibuixats sobre els costats %, AC i ATB,

respectivament. -
Notem que E, A i F estan alineats.
J2 J2 J2

CE=AE=""b, AF=BF=""c,CD=BD=""a.
2 2 2

ZECD =90°+C, ZBBD = 90°+B

L’area del pentagon CEFBD és igual a la quarta part de les arees D
A
dels tres quadrats més I"area del triangle ABC: <
Sceren =£(a2+b2 +c2)+lbc. E
4 2
. A, =

L’area del triangle CDE és: A
S = 1¥2592 1 Giniagercy = LanP - Lpe,

22 2 4 a 4

A

L’area del triangle FBD és: F
Srap = 1ﬁcﬁa-sin(QO%B) lacCodee

22 2 4 a 4

A
L’area del triangle DEF és igual a I'area del pentagon CEFBD menys la suma de les

A A
arees dels triangles CDE , FBD :

1 1 1 1
Soer = Scerso — (Scor +SFBD)=Z(a2 +b? +02)+Ebc—(zb2 +Zc2j.

1,, 1, 1 1 2
S =—b“+=c“+=bc==(b+c)°.
DEF 4 4 2 4( )

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:

b+c>2vbc, la igualtat s’assoleix quan b=c.

Sper =%(b+c)2 z%(zﬂ)z =2(%bcj _2s.

A
El triangle que fa minima I'area del triangle DEF és el triangle rectangle isosceles
A
ABC, b=c=+2S,

A
L’area minima de DEF és S =2S.
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Problema 2
La seccié axial d’'un cilindre el seu perimetre mesura 90cm.
Determineu el volum maxim del cilindre.

Solucié:
La seccid axial és la que passa per 'eix de simetria i que talla el cilindre en un
rectangle de costats el diametre del cilindre i la seua altura.

Siga R el radi del cilindre i h la seua altura.
El perimetre de la secci6 és:

4R +2h =90.

h=45-2R.

El volum del cilindre és:

V(R, h) = nR?h.

V(R) =R?(45-2R), R e {o, %} :

Derivant la funcié6:

V'(R) = n(—-6R? + 90R).

V'(R) =0. Resolent 'equacio:

R =15cm, h=15cm.

Calculem la segona derivada:

V"(R) = n(—12R + 90).

V"(15) =-90n <0.

Aleshores, en R =15cm s’assoleix el maxim del volum.
El volum maxim és: V(15) = 15° & ~ 10602.88cm?®.

Y, A
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Problema 3

Un triangle isosceles de perimetre 20 cm és gira sobre la seua base.
Quina és el maxim volum possible del doble con obtingut.

KéMaL, C1377

Soluci6 1:

A R
Siga el triangle isosceles ABC de base AB = 2x. Els costats iguals
mesuren CA =CB =10—-X.
A
L’altura del triangle ABC és el radi del doble con.

A
Siga R I'altura del triangle ABC.
R? = (10 - x)* — x2.

R? = 20(5 - x) . El volum del doble con és:

V=2R22x
3

V=§20(5—x)2x. V=%(s—x)x, x [0, 5].

Aplicant la desigualtat de la mitjana aritmética i geométrica:

2
V:%(S_x)xg 40n(5—x+xj _ 250

2 3
La igualtat s’assoleix quan 5—x = x, és a dir, quan la base és 2x =5 i els costats
15

iguals a:@ﬂo—x:?

Soluci6 2:

El volum del doble con és, V = %(5 —X)X = %(— x2 +5x), x[0,5].

La funci6é és una parabola convexa. El maxim s’assoleix en el vértex x = —.

N 407 55 250rn
En aquest cas el volum maxim €s, V., =5 %5373

Soluci6 3:

El volum del doble con és, V = %(5 — X)X = %(— x2 + 5x), x 0, 5].

Derivant la funci6: V'= %(—Zx +5).

V=0, x=2.
2
Vi= o , V! Sl <0. Aleshores, x = 5 és un maxim relatiu estricte.
3 2)” 3 >
El volum maxim és, V,,, = 40n(. 515 _250rn .
3 2)2 3



Problema 4

En la figura hi ha una circumferencia de radi R i dues
circumferéncies tangents que tenen el centre en un diametre
(veure figura).

Quina és la maxima area ombrejada de la figura al variar les
circumferéncies interiors?.

Solucio 1:
Siga AB = 2R diametre de la circumferéncia exterior.
Siga P en centre d’'una de les circumferéncies, P_Q =r el radi.

Siga Q el centre de I'altra circumferéncia, @ =s el radi.
r+s=R.
L’area ombrejada és:

S, =nR? —(Tcl’2 + nsz).

S, =n(r +s)? —(nr2 + nsz).

S, =2mnrs.

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geometrica:

2 2
s, —2ms<2d 3| —od R} 1re,
2 2) "2

La igualtat s’assoleix quan r =s = % .
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L’area maxima ombrejada és la meitat de I'area del cercle de radi > i s’assoleix quan

les dues circumferéncies interiors soén iguals.

Soluci6 2:
Siga AB = 2R diametre de la circumferéncia exterior.
Siga P en centre d’'una de les circumferéncies, P_Q =r el radi.

Siga Q el centre de I'altra circumferéncia, @ =R-r el radi.
L’area ombrejada és:

S, = R? —(nl’2 +n(R—r)2).

S, =-2n(r® +Rr )= —27’[{[!’ —g

La igualtat s’assoleix quan r =

2
R
2

2 2
_R° <-2m _R° SlnRz.
4 4 2

L’area maxima ombrejada és la meitat de I'area del cercle de radi > i s’assoleix quan

les dues circumferéncies interiors son iguals.



Ricard Peird i Estruch

Problema 5
Donat el paral-lelogram ALMN determineu la recta que passa pels vertex M i talla les

C

prolongacions dels costats AL, AN en els punts B i C, respectivament, i que I'area
A

del triangle ABC siga minima.

Solucio:

Siga el paral-lelogram ALMN tal que AL=a, AN=bh,
ZLAN=q.

Sigaﬁzx, @zy.

A
L’area del triangle ABC és:

A

Spac = %(a+x)(b+y)sinoc.

Els triangles LI§M, NI\?IC son semblants. Aplicant el teorema de Tales:
X _a _ab

by YT X

L’area del triangle és:

S()_S'”“( x)(ma—bj.
X
S(x )—S'”“[z ab + bx+%} x>0.

S'(x) = b i—bj S'(x) = 0. Resolent I'equacié x =a.

sina,
2
ino( 2a%b
2 x3 )

S"(a) = sma[ZbJ >0, aleshores, x =a és un minim.
a

S"(x) = sin

A A
L’area minima s’assoleix quan els triangles LBM, NMC soén iguals.
L’area minima és:
S(x) =2ab-sina., és a dir, el doble de 'area del paral-lelogram ALMN.

384. Par le sommet M d'un parallélogramme AMPQ, mener wune
drotte BMG de maniére que le (riangle
BAC soit mintmuain.

(tonsiddérons deux sécantes @ 'une
quelconque DML, et I'autre BMG, dont
le point M est le inilieu; cette delmme
donne le mininuoe.

En effet, menons CF paralltle & BD.

A cause de BM =M(,, les deux
triangles MBD, MCF sont égaux. Done
le triangle ABC est équivalent & ADFC,

Fig. 244. Done ABC < ADE.
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Problema 6
Determineu les mesures del triangle isosceles inscrit en una circumferencia de radi R
tal que la suma de la base i I'altura siga maxima. Calculeu la suma maxima.

Solucio:
Siga el triangle isosceles A%C AB = AC inscrit en la circumferéncia de centre O i radi
R. - i A
Siga M el punt mig de la base BC.
Podem suposar que AM> OA =R.
Siga mzx, W:y.

La suma de la base i I'altura és:
S(X,¥Y)=2x+R+Yy.

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BMO : B v C
X2 + y2 =R?. \_/

y=vR? —x?.
La suma és: S(x) = 2x+R+vVR2 —x?, x [0, R].

oy o X
S'(x)=2 —

S'(x) =0. Resolent 'equacié: x = %R :
RZ

R X NRE —x*

S(% R} < 0. Aleshores, x = %R és un maxim relatiu de la funcié.

S"(x) = -

En aguest cas:

Eﬁsz:%R, m:5+fR. A—B:A—cz,/%a

La suma maxima és: S, ., = (1+ \/E)R . |
S

3T
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Problema 7

Donada la piramide quadrangular regular d’aresta de la base a i
altura h, determineu les dimensions del prisma quadrangular
regular (base un quadrat) inscrit en la piramide de volum maxim.

Solucio:
Siga la piramide ABCDS de base el quadrat ABCD de costat a i
centre O.

Siga OS =h altura de la piramide.

Siga el prisma regular KLMNK'L'M’N’ inscrit en la piramide.
Siga KL=x, KK'=Y.

El volum del prisma és:

Voiisma = X’y

Les piramides ABCDS, K'L'M’N’S s6n semblants.

Aplicant el teorema de Tales:

x_h-y

a h

Aleshores, y =h- Dx :
a

El volum del prisma és:

V(x) =h-x2(l—§), x [0, a.

V'(X) = h-(_—?’x2 + ZXJ.
a
V'(x) = 0. Resolent 'equacio:

2 1
X =—a. Enaquestcas, y==h.
3 . y 3
V" () =h-(_—6x+2].
a

V" Za =h- _—63a+2 =-2<0.
3 a 3

2 " : .
Aleshores, x = 5a €s un maxim relatiu estricte.
El volum maxim s’assoleix quan I'aresta de la base del prisma és x = ga i 'altura

1
- ~h.
Y=3

El volum maxim és V,,, = %azh.



Problema 8

Considerem els punts A(0, 0), 8(4, —iJ.

J3

Determineu el punt C, del primer quadrat de x? +y? =81 tal

A
gue és maxima l'area del triangle ABC.
Calculeu l'area i el perimetre d’aquest triangle.
Calendari, marg 2017.

Solucio:
A
Siga ABC' el triangle d’area maxima.
AC = 9, AB = 2\/5 els dos costats s6n constants.

L’area maxima s’assoleix quan ~C'AB=190°.
Aleshores I'area maxima és:

S o :%A_B.A_C' :%2\/5-9 =123 ~20.78.
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle

A
ABC':
— 8 =) 1
BC' =92 +(—\/§J = =921,
3 3
El perimetre del triangle que té area maxima és:

Pasc = 9+§\/§+%\/921 ~23.73.

Ricard Peird i Estruch
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Problema 9
El costat desigual d’un triangle isdsceles mesura 12 m, i I'altura sobre aquest costat és
de5m.
a) Donat un punt arbitrari sobre aquesta altura, obtingueu una expressio de la suma de
les distancies d’aquest punt a cada un dels vértexs del triangle.
b) Determineu els punts sobre I'altura que compleixen que la suma de les distancies
als tres vertexs del triangle siga maxima i els punts per als quals siga minima.
Pau’s 2000 Catalunya.

C

Solucio:
A J— N

Siga el triangle isosceles ABC, AC=BC,

AB=12 jaltura CM =5.

Siga P un punt sobre l'altura CM.

Siga MP =x. CP =5-x.

AM=BM =6
Aplicant el teorema de Pitagores al

A
triangle rectangle AMP :

AP =BP =+/36+x2 . A M

La suma de les distancies de P als vertexs és:
S(x)=5-x+2V36+x*, xe[0,5].
2X

J36+x2

Resolem S'(x)=0, x= J12.

Estudiant el signe de la primera derivada:

S'(x)<0 quan x e }J \/E[ S'(x)>0 quan x e ]\/ﬁ 5[.
Aleshores, x = V12 ~3.46 cm és un minim de la funcio.

S12)=5-12 + 2448 =5+ 613 ~15.39 cm?.

El valor maxim de la funcié s’assoleix en algun dels extrems del domini o bé en
totsdos.

S(0) =17 cm?. Y17 ‘
S(5) = 2461 ~ 15.62 cm?.

Aleshores el valor maxim s’assoleix
guan x =0 ila suma maxima és

S(0)=17 cm?.

S'(x)=-1+

151

14
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Problema 10

Donada un cercle de radi 10 retallem un sector AOB d’angle x = ZAOB per formar un
con.

a) Calculeu el volum del con en funci6 de I'angle x = Z/AOB.
b) Calculeu el valor de I'angle x = Z/AOB que fa maxim el volum del con.

Solucié:
Considerem angle x = ZAOB en mesures radians.
OA =10 ésla generatriu del con.

La longitud de la circumferéncia de la base del con és:

2m-10-10x.

El radi de la base del con és:

- 207t —10x
2n

[ 107w —5x
T

Aplicant el teorema de Pitagores I'altura del con és:

2
h= 102—r2=\/100—(MJ _5 /%% —amx .
T T

. Simplificant:

, 1
El volum del con és: V = 5nrzh.

? A
- . o y
V(x) = %T{Mj S Jx? —anx Simplificant: 400 T
T

T
300 T

V(X) = =22 - x2 + anx)2n - x)* , x €[0, 2]
3n 200 i
125 — (x - 2m)°(3x2 —12nx + 42 )

V'(X) =
. 3n’ \/(x2 — 4nxX2n -x)!

100 T

V'(x) =0. Resolent I'equacio: 0 '

0 1 2 3 4 5
x = 28 ‘3‘/6 ~1.152985987 .
Estudiant el signe de la primera derivada al voltant de x = 23 _3J€ )

notem que és un maxim relatiu estricte.



