Problemes d’optimitzacié de les PAU Valéncia 2003-2012
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 1

Siga T un triangle de perimetre 60cm.

Un dels costats del triangle T té x cm i els altres dos costats tenen la mateixa longitud.
a) Obteniu raonadament les expressions de les funcions A(x) i (f(x), essent:
A(x)=Area del triangle T.

f0) =[AF

Obteniu també entre quins valors pot variar x.

b) Obteniu raonadament el valor de x pel qual f(x) aconsegueix el valor maxim.
PAU, juny 2003.

Solucié: M
a)
D P
Siga el triangle isosceles KLM, KL = x.
KMi=M = 602' X

Siga N el punt mig del costat KL .
Siga MN altura del triangle.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle KNM.

2 .2
MN:\/gm_'XQ-?_Q = /900 - 30x . “ N :

e 2 g e2g

L’area del triangle KIE)M és:
KLXVIN _ x %/900 - 30x
2 2
X /900 - 30x
2

2 3
f(x):M1 x>0,

S =

, aleshores:

A(X) =

f(x)

i _ 30000 ‘
Per la desigualtat triangular:

KL <2:KM.

60- x 20000 -

x<2 . Resolent la inequacio:

x<30.
Aleshores, x1 o, 30[. 10000 -

b)
f'(x)=%(900x- 45x2), x1 ]0,30[.

f'(x)=0.

900x - 45x2 = 0. Resolent 'equacio:
x=20.

f"(x) = 450 - 45x .

f"(20) =-450 < 0. Aleshores, x =20 és un maxim relatiu estricte.

El maxim de la funcio f(x) s’assoleix quan x = 20cm, és a dir quan el triangle és

2 _ 3
equilater i el valor maxim de la funcio és, f(20) = 450 20 > 150" _ 30000cm®.
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Problema 2

Hem de tancar una zona de 400m? d’un prat i amb una tanca en forma de rectangle.
Cada metre de tanca val 100€. Si x és la mesura en metres d’'un dels costats, es
demana:

a) Obteniu de forma raonada la funcio f(x) siga la despesa de la tanca, i indiqueu entre
quins valors pot variar X.

b) Calculeu raonadament el valor de x per al qual la funcié f(x) aconsegueix el valor
minim.

PAU, setembre 2003

Solucio: D c
a)

Siga el rectangle ABCD, AB=x, BC=y.
L’area del rectangle és, S =xy =400.

Aleshores, y = ﬂ
X

La funci6 a optimitzar és les despeses de la tanca, 100 euros cada

metre del seu perimetre: A

f(x,y) =100(2x + 2y).

400 o
X g

b) f(x)

f'(x) = zoogi 4000.
a

f(x) = 2ooa?<+ 2 x1Jo, +¥[.

15000

£ (X) -0 10000 T

1- 4—020 . Resolent I'equacio:
X 5000

x=20m.

f"(x)ZOOEéBEQ o e
ex’ g 10 20 30 40 50

f"(20) = 200%%9>0 Aleshores,

2
x =20 és un minim relatiu estricte.
El minim de la funcio f(x) s’assoleix quan x = 20m, és a dir quan és un quadrat i les

despeses minimes son: f(20) = 200850 +%9— 8000€ .
e

2
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Problema 3
Des d'un punt N de vora mar, un nadador ha d’arribar a una boia que flota a 3 km de la

costa i dista 3+/5 km des del punt N.

Si recorrent la vora (que se suposa recta i plana) la velocitat mitjana és de 5km/h, i
nadant, de 3km/h, quan de temps haura de caminar fins llangar-se a la mar per a
arribar a la boia en el minim temps possible?.

PAU, juny 2004.

Solucio:

Siga B el punt on es troba la boia.

Siga B’ el punt de la vora més prop de la boia (la projeccié TSkm/h
perpendicular de B sobre la vora.

Siga P el punt de la vora des d'on s’ha de tirar a la mar.

BB' =3, NB =345. N P B

—_— >

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle NB'B : skmih

NB' =[3J5) - 3% =6.
Siga x=NP. PB'=6- X.
Siga y =PB.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PB'B:
y =+/(6- x)? +3% =~/x? - 12x +45 .

A
En el moviment uniforme t =< . 109 2
%
El temps que tarda el nadador d’arribar de
N a B passant per P és igual a: Z_M
X,y
t(x,y)=—+=.
xy)=c+3
2 - ~ .
t(x) = X4 MXT- 12X+ 45 g [0, 6]. 1
5 3 i
t‘(x):£+ ZX_ 6 ) 0 N | s | s | s | N | s | s Ha—
34/x?% - 12x + 45 1 5 3 2 5 6 7
t'(x)=0 1 X
1 X-6

=0. Resolent I'equacio: x = %

—+
S 34x?-12x+45

3x2 - 12x +45 - (x- 6)3—_ X
VX2 - 12x +45

o= o(x? - 12x + 45) '

t"(x) > 0. Aleshores, x = %km €s un minim relatiu estricte.

2
15 \/gé._Sg C1280 4 a5
A506_ 4 N edg 4

Calculem el temps minim: t¢—+= — =2h.
edg 5 3

El nadador tardara 2h d’anar del punt N fins el punt B.
15

Per anar de N a P tardara %Hores = 45min.
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Problema 4

Calculeu raonadament el punt de la corba y =

> en el qual la tangent a la corba té
X

pendent maxim i calculeu el valor d’aquest pendent.
PAU, juny 2004.

Solucio:

Solucio grafica de la funcié y =

v A

T3 i la seua tangent maxima.
+X

2+

-3 -2 -1 ] 1 2 3

- 1/xM2+1

El pendent de la recta tangent a la corba en un punt és la derivada de la funcio:
La funci6é que volem minimitzar és:

2!3x2 - 1!

X ~
f(x)=y'=(—Y, xI'R. f'(x)= f(x)
1+ x2 (1+x2)3
2

f'(x)=0 2(3)(—31) = 0. Resolent I'equacio:
1+ x2)
_A3 A3 - 2ax(x2- 1) L
X=-—, X=—o. f"(X) = ——— 1, R A
3 3 (1+X2)4 5 -4 3 -2
& 0
fre- §:< 0, aleshores, x = - ﬁ €S un maxim
2}
relatiu estricte.
e 0
fG- g:< 0, aleshores, x = - @ és un maxim relatiu estricte.
2}
El punt de la corba que fa maxim el pendent de la corba és x = - ?3
o3

N39_ 3 _343
33 22 8
2 ge 39«/59 :

BEr
343 .9

La recta tangent de pendent maximaés: y = Tsx + g

&
El pendent maxim és: fé—

Q- -0
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Problema 5

Determineu raonadament la longitud dels costat del quadrat d’area minima si té els
vertexs situats sobre els costats d’un altre quadrat de costat 16cm.

PAU, Setembre 2004.

Solucié:

Siga el quadrat ABCD de costat AB =16 .
Siga PQRS el quadrat inscrit en el quadrat ABCD. D R c
Siga AP =x.

Notem que AP =BQ =CR =DS.
BP =16 - x.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle PBQ: Q

PQ=+/x* +(16- x)* .
PQ = /2% - 32x+ 256 . AP B
L'area del quadrat PQRS és:

Spors = 2X2 - 32X +256 .

La funcid a optimitzar és:

S(x) = 2x? - 32x+ 256.

Métode 1:
S(X) és una parabola concava el minim s’assoleix en el vertex:

_ 32 _
2:2 ’ S(x) A
L’area minima s’assoleix quan x =8cm . El 2507
costat d’area minima és PQ = 8v2cm i larea 200 +

z H r4 — 2
minima és S(8) =128cm-”. 150 +

Métode 2: 100 T
La funcio a optimitzar és: 1
S(x) =2x2 - 32x+ 256, x1 [0,16].
S'(x)=4x- 32. ——t——t——t—————— -
S'(x) =0, quan x =8cm. X
S"(x) =4, S"(8) =4 >0, aleshores, x =8cm

€s un minim absolut estricte.

L’area minima s'assoleix quan x =8cm . El costat d’area minima és PQ = 8J/2cm i

I'area minima és S(8) =128cm?.

50 T
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Problema 6

La concentracié en sang d’'un farmac després de la seua presa €s

C(t) = 0,29483t +0.04253t% - 0,00035t> mg/ml on t és el temps transcorregut en
minuts.

Es demana:

a) Calculeu el periode de temps durant el qual el farmac actua.

b) Determineu en quin instant la concentracié del farmac és maxima.

PAU, juny 2005.

Solucio:

2) cy A
El periode de temps durant el qual el 100 1
farmac actua es realitza quan hi ha 1
concentracio en la sang és a dir quan 807
C(t)>0it3o0. 60
0,29483t +0.04253t* - 0,00035t* > 0. 40 1
(029483 +0.042531t - 0,00035t2)t >0 20
Resolent la inequacio: 1
ti Jo,128.09]. 0
b)

C'(t) =0,29483 +0.08506t - 0,00105t2

C'(t) =0, 0,29483 +0.08506t - 0,00105t* = 0.

Resolent I'equacio:

t =84.34min » 84min 20s.

C"t) = 0.08506 - 0,0021t .

C"(84.34min) <0, aleshores, t =84.339min és un maxim relatiu estricte.
La concentracié del farmac €s maxima quan t » 84 min 20s .
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Problema 7

Proveu que el volum de qualsevol con recte inscrit en una esfera és menor que el 30%
del volum de l'esfera.

PAU, Juny 2005.

Solucié:
Calculem el volum maxim del con inscrit en la esfera i vegem que ocupa menys del
30% del volum de I'esfera.

C

Siga I'esfera de centre O i radi R.
Considerem la secci6 de I'esfera que passa pel vertex C del con i pel
centre de la esfera.

La secci6 del con és un triangle isosceles de base AB = 2r
diametre del com.

Siga M el punt mig del segment AB .
Siga x =0OM.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OMB :
=JR%-r?.
El volum del com és: V = %Sb X

L’altura del con mesura CM =R +x . El volum del con és:
1 .
V(Ir)=Zpr?@R ++R?-r29 r1 [0 R].
(r) 3P ?Q il 0. R] V(r) )

4R?r- 3r° 0

[R2 - 2 B

V'(r) = QZRr+
3&

V'(r)=0.
4R?r - 3r3 .,
2Rr + ——— = 0. Resolent I'equacio:
R2 -2
ZJE 00 02 04 06 08 1.0
r=——R.
3
3@ , . : )
gTJ_R < 0. Aleshores r —%R €s un maxim relatiu estricte.
2}
El volum maxim del con inscrit en I'esfera és:
- .
VEL2RE- 22 o
3 p 81

El volum de l'esfera és: V = %pR3 .

Calculem el percentatge del volum del con i de I'esfera:

» 29'6%.
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Problema 8

a) El perimetre d'un sector circular de radi R és 4m.

Quants radians a ha de mesurar el seu angle central perquée la seua area siga
maxima?.

b) L’area d’un altre sector circular és 1Im?.
Per a quin radi és minim els seu perimetre?

Nota; Perimetre = 2R +Ra , Area = %aR2 .

PAU, setembre 2005.

Solucio:

a)

Utilitzant el perimetre del sector:
2R +Ra =4 . Aleshores:

_ 4
2+a’
La funcié area a optimitzar és:

1led4 &
A(a) =Zag——=, al [0 2p].
2 @g2+ag
8a

a’+4a+4

-8a? +32
(a2 +4a +4)2
A'(a)=0. - 8a® +32=0. Resolent 'equacio:
a=2.
A"(2) <0, aleshores, a =2m és un maxim relatiu estricte.

En aquest cas R =1m i 'area maxima és A(2) = 512 X% =1m?2.

Aa) =

A'(a) =

b)
Utilitzant I'area del sector:

%aR2 =1. Aleshores:

a-= -22- . Aleshores:
R

La funci6 perimetre a optimitzar és: 5 A
P(R)=2R+3,R30 107
R o1
. _ 2
P(R)=2- = 61
P(R)=0. 2- EZE =0. Resolent I'equacio: T
i
R=1m. T
P'(1)=4>0. Aleshores, R =1m és un minim relatiu 0 1 2 3 4 5
estricte. R

En aquest cas, a =2m i el perimetre minim és P(1)=2:1+1:2 = 4m.
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Problema 9
El cost del marc d’'una finestra rectangular és de 12,5€ per metre lineal dels costats
verticals i 8€ per metre lineal dels costats horitzontals.

a) Calculeu raonadament les dimensions que ha tenir el marc d’una finestra d’Im? de
superficie perqué resulte com més economic millor.

b) Calculeu a més, el cost d’aquest marc com més economic millor considerat en a).
PAU, Juny 2006.

Solucio:
Siga ABCD els vertexs del marc rectangular. D
Siga x = AB costat horitzontal, y = BC costat vertical.
L'area del rectangle és 1m?, aleshores:
xy =1.
La funcio preu a optimitzar és:
p(x,y) =(2x)8 +(2y 12,5.
p(x)=16x+§, x1 Jo,+¥[. A X
X
. 25
p'(x)=16 - —.
X
' 25 ,
p'(x) =0. 16 - — =0. Resolent 'equacio:
X
5
X==.
4
p"(x) =2—§ , p"€§9> 0, aleshores, x =E =125m és un minim relatiu estricte.
X el g 4
Les dimensions de la finestra son x =% =125m costats horitzontals i 8 = % =08m
. . . aBd_
costats verticals i el cost minim és, p¢—== 40€.
edg
JONN !
150 T
100 T
50 T
0 : : : H—
0 1 2 3 4
X
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Problema 10

Dos pals de 3m i 4m es troben clavats verticalment a terra.

Les bases disten 5m i, en el segment que les uneix, hi ha un punt P que dista x de la
base del pal més baix.

L’extrem superior de cada pal s’'uneix amb P mitjangant un segment rectilini de cable.
Es demana:

a) Obteniu I'expressio f(x) de la longitud total del cable utilitzat en els dos segments.
b) Demostreu que aquesta longitud total de cable és minima quan son iguals els valors
absoluts dels pendents dels dos segments considerats. Calculeu aquesta longitud
minima.

PAU, setembre 2006.

Solucio 1:
Siguen AA'=3,BB' =4, AB'=5.
Siga A'P =x, aleshores, BP=5- x.

D D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles AA'P, BB'P:

AP =+/x?+3% | BP=4/(5- x)? +42 .

a)
La funci6 longitud total del cable és: f(x) =+/x2 +9 +y/x2 - 10x +41, x1 [0,5].
b)
Calculem el minim de la funcio:
F(x) = X + X-5 _
Ix2+9  4/x? - 10x+ 41
P)=0. X+ X5  _y

JxZ+9 Jx?-10x+41

B
XAx? - 10x +41=(5- x)Vx2 +9.

Elevant al quadrat i simplificant: A
7x2 +90x - 225 = 0. Resolent 'equacié: x =A'P = 17—5
Estudiant la monotonia de la funcio f(x).

f'(x)<0 quan x1 lf:0, 17_5u f'(x)>0 quan x1

& 74 g

20 , . . )
Aleshores, x =7 és un minim relatiu estricte.

5

e

|

94

g

~

Bp=29,

7
f

Vegem que els valors absoluts dels pendents dels dos ) 10 U
segments que formen els cables son iguals, per fer-ho i

AA' _ BB'. 1
hem de provar que —=—: 64

AP B'P
3.7 BB_4
P 15 5 'P 20 2+

7 7 1

Calculem la longitud minima del cable: 0
faé_S(j: {665 N <1184 X

== » 8,60m.
el g 7 7

3]

’
:.

>

10
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Soluci6 2:
B
A
B
A P P
B

Notem que A i B és tan en el mateix semiplanol que determina la recta A'B’

Siga B” el punt simétric de B respecte de la recta A'B'.

Siga P la intersecci6 de la recta r i la recta que passa pels punts A, B”.

Vegem que el punt P és el punt que la suma de les distancies a A i B és minima.
P, B”, A estan alineats, aleshores:

PA+PB=PA+PB"=AB".

Siga P’ un punt qualsevol de la rectarr.

La recta A'B’ és mediatriu de la recta que passa pels punts B, B” ja que B” és el
simetric de B respecte de A'B’

Aleshores, P'B =P'B".

PPA+PB=P'A+P'B"3 AB"=PA+PB.

La igualtat s’assoleix quan P i P’ coincideixen.

D D
Els triangles BB'P, B"B'P son iguals.
D D
Els triangles rectangles AA'P, B"B'P son semblants

Siga Siga A'P =X, aleshores, BP =5 - x.
Aplicant el teorema de Tales:

3.4 . Resolent I'equacio:
X 5-X

15
X==.

7

El minim de la longitud del cable s’assoleix quan x =-1—75—.

La longitud minima del cable és:

.2 .2 f [
W é&7¢ & 7o 7 7

D
La igualtat dels valor absolut de les pendents és obvia, per ser AA'P, BB'P

semblants.

11
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Problema 11
Determineu les dimensions del cartell d’area maxima amb forma de rectangle que té

dos vértexs subjectes a una estructura rigida parabolica y =12 - x2, i els altres dos

vertexs estan situats sobre I'eix OX.
PAU, juny 2007.

Solucio:

La parabola convexa y =12 - x2 els seus punts de tall amb I'eix d’abscisses son:
y=0, 12 - x?> =0. Resolent 'equacio;

X =423 . 1
Els punts de tall sén A(— 2./3, 0), B(2J§, 0).

Per ser la parabola simétrica respecte de I'eix d’ordenades OY, el

rectangle que cerquem KLMN és simétric respecte de I'eix OY.

Siga x = OK , x1 [o, 2J§J.

KL=12- x2, NK = 2x.

L’area del rectangle KLMN a optimitzar és:
s(x) = 2x(12- x2), x1 [0, 23],
S'(X)=-6x2+24.

S'(x)=0, - 6x2+24=0.

Resolent I'equacio:

X=2. 12
S"(x) =-12x.
S"(2) =-24<0. Aleshores, x =2 és un maxim relatiu estricte.
Les dimensions del rectangle maxim sén KL =8, NK = 4. AN o
La superficie maxima és S(2) = 32.
s A

30+

20—+

101

0 : : : >
0 1 2 3

12
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Problema 12

La vora d’'un estany esta formada per I'arc de corba y =4 - x? d’extrems (-2,0) i
(2,0) i el segment rectilini que uneix aquests dos punts.

Un sortidor esta situat en el punt de coordenades (0, 2).

Es demana el seguent:

a) Determineu, raonadament, el punt del segment rectilini de la vora de I'estany que
esta més proxim al sortidor.

b) Determineu, raonadament, els punts de I'arc de corba de la vora de I'estany que
estan més proxims al sortidor.

¢) Quins sbn els punts de la vora de I'estany més proxims al sortidor.

PAU, Setembre 2007.

Solucio:

Siga el punt F(0, 2) el sortidor.

L'arc y =4- x? és una parabola convexa els seus punts de tall amb
I'eix d’abscisses son:

y=0, 4- x? =0. Resolent I'equacio;

X=%2.

Els punts de tall s6n A(-2, 0), B(2,0).

Un punt qualsevol de l'arc y =4 - x? té coordenades

P(x,4- x?) on x1 [- 2,2].

a) El punt del segment rectilini de la vora de I'estany que esta
més proxim al sortidor és la projecci6é ortogonal de F sobre

I'eix d'abscisses, és a dir, 'origen de coordenades O(0, 0).
La minima distancia és d(O,F) =2.
b)
ﬁ:\/xz +(4- x° - 2)2 .
La distancia de qualsevol punt de I'arc a F és:
d(x) :\/xz +(— X2 +2)2 , xT[- 22|
d(x) =+/x* - 3x2 +4 .
3 -
d'(x) = 2x° - 3X .
x*-3x? +4
d'(x) =0, 2x3 - 3x = 0. Resolent 'equacio:

=0 .
2 2

Estudiant la monotonia de la funcio:

u 3
La funcid és estrictament decreixent en u- - \/;

@)CD> ('D
(<@ %C
@>(:D> [N

\F
2
é
La funcio és estrictament creixent en u- - OeE @
e

Aleshores, x =- \/; ,/E sOn minims relatius estrictes.

els punts de I'arc de corba de la vora de I'estany que estan més proxims al sortidor sén

13
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P?x%%" é\E 2=

En tots dos casos la minima distancia és:

, § A7
dP,,F dP2,F + - — 2— =—.
(]_ ) \/é + + P 2

c)

Els punts de la vora de I'estany més proxims al sortidor és el minim entre els punts de
I'arc i del segment rectilini que formen el recinte és a dir .

2 (3 50 ae’3 50 J7
P& ==, P, diP,,F)=d\P,,F)=— <2 =d(OF
lé '\2125! é’\z 2_!Jaque (1 ) ( 2 ) 2 < ( )

d» A

2.5 7

10T

0.5

14
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Problema 13

Una finestra té forma de trapezi rectangular.

La base menor fa 20cm i el costat oblic fa 40cm.

Determineu I'angle a que ha de formar el costat oblic amb la base major perqué I'area
de la finestra siga maxima.

Nota: un trapezi rectangular és un quadrilater amb dos costats paral-lels en que un
dels altres costats és perpendicular a aquests dos costats paral-lels.

PAU, Juny 2008.

Solucio:

Siga el trapezi rectangle ABCD de base AB =20, costat oblic
BC=40i A=D=090°.

Siga a =bBCD angle que forma el costat oblic i la base major.
Siga BP altura del triangle.

D
Aplicant raons trigonométriques al triangle rectangle BPC:

BP = 40sina , CP = 40sina .
CD=AB =20.
L'area del trapezi és igual a I'area del rectangle ABPD més I'area del triangle rectangle

D
BPC.
S(a) =20 x40sina +

D P

40sina x40cosa
5 )

S(a) =800sina +400sin2a, al %%g

S'(a) =800 cosa +800 cos2a .
S'(a)=0, cosa+cos2a=0. 1000 T
cos2a = - cosa =cos(p- a). |
Aleshores, 2a = - a. Resolent 'equacio:

600 T
a=2. I
3

S"(a)=-800cosa - 1600 cos 2a.

\/’3— ﬁ 200 "“

s'ZP2= 800> - 16002 < 0. Aleshores,
e3g 2 2 0 ¥—+————t——t |

800 T

400 T

00 02 04 06 08 10 1.2

a =-§ €és un maxim relatiu estricte.

6 V3

L’area maxima és: S(?-g— = 8005sin 60°+400 sin120° = 1200-2— »1039.23cm?.
€3 g
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Problema 14
Una empresa decideix llancar una campanya de propaganda d’un dels seus productes

editant un text que ocupa 18cm? en fulls rectangulars impresos a una cara, amb
marges superior i inferior de 2cm i laterals d’lcm.

Determineu les dimensions del full per a les quals el consum de paper siga minim.
PAU, juny 2008.

Solucio:

El consum és minim quan la superficie total del full siga minima. D
Siga ABCD el rectangle que forma el full (part impresa i marges).

Siga AB=x, BC=y S

Siga PQRS el rectangle que forma la part impresa.
PQ=x-2,QR=y- 4.

L’area impresa ocupa 18cm?, aleshores:

(x- 2)(y - 4)=18. Aillant la incognita y:

18
=4+ :
Y X-2
La funcio a optimitzar és 'area del quadrat ABCD: P
S(%y) =%y .
.. R A
S = x@+ 29 41 |, +¥].
e X-2g
2
S(x) = 4x“ +10x .
X-2
2 - -
S'(x) = 4x- - 16x- 20 _
(x- 2)?
2 - -
S'(x) =0, Ax” - 16x- 20 _
(x- 2)?
Resolent I'equacio:
X=5.
s'(x) = —% .
(x-2)

S"(5) > 0, aleshores, x =5cm, y =10cm.

Les dimensions del full que fa minim el consum és de 5cm horitzontals i 10cm
verticals.

La superficie minima del full és S(5) = 50cm?.
S(X) ‘

120 T

o 8 8 8 8
o - - -
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Problema 15

Un terreny amb forma de semicercle de \/50m de radi, es dibuixa un rectangle que té
dos vertexs sobre la semicircumferéncia del perimetre del terreny. Els altres dos
vertexs del rectangle estan sobre el segment rectilini del perimetre disten x metres.
Obteniu raonadament.

a) L'area del rectangle en funcio de x.

b) El valor de x pel al qual és maxima l'area del rectangle.

PAU, setembre 2008.

Solucié: S

Siga el semicercle de centre O i diametre AB = 2+/50 .
Siga PQRS el rectangle tal que PQ =x, QR =y.

OR=+/50. 0_ng

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle

D
rectangle OQR:

2
50 =y? + ge_(g . Alllant y:
e2g

V200 - X2

2

a)
L’area del rectangle PQRS en funci6 de x és:

1200- X 1 |o, 2450].

S(x):xxT,

b)
Maximitzem l'area del rectangle.
_ 2
(0= 100- x*
200 - x?
100 - x?
S'(X)=0, ——X =0,

/200 - x?
Resolent I'equacio:
x=10, y=5.
Estudiant els intervals de monotonia de la funcié S(x).
S(x) és creixent en |0, 10| i decreixent en l'interval x1 J10, 2«/%[.

Aleshores, x =10m és un maxim relatiu estricte.
Les mesures del rectangle d’area maxima inscrit en el semicercle té costats x =10m,

y =5m. L'area maxima és: S(10) =50m?.
s A
50+
40 “
20+
20+
10}

A T
0O 2 4 6 8 10 12 14
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Problema 16

Ricard Peiré i Estruch

Es desitja construir una bodega amb forma de paral-lelepipede rectangular de 100m?

de volum de manera que el llarg de la seua base siga g de 'amplada.

Se sap que els preus d’'un metre quadrat del sol, del sostre i de la paret lateral, son,
respectivament, 225€/m?, 300€/m? i 256€/m?.

Determineu raonadament:

a) el valor x de I'amplada de la base que minimitza el cost.

b) Aquest cost.
PAU, Juny 2009

Solucio:

Siga el paral-lelepipede rectangular de %x de llarg, x

d’ample iy d’alt.
El seu volum és 100m?, aleshores:

g x> xy =100 . Aillant la incognita y:

y=12
x2
Els cost de la bodega és:
o(x) =225 2 x2 + 3002 2 + 25682 x 20,
3 3 83 x%’g
c(x) = 700x2 + 2890 50
¢'(x) = 1400x - 2220
X
¢'(x) =0, 1400x - 22090 _ ¢,

X2

1400x* - 89600 =0.
Resolent I'equacio:
X=4

" (x) = 1400 + 2289500
c"(4) >0, aleshores, x =4m és un minim
relatiu estricte.

El cost de la bodega és:

c(4) =700 x42 + 89200

=33600m?* .

18
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Problema 17

Un proveidor ven un producte a un comerciant al preu de 300€ la unitat.

El comerciant incrementa la quantitat de 300€ en un 40% per a obtindre el preu de
venda al public.

El comerciant sap que a aquest preu vendra 50 unitats cada mes i que durant el més
de rebaixes per cada 3€ de reduccio en el preu de venda de la unitat aconsegueix un
increment de vendes de 5 unitats.

Determineu, raonadament, el nombre d’'unitats que ha de demanar al proveidor per a
vendre-les en el mes de rebaixes i el preu de venda de cada unitat per maximitzar els
seus beneficis durant aquest periode.

PAU, juny 2009.

Solucio:
Siga x el nombre d’'unitats que ha de demanar al proveidor.

Una d’aquestes unitats sense reduccié el comerciant les ven a 300 xig—g = 420€

Si demana si x supera les 50, redueix g(x - 50) del preu de venda per unitat.
El preu de venda d’'una unitat és:
420 - g(x- 50), x? 50.
Aleshores, el preu de venda de les x unitats és:
x€420 - 3x-50)2, x2 50.
e S @
El benefici és:

B(x) = X420 - %(x— 50) - 3002, x3 50.
e a9

B(x) = - gxz +150x, x 3 50.

La funci6 benefici és una parabola convexa el maxim s’assoleix en el vertex:

X = - 150 =125.
2 30

e€o g
Aleshores, el comercial hauria de demanar al proveidor 125 unitats i el maxim benefici
seria:

B(125) = 9375€ , el preu de venda de cada unitat és 420 - 2(125 - 50) =375 €.

B A
8000 T
6000 ‘
4000 “

2000 T

ot~
60 80 100 120 140 160 180 200
X
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Problema 18
A les 7 del mati, una llanxa A esta situada a 150km a 'est d’'una altra llanxa B.

La llanxa A navega cap a I'oest a una velocitat de 40km/h i la llanxa B es dirigeix cap al
nord a 30km/h.

Si es mantenen aquests rumbs, determineu raonadament, a quina hora estaran
ambdues llanxes a distancia minima.

PAU, setembre 2009.

_ Q
Solucié:

30km/hy

P A
P

40km/h

Siga A el punt on es troba inicialment la llanxa A. Siga B el punt inicial on es troba la
llanxa B. AB =150km.

Siga P el punt del segment AB i Q punt de la perpendicular al segment AB de minima
distancia.

Siga t el temps en hores transcorregut per anar de A a P la llanxa A, i a la vegada el
temps transcorregut per anar de B a Q la llanxa B.

150km__ 15}, ~ 3h45min en arribar a B.

o " 40km/h 4
BQ = 30km /h %t Aleshores, BP =150 - 40t .

AP =40km/h x . La llanxa A tarda

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle QBP:
PO =/(30t)? + (150 - 401)2 . La funcit distancia a optimitzar és:
d(t) =+/2500¢2 - 12000t + 22500 , t1 0,120,
& 44 dt) 150!

5000t - 12000
2+/2500t2 - 12000t + 22500

d(p) =

d'(t) =0, =-1-55—h=2h24min. Lo
Estudiant la monotonia de la funcio d(t):

y 0. 12¢é . . 507
En l'interval ?E—g la funcié és estrictament

creixent. o ' , ' ,

En l'interval 332_,355 la funcio és estrictament 0 ! 2
5 4 &

decreixent.

Aleshores, t = -1—551h =2h24 min és un minim relatiu estricte.
Aleshores, a les 9h i 24min les llanxes estan a minima distancia i la minima distancia

és, dgfi-z—gz 90km .
ebyp
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Problema 19

Es vol construir un estadi tancat de 10000m? de superficie.

L’estadi esta format per un rectangle de base x i dos semicercles exteriors de diametre

X, de manera que cada costat horitzontal del rectangle és diametre d’un dels

semicercles.

El preu d’'un metre de tanca per als costats verticals del rectangle és d'1€ i el preu d’'un
metre de tanca per a les semicircumferencies és de 2€.

Determineu raonadament:

a) La longitud del perimetre del camp en funcié de x.

b) El cost f(x) de la tanca en funcié de x.

c) El valor de x per tal que el cost de la tanca siga minim.

PAU, juny 2010.

Solucio:

Siga y la longitud del costat vertical del rectangle.

L'area de l'estadi és igual a I'area del rectangle de costats, X, y, més

'area d'un cercle de diametre x:
Xy +2 x? =10000 . Aillant la incognita y:

y= 40000 - px?
4x '
a) La longitud del perimetre és:
p(x,y) =2y +px.
40000 - px?
p(x) = SR PX pX .
2X
b)
El cost de la tanca és:
f(x,y) =2y +2px

_ 2
f(x):igggg..p.x._+2px, X3 0.
2X
3px? - 40000
f'(x) = ——————.
(x) "
2
F(x)=0, 3px° - AZfOOOO —0.
2X

Resolent I'equacio:

X = 200 » 65.15m, y »102.33m.

J3p

" 40000
f'(x) = T
X
5

f"?993> 0, aleshores,

J3p 3

_ 200 , L .

X = » 65.15m és un minim relatiu

J3p
estricte.

El cost minim de la tanca és:

5
2200 +» 614€.

s
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Problema 20

Dos elements d’'un escut sén una circumferéncia i un triangle.

La circumferéncia té centre (0, 0) iradi 5. Un dels vertex del triangle és el punt
A(-5,0). Els altres dos vertexs del triangle son els punts de la circumferéncia B(x, y),
C(x, - y). Determineu:

a) L’area del triangle en funci6 de x.

b) Els vertexs B i C per als quals és maxima I'area del triangle.

c) el valor maxim de I'area del triangle.
PAU, Setembre 2010.

Solucié:
Siga B un punt de la circumferéncia del primer quadrant. Si estiguera en el by
segon quadrant el seu simétric respecte de 'eix d'ordenades estaria B
en el primer quadrant i el triangle tindria la mateixa base i més >
altura.
2
Siga la circumferéncia de centre O(0, 0) i radi 5. _
El punt A pertany a la circumferéncia ja que OA =5. A o w2 M >

Siga M el punt mig del costat BC.
OM=x. AM=5+X.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle OI\[;IB : >
y=+/52- x? .
BC=2y=2V25- x? .
Si considerem BC base i AM altura del triangle AL%C, la funcié area a optimitzar és:
S(x) = (5+xW25- x2, x1 [0,5].

- 2x3 - 15x2 +125

- x* - 10x° +250% + 625
S'(x) =0, - 2x3 - 15x2 +125 = 0. Resolent 'equacié amb la regla de Ruffini:

S'(x) =

X =-5, g . Notem que x = -5 no pertany al domini.
Estudiant la monotonia de la funcié S(x)
La funcio és estrictament creixent en S(x)

I'interval, Ep %g i estrictament decreixent en 307

N s 20 4
I'interval EE, 5§, aleshores, x =§ és un
Ho' & 2
maxim relatiu estricte. 107
La superficie maxima és
3} 0
SBO-T53 35 4.2
e2g 4
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Problema 21
Es desitja construir un camp rectangular amb vértexs A, B, C, D de manera que:

Els vértexs A i B siguen punts de I'arc de la parabola y =4- x?, - 2Ex£2 iel

segment AB és horitzontal.
Els vértexs C i D siguen punts de l'arc de la parabola y =x?-16, - 4£x£4 iel

segment CD és també horitzontal.

Els punts A i C han de tindre la mateixa abscissa, el valor del qual és un nombre real
positiu X.

Els punts B, D han de tindre la mateixa abscissa, el valor del qual és un nombre real

positiu -X.

Determineu raonadament:

a) L'expressio S(x) de I'area del camp rectangular en funcié del nombre real positiu x.
b) El nombre real positiu x per al qual I'area S(x) €s maxima.

c) El valor de I'area maxima. Ay
PAU, juny 2011. B A
Solucié: - _
Les coordenades dels vertex del rectangle ACDB soén: { \2 5
A(x 4- x?), C(x,x% -16), D(- x,x? - 16), B(-x, 4- x?),
x1 [02].
AB =2x, AC=4- x3(x? - 16)=-2x?+20.
La funci6 area a optimitzar és:
S(x) = 2x(- 2x2 +20), x1 [0,2]
S'(x)=-12x2+40.
S'(x) =0, - 12x? +40 = 0. Resolent 'equacio:
X =4/£ = 30 » 1.83u.

3 3

R0 6 — i
S"(x) =-24x. S" 20 7<0. Aleshores, x =% €s un maxim D c
a
relatiu estricte.
A0 6 —
L'area maxima és, S¢ 30 T= 80v30 48.69u?
$3 5

s A

40T

30T

20T

10T

0 ——

0.0 0.5 1.0 15 2.0
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Problema 22

Un cotxe recorre I'arc de parabola G d'equacié 2y =36- x2, - 6EX£6.
Es representa per f(x) la distancia del punt (0, 9) al punt (X, y) de I'arc C on esta situat
el cotxe. Determineu raonadament:

a) L'expressio de f(x)

b) Els punts de lI'arc C on la distancia f(x) té minims relatius.

¢) El valor maxim i minim de la distancia f(x).

d) L'area de la superficie limitada per I'arc de parabola C i el segment rectilini que
uneix els punts, (-6, 0) i (6,0). A
PAU, setembre 2011

Solucio:
a)
Siga P un punt qualsevol de l'arc C, les seues coordenades son:
e 20
PEx. 18- L
2 g

La distancia entre A i P és:

f(x) = x +§18———9— , x1 [- 6,6]. ’

f(x) =5Jx4 - 32x2 +324, xi [ 6,6].

b)

Optimitzem la funcié f(x)
3 -

F(x) = X* - 16X

Jx* - 32x? +324

f'(x)=0, x® - 16x = 0. Les solucions
de I'equacié soén:

Xx=-4,0,4. 1
Estudiem la monotonia de la funcio f(x). PRs
La funcio és estrictament creixent en . T
linterval, |- 4,0[E |4,6[, iestrictament ¢ & 4 5 5 41 o0 1 5 3 4 5 &
decreixent en l'interval |- 6, - 4[E J0, 4], X
aleshores,:

X = -4 és un minim relatiu estricte.

x =0 és un maxim relatiu estricte.

X =4 és un minim relatiu estricte.
Per la simetria de la parabola els minims relatius estrictes tenen la mateixa ordenada i

sén: P(-4,10) i Q(4,10).
c)

La distancia minima és:

f(-4)=f(4)=17

El valor maxim de la distancia és x = 0, maxim relatiu o bé els extrems del domini
f(0)=9

f(-6) =1f(6) =4/117 » 10.82

Aleshores, la distancia maxima s’assoleix en els punts (-6, 0) i (6,0) i és
f(-6)=1(6) =/117 » 10.82.
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d)
Calculem area de la superficie limitada per I'arc de parabola C i el segment rectilini
que uneix els punts, (-6,0) i (6,0).

Per la simetria de la funcio:
.6

6 & 20 e o}
S =2><Q§18 - X = glox- X 3 =14402,

3
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Problema 23

D
Per dissenyar un escut es dibuixa un triangle ABC de vertexs A(0, 12), B(-x, x?),

C(x, x?) essent x*> <12. Determineu raonadament:

D
a) L'area del triangle ABC en funci6 de I'abscissa x del vertex C.
D
b) Les coordenades dels vertexs B i C perque I'area del triangle ABC siga maxima.

D
Per a completar I'escut s’afegeix al triangle ABC d’area maxima la superficie S
limitada entre la recta y = 4 i l'arc de parabola y =x?, quan - 2£ x £2
Determineu raonadament:
c) L'area de la superficie S.
d) L’area total de I'escut.
PAU, juny 2012.

Solucié:
Siga x3 0, x? <12. Aleshores, x1 [O, 2«[?;[.
Siga M el punt mig del segment BC. B [
Les seues coordenades sén M(0, x?).

AM =12 - x2. BC = 2x : . 2 s
a)

D

L’area del triangle ABC en funcio de I'abscissa x del vertex C és:

— 2 N
f(x) = x(12- x2), x1 [0,243]. o A
b) sl
Maximitzem la funci6 area f(x).
f'(x)=-3x2 +12.
f'(x)=0, - 3x? +12 =0. Resolent I'equacio:
X=2.
f"(x) =-6x, f"(2)>0. Aleshores x=2 és un 5
maxim relatiu estricte.
Les coordenades dels punts B, i C on l'area és
maxima son: 0
B(-2,4), C(2,4). La superficie maxima del triangle

10 1

D
ABC és, f(4)=32u?.
c)
Calculem l'area afitada entre la recta y = 4 i l'arc de parabola y =x?,quan - 2£ x £2
Notem que la recta i la parabola s'intersecte en els punts B(-2,4), C(2,4).
L’area és igual a la integral definida de la recta menys la parabola entre [ 2, 2]
Per ser la recta i la parabola, cadascuna, simetriques respecte de I'eix OY.
20
u 2
s=2(a- x?)ix = gy XY =32,
¢ 30, 3
e a
d)
D
L’area total de I'escut és igual a la suma de les arees del triangle ABC més l'area de
la superficie S.

S —32+2 180
3 3

Total
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Problema 24

Es vol construir un diposit cilindric de 200m* de volum, obert per la part superior.
La base és un cercle en posicio horitzontal de radi x i la paret vertical del diposit és una
superficie cilindrica perpendicular a la base.

El preu del material de la base del diposit és de 4€/m? i el preu del material de la part

vertical és de 2€/m?. Determineu raonadament:

a) L'area de la base en funci6 del seu radi x.

b) L'area de la paret vertical del cilindre en funci6 de x.

¢) La funcio f(x) que déna el cost del diposit.

d) El valor x del radi de la base per al qual el cost del diposit €s minim i el valor del
cost minim

PAU, setembre 2012

Solucié: ©

Siga h l'altura del cilindre
a)
L'area de la base és I'area del cercle de radi x: h
S, =pxZ.
b)
L’area de la paret vertical és I'area d’un rectangle de base la longitud de la X
circumferéncia de radi x i I'altura h del cilindre
L =2pxAh.
El volum del cilindre eés: V =S, *h
100 = pX . Aillanth: h= 102 f) 1ooo~‘—
px 1

La funci6 area lateral és: 800
S, =2px xl—o-o— . Simplificant: S, = - 200 . T

px? X 600 +
c) T
La funcio cost del diposit és: 400 T
fx) =4opx? + 2220 £ =apx2 + 20 x50, soo 4

X X
d) T
Minimitzem la funcio6 cost del diposit. ot ' L ; :
400
400

f'(x)=0, 8px - —~ =0. Resolent I'equacio:
x?

X =§/EQ » 2.52m.
p

f'(x)=8p+ 2
X

f"§/ ‘> 0, aleshores, x = 3,/59 » 2.52m és un minim relatiu estricte.

f 0
El cost minim és f -Q —4 ><3250 400 » 238.53€.
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