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Introduccié

Els Sangaku s6n unes taules de fusta amb enunciats de problemes de geometria
euclidea creats al Jap6 en el periode Edo 1603-1867. En aquest periode el Jap6
estava aillat d’occident. Aquestes taules estaven exposades als temples budistes.

Els 10 problemes escollits pertanyen a taules de la prefectura de Nagano i la seua
tematica principal sén triangles. Els problemes son de distint grau de complexitat i
d’'una gran bellesa de colors i formes.




Enunciats

Problema 1

La seguent figura esta formada per 1 triangle equilater i 3 quadrats
iguals. El costat del triangle equilater és a. Calculeu el costat del
guadrat.

Problema 2
D -
Siga el triangle is0sceles ABC, AB = AC. Siga la seua A
circumferéncia inscrita de centre O, iradi r,. Siguen D, E els punts
de tangéncia de la circumferéncia inscrita i els costats E,E del
D
triangle. Siga la circumferencia inscrita al triangle ADE de centre
O, iradi r,. Considerem la circumferéncia de centre O, iradi r;.
o E
g &

Determineu el valor de r, entermes de r;.

Problema 3
D A
En el triangle rectangle ABC, B =90°, s’han inscrit els
guadrats P, Q, R, S, T (veure figura). Si els costats dels T
quadrats S, T s6n a, b, respectivament, calculeu el
costat del quadrat P. R
P
0 s

B C

Problema 4
o A
El rombe BDEF esta inscrit en el triangle ABC . Sigar el radi de la c
D F
circumferéncia inscrita al triangle AFE i s el radi de la circumferéncia
D
inscrita al triangle DCE. Determineu r en funcio de s i dels costats a, c. . .
D

Problema 5
D R
En el triangle rectangle ABC, C =90°, siga CD l'altura sobre la
hipotenusa.
Siguen conegults els catets del triangle. Determineu els radis de les

D D
circumferéncies inscrites als triangles rectangles ADC, BCD.




Problema 6

D
Siga el triangle rectangle ABC, B =90°. Siga D un punt de la

hipotenusa AC . Siga r, el radi de la circumferencia inscrita al triangle

D D
ABD i r, el radi de la circumferencia inscrita al triangle BCD.
Determineu el radi r, en funcié de r, i dels catets a=BC i c = AB.

Problema 7
D
Donat el triangle rectangle ABC, A =90°, tal que els triangles

D D
ADE , DAF, i el rectangle HCGI tenen la mateixa area. Si
x =FH = GE , determineu x en funcié dels catets del triangle

D
rectangle ABC.

Problema 8

En la seglent figura el triangle és isosceles i esta inscrit en una
circumferéncia de radi R. Hi ha 4 circumferencies iguals de radir i
una circumferencia més menuda de radi s.

Calculeu els radis de les circumferencies r i s en funcio de R radi de
la circumferéncia major.

Problema 9

D R
Siga el triangle isosceles ABC, AB = AC = a constant. Siga la seua
circumferencia inscrita de centre O, iradi r,. Una circumferencia de
centre O, iradi r, és tangent als costats del triangle AB,AC i

tangent exterior al la circumferencia anterior. Aixi es construeixen n
circumferéncia.

Sin és constant i x = BC variable.
Per a quin valor de x el radi r, €s maxim.

Problema 10

D
Siga el triangle ABC qualsevol i r el radi de la circumferencia inscrita i

h, .l'altura sobre el costat BC.

D D
Les circumferéncies inscrites als triangles ABD, ADC tenen el matei
radi r, .
Determineu r, entermesderi h,.
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Solucions

Problema 1

La seguent figura esta formada per 1 triangle equilater i 3 quadrats

iguals. El costat del triangle equilater és a. Calculeu el costat del
guadrat.

Solucio:

D
Siga el triangle equilater ABC de costat a.
Siga x =DE =BD costat del quadrat. C
DEDF =30° . Aleshores, DF = /3x.

a= 2x+J§x=(2 +1/§><
Aleshores, x = (2 -3 )a




Problema 2

D -
Siga el triangle isosceles ABC, AB = AC. Siga la seua
circumferéencia inscrita de centre O, iradi r,. Siguen D, E els
punts de tangéncia de la circumferéncia inscrita i els costats

AB,AC del triangle. Siga la circumferéncia inscrita al triangle

D
ADE de centre O, iradi r,. Considerem la circumferencia de
centre O, iradi r,. Determineu el valor de r, entermes de r,.

Solucio:
Siga H el punt mig del costat BC.

Siga M el punt mig del segment DE.
Siga a = BDAM =B MDO,

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle MDO, :

DM=r, cosa . Per tant, DE = 2r,cosa . MO, =r, sina

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle ADO, :

— r —
AO,=—L  AD=_1,
sina tga
Aleshores,
- — — r )
AM = A0, - MO, =—1—-r;sina.
sina

D
Calculant I'area del triangle ADE :

S poc - 1DExam =12rlcosa )ge | sina®= rf%@sa - sinacosa®.
2 2 g@sina g esina [}
- a2r 0 x 0
S ape :l(ZAD +DE)'2 =1 —+2r, cosa, =rf, i*'cosai'
2 2 gtga P tga 2

Igualant les arees:

28E0sa . 0 el 0 o e )
" ¢———- sinacosa+=rr,g—— +cosax. Simplificant:
esina I} tga a
agosa . 0_ _oeosa 0
rn¢——- sinacosa~+=r,e——+cosa-.
e sina ] esSina 7]

Aillant r, :

_cosa - sin? acosa _1- sin’a

_ 1= —r1, =(1- sina)r,.
cosa +sinacosa 1+sina

2



Aleshores,
r,=(1-sina), =r, - MO, .
D
Aleshores, el centre de la circumferéncia inscrita al triangle ADE pertany a la

D
circumferéncia inscrita al triangle ABC .
Aleshores, r, = 2r,.



Problema 3

A
=
R
. D . -
En el triangle rectangle ABC, B =90°, s’han inscrit
els quadrats P, Q, R, S, T (veure figura). Si els
costats dels quadrats S, T son a, b, respectivament,
calculeu el costat del quadrat P. b
Q
B
Solucio:
Siga x el costat del quadrat P. A
Siga y el costat del quadrat Q. L
Siga z el costat del quadrat R. J
D D
Els triangles rectangles DEF, FGH s6n semblants. «
Aplicant el teorema de Tales: H
|
28 —_ Y Aleshores, y? = ax (1)
y-a X-Yy
D D G
Els triangles rectangles FGH, HIJ s6n semblants. Aplicant
el teorema de Tales:
Y =X"Z pleshores, z=x-y 2) B
X-y z
D D
Els triangles rectangles JKL , HIJ sén semblants. Aplicant el teorema de Tales:
X-z_2-b . Aleshores, b(x- z) =z(z- b) (3)
z

Substituint I'expressioé (2) en I'expressio (3):

b(x- x-y)=(x-y)x-y-b).

y? - 2xy+x? - bx = 0. Resolent 'equaci6 en la incognita y:
y =x- +bx @)
Igualant les expressions (1) i (4):

ax = (x - J&)z. Resolent 'equacio en la incognita x:
x=a+b+2+/ab.



Problema 4

D
El rombe BDEF esta inscrit en el triangle ABC siga r el radi de la circumferencia

D D
inscrita al triangle AFE i s el radi de la circumferéncia inscrita al triangle DCE.
Determineu r en funci6 de s i dels costats a, c.

y A,
Solucio:
Siga x =BD =BF el costat del rombe. F E
D D
Els triangles AFE, DCE son semblants aplicant el teorema de Tales:
r-Xx , aleshores, r = S (2) C
S a-X a- X B 3]

D D
Els triangles AFE, ABC son semblants aplicant el teorema de Tales:
X c ac

—=——, aleshores, x = @3]
a c-Xx a+c
Substituint I'expressio (2) en I'expressié (1) i simplificant:

_cs
=



Problema5s

D R
En el triangle rectangle ABC, C =90°, siga CD laltura sobre la hipotenusa.
Siguen coneguts els catets del triangle. Determineu els radis de

D D
les circumferencies inscrites als triangles rectangles ADC, BCD.
Solucio:

Siguen els catets a=BC, b =AC
Siguen r, s els radis de les circumferéncies inscrites als triangles

D D
rectangles ADC, BCD, respectivament.

D
Aplicant el teorema del catet al triangle rectangle ABC:

b2 , = — a
————. a° =BH x, aleshores, BH= —.
Ja? +b? Ja? +b?

El radi de la circumferéncia inscrita a un triangle rectangle és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa, aleshores:

- - 2
b2 = AH xc, aleshores, AH =

b2 ab
o b+ +
[ cAC+AD+CD = _ Na?+b?  4a? +b? o bya®+b? +b? +ab
2 | 2 2Ja? +b? -

- aWa? +b? +a? +ab
2Ja® +p?

Analogament, s =




Problema 6

D
Siga el triangle rectangle ABC, B =90°. Siga D un punt de la A
hipotenusa AC. Siga r, el radi de la circumferéncia inscrita al triangle

D D
ABD i r, el radi de la circumferéncia inscrita al triangle BCD. D
Determineu el radi r, en funcié de r, i dels catets a=BC i c = AB.

Solucio:
Siga O, el centre de la circumferencia

D
inscrita al triangle ABD de radi r, .
Siga O, el centre de la circumferencia

D =
inscrita al triangle BCD de radi r, . o % K
Considerem la circumferéncia inscrita al i . . -

D |
triangle ABC de centre liradir. Et I |
Siga D, E els punts de tangéncia de la . :

D Y
circumferéncia inscrita al triangle ABC i els - ,’f\ %

costats a, ¢ respectivament. = '[‘]
Siga M el punt de tangéncia de la

D
circumferéncia inscrita al triangle ABD i el costat c.

D
Siga N el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita al triangle BCD i el costat a.
D D
Els triangles AMO, , AEI son semblants, aplicant el teorema de Tales:

ﬂ:r_l_Aleshores,m:M_ W:C-M Q)
c-r r r r
D D

Els triangles CNO, , CDI son semblants, aplicant el teorema de Tales:
CN — n@-r =—— r(a-r
ﬂzr—z.Aleshores, CN:M. BN:a-M )
a-r r r r
D
Considerem el triangle rectangle BLK, L =90° tal que la circumferencia de centre O,

iradi r, ésinscrita al triangle. Siga J el punt de tangéncia del costat KL ila
circumferéncia.
BK =BN +KJ.
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BLK:
(ﬁ + Kl)z = (ﬁ + r2)2 + @ + rz)z. Aillant KJ.



— ‘ﬁ +r }f
J=31—272 (3)
BN-r,
Substituint I'expressio (1) en I'expressio (3):
— r,(ar-ar, +2r,r)

KJ 4)
a(r - rz)
- D D -
Els triangles BMO, , KJO, son semblants aplicant el teorema de Tales:
BM _KJ
=2 ()

r P!

Substituint les expressions (1) (4) en I'expressio6 (5):
cr-r(c-r) b (ar - ar, +2r,r)

r - afr-r,)
r‘1 r‘2
Simplificant:
ac(r2 - T - 1T, +r2r1)= 2r2r,r, (6)
Aillant r,
2
ac (r - rr2) @

1 =

2r%r, +ac(r-r,)
El radi de la circumferéncia inscrita del triangle rectangle és igual al semiperimetre
menys la hipotenusa:

[ 2 2 [,2 2
r:a+c+2a +C _m:a+c- 2a +C 8)

Substituint I'expressio (8) en I'expressio (7) i simplificant:

ac§+c- 2r, - Ja? +¢c? 9

g

r, = .
1 L.
2§c- 2r,/a? +czg




Problema7

A
D
Donat el triangle rectangle ABC, A =90°, tal que els triangles

D D
ADE, DAF, i el rectangle HCGI tenen la mateixa area. Si D
x =FH = GE , determineu x en funcié dels catets del triangle

D

rectangle ABC. I G
Solucio:

m
-

T
o

Siga a=BC, b=AC.

|

D D -
Si els triangles ADE, DAF tenen la mateixa area, aleshores, BF = —a, AE = %b :

‘s : b _ab
L'area del triangle ADE és S, e

N

Ac=2_x Ce=2_«.
2 2

L’area del rectangle HCGI és:

Sinai :8@- Xg(e;bi x2, Sixal = Sape - Aleshores:
e2 @2 g

& x—f;"ﬁbi - x2= a_b_ Resolent 'equacio en la incognita x:
e2 @2 g

X=a+b- Ja? +p?
n .




Problema 8

En la seglent figura el triangle és isosceles i esta inscrit en una
circumferéncia de radi R. Hi ha 4 circumferéncies iguals de radi r i una
circumferéncia més menuda de radi s.

Calculeu els radis de les circumferencies r i s en funcié de R radi de la
circumferéncia major.

Solucio:

Siga el trlangle isosceles ABC a=BC, b=AB=AC.
Siga h= AD altura del triangle. Siga OE=R- 2r.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AEO:

.2
R- 2r = |R? - 228 (1)
e2g

D D
Els triangles AGC i ABD son semblants, aplicant el teorema E

b _h _b?
de Tales: — = —, aleshores, h=— 2
2R b 2R

a
5 _J(@R)? - Db?
2 =L, aleshores, a = B1/(2R)2 - b? (3)
b 2R R
D
Considerem el triangle rectangle ACD i la seua circumferéncia inscrita de radi r.
a
h+—-b
Aleshores, r = + (4)
Substituint Ies expressions (2), (3) en I'expressio (4):
b2
2r = — £ 2R)? -b 5
r TR VER)" - ®)
Substituint I'expressié (5) en I'expressio (1):
2 0 .2
BT D oR)Z b7 - pi= |R?- 2RO )
2R 2R P e2g

Elevant al quadrat i simplificant:
2b? - 2Rb - 3R? =0. Resolent I'equacié en la incognita b:

1+2«/7 R @)

Substituint I'expressio (7) en I'expressio (1)

b=




2

(0]

R-2r= |R?- 8q+‘ﬁR%
4 5

8- 27 5- /7

Aleshores, 2r =R- R
16 8

h+2s =2R. Aleshores, 2s =2R- h=2R - R

aleshores, s = R.

4-+7
8



Problema 9

D R
Siga el triangle isosceles ABC, AB = AC =a constant.
Siga la seua circumferencia inscrita de centre O, i radi

r, . Una circumferéncia de centre O, iradi r, és tangent

als costats del triangle AB,AC i tangent exterior al la
circumferéncia anterior. Aixi es construeixen n
circumferéencies.

Sin és constant i x = BC variable.
Per a quin valor de x el radi r, €s maxim.

Solucio:
Siga H el punt mig del costat BC . . e

D
Siga D el punt de tangéncia de la circumferencia inscrita al triangle ABC i el costat
AC.
Siguen E, F les tangents de les altres circumferéncies.
Considerem la recta tangent a les dues primeres circumferencies que talla el costat

AB en el punt K. Siga J la projeccié de K sobre el costat BC.

AD=22*X Ep=cp=X
2 2
.2
AH = [a2- &9
e2g

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AOD:

.2

0
a _ge_<9 - rl_ :rl ae?a+xo
g & 2 g
xa/2a- X
Aleshores, 1, = —— (2)
24J2a+ x
KL=DE _
_JzB - L=X- DE E KB ﬁ DE X+DE.
2 2 2 2

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle KJB:
—_—..2 —_—..2
& - DEO & +DEO
(on)’




—  4r?
Aleshores, DE = o

. )
Siga h l'altura sobre el costat BC del triangle

r, _AE _AD- DE

n AD  AD

rp _h-2rn _h-2r-2r, 13
r h h-2r r,
Aleshores:
L.l fa_ W _AD DE @3)
r1 rZ r3 rn 1 AD
o 2a- X
AD - DE _ 2 _ x(2a- x) _ x(2a- Xx) _2a- X
AD 2a-x 4r° x(2a- x)- 8r° 2 " 2a+x
A X0 B g g2 00
2 x rarn;
Multiplicant les n-1 primeres igualtats de (3):
n-1
I _aa- xo
r eZa+x@
1
o a2an xgn'l x[2a - x@a o) lziae?a— X0 2
n 132a+x,ég 2«/2a+xe28.+Xg 232a+x{g;
Calculem la derivada de r, respecte de la variable x:
e
1 3 x? - 4aa]:ﬁ- ——x+4a
dr,) _la®a- x§"2 x& léePa-x02_ -4a _lofa- xo“g & 25
dx 2é&2a+xg 2& 2g2a+xg (2a+x)? 232a+xz ¢ (2a- x)(2a+x)
d . "
£=O,S| - X2 - 4a§|- 19 442 =0
dx e 2y

Resolent I'equacio:

=&/(2n- 1% +4 - (2n- l)ga.

SERIE



Problema 10

D
Siga el triangle ABC qualsevol i r el radi de la circumferencia
inscrita i h, .l'altura sobre el costat BC.

D D
Les circumferéncies inscrites als triangles ABD, ADC tenen el
mateix radi r, .

Determineu r, entermesderi h,. B D c

Solucio:

Vegem primer la relaci6 entre el radi d’'una circumferéncia inscrita a un triangle i
laltura.
Siga p el semiperimetre. Igualant les férmules de les arees: A

pr=+p(p- a)P - b)(p- c), ah =p( - a)(p- b)(p- c).
2

Aleshores, T = \/(p- a(e-BP-0) |, - 2PE-a)P-b)p-c)
p a
Siga T el punt de tangéncia de la circumferéncia inscrita i el costat g e c
BC.
== —— B r C r
BT=p-b,CT=p-c, tg—=——, tg—=——
P p-C.. 105 o- 95 C
5 [(P- 3)(P- b)(p-©)

B, C r2 p- a a 2r 1 p a
tg—xtg— = = =1-=.1- = =1+ =1- =,

2 "2 (p-ap-b) p P h, 2./p(P - a)(p- b)(p- ¢) p

a

Aleshores, 1- 2r th ><th 1)
h, 2 "2

D
Aplicant la propietat anterior al triangle ABD

2r B, PBDA
1- —L=tg—t
h gz J 2

a

(2)




D
Aplicant la propietat anterior al triangle ADC
2r, . C., BADC

1- —=tg—t 3
h, 99— ®3)
Substituint les expressions (2) (3) en I'expressio (1):
P RTNAEY
1 2r _ h, h,
h, DBDA |, BADC
tg tg
2 2
Com que tgb BDA xgb ADC =1,
2 2
o @ 2,0
— gl —L= | Aillant la incognita r,:
h h. 5
h - 2rh
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