Proves PAU’s juny 2016.

Problema A.1.
ax -z=a

Es dona el sistema d’equacions {2x+ay +z =1, on a és un parametre real.
2X +z=2

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors del parametre a per als quals el sistema és incompatible.

b) Totes les solucions del sistema quan aquest sistema siga compatible indeterminat.
c) La soluci6 del sistema quan a =-1.

Problema A.2.

Xx=1
X—-2y+z+3=0 .
Es donen les rectes r = y i s=y=2a
3X+y—-z+1=0
zZ=0-2
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La recta paral-lela a r que passa pel punt (0,1 0).

b) El planol TT que conté larectar i és paral-lel a la recta s.
c) La distancia entre les rectes ri s.

Problema A.3.
1
X2 —5X+6
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Domini i asimptotes de la funcid.
b) Intervals de creixement i de decreixement de la funcié f.

c) La integral If(x)dx .

Es ddna la funcié f definida per f(x) =

d) el valor a > 4 per al qual I'area de la superficie limitada per la corba y = f(x) iles

rectes y=0, x=4 i x=a és Ing.

Problema B.1.
J5 0 0
Esdbénalamatriu A= 0 1 -2|.
0 2 1

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La comprovacio que A™ =57A", sent A' la matriu transposada de A.

b) Els valors del parametre real . per als quals A —Al no és invertible, sent | la matriu
identitat d’ordre 3.

c¢) El determinant d’'una matriu quadrada B, el determinant de la qual és major que O i

verifica B! =B".



Problema B.2.

Es dona el planol TT=6x+3y+2z-12=0 iels punts A1 0,0), B(0,2,0), C(00,3).
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L’equacio implicita del planol ® que passa pels punts A, B i C i la posicio relativa
dels planols I1, @ .

b) L’area del triangle de vertexs A, B i C.
c) Un punt P del planol I1 i el volum del tetraedre els vértexs del qual sén P, A, Bi C.

Problema B.3.

Cada dia una planta productora d’acer ven x tones d’acer de qualitat baixa i y tones

d’acer de qualitat alta. Per restriccions del sistema de produccié, ha de succeir que
_ 23-5X
©10-x

El preu d’'una tona d’acer de qualitat alta és de 900¢€, i el preu d’una tona d’acer de

qualitat baixa és de 300€.

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els ingressos obtinguts en un dia en funci6 de x.

b) Quantes tones de cada tipus d’acer s’han de vendre en un dia perqué els ingressos

obtinguts d’aquest dia siguen maxims.

¢) L’ingrés maxim que es pot obtenir per les vendes d’acer en un dia.

R 23
, en que 0<x<?.



Problema A.1.

ax -z=a
Es ddna el sistema d’equacions {2x+ay +z =1, on a és un parametre real.
2Xx +z2=2

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els valors del parametre a per als quals el sistema és incompatible.

b) Totes les solucions del sistema quan aquest sistema siga compatible indeterminat.
c) La soluci6 del sistema quan a =-1.

Solucio:
a 0 -1 a 0 -1a
Siga A=|2 a 1 | lamatriude coeficients, A'={2 a 11| la matriu ampliada.
2 0 1 2 0 12
—a’+2a.

|A|=0, a* +2a=0. Resolent l'equacio: a. =0, -2.

Si a#0,-2, rangA =3, rangA'= 3, aleshores, el sistema és compatible determinat.

0 0 -1 0 0 -10
Sia=0,A=2 0 1|, A=|2 a 11|
2 0 1 2 0 12

Considerem el menor format per 13, 22 fila i 12, 32 columna de la matriu A:

0 _
‘2 1]‘ =2 =0, aleshores, rangA =2.

Considerem el menor format per 12, 32 i 42 columna de la matriu A’

0
1 =2+0. Aleshores, rangA'= 3.
2

Per tant, si o =0 el sistema és incompatible..

-2 0 -1 -2 0 -1-2
Sia=-2,A=|2 -2 1|, A=2 -2 1|1
2 0 1 2 0 1|2



Considerem el menor format per 12, 22 fila i 12, 22 columna de la matriu A:

‘—2 0

2 2‘ =4 %0, aleshores, rangA = 2.

Considerem el menor format per 12, 22 i 42 columna de la matriu A’:

-2 0 -2
2 -1 1|=0.Aleshores, rangA'=2.
2 0 2

Per tant, si o = -2 el sistema és compatible indeterminat.

Podem eliminar la tercera equacié que depén de les altres.

—2X—z2=-2 .
X—2 . Utilitzant el métode de Gauss:
2x-24y+z=1

-2 0 -1-2 -2 0 -1-2 . . :
= e El sistema és equivalent a:

2 -2 1|1 )rRw®(0 -2 0
x:l—lx
2
—-2X=-2+2 1 .
. La solucio és: y == on A ésun valor real.
-2y=-1 2
Z=L
c)
Si a =1, el sistema és compatible determinat |A| = (-1)* +2(-1) = 1.
-1 0 -1
1 -1 1
2 0 1
X=——-—=1
-1
-1 -1 -1
2 1 1
_ 2 2 1
Aplicant la regla de Cramer: <y = — - 1.
-1 0 -1
2 -1 1
2 0 2
z=———=0
-1




Problema A.2.

X—-2y+z+3=0 .
Es donen les rectes r = y I s=:y=2a
3X+y-z+1=0
z=0-2
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La recta paral-lela a r que passa pel punt (0,1, 0).

b) El planol TT que conté la rectar i és paral-lel a la recta s.
c) La distancia entre les rectes ri s.

Solucio:
x=f
. X-2y+z+3=0 X-2y+z2=-3
Resolem el sistema r = , = ,r=dy=4+4p.
3X+y-z+1=0 4x -y =-4
z=5+7pB
Un punt de larectar és A(O, 4,5) i el vector director és v, =(1, 4,7)
x=1
Sigalarecta s=<y=2a .Unpuntdelarectasés B(10,—2) iel vector director és
Z=o-—-2
v, =(0,21).
a)
La recta paral-lela a r que passa pel punt (0,1 0) té vector director v, =(1,4,7).
Xx=0+P
La seua equacio parametrica és p=<y =1+4 .
z=0+7PB
b)

Notem que {vr. vs} son linealment independents ja que les components no sén
proporcionals.
El planol que conté la rectar i és paral-lel a la recta conté el punt A i els seus vectors
directors s6n {v,.v.}. La seua equacio implicita és:

x-0 y-4 z-5
In=| 1 4 7 | =0. Simplificant 'expressio:

0 2 1

[M=-10x-y+2z-6=0.
c)
Les rectes r, s s6n secants o es creuen ja que els vectors directors d’ambdues {v,. v}

son linealment independents.
La distancia entre ambdues rectes és igual a la distancia d’un punt qualsevol de la
recta s (en particular B(1 0, —2)) al planol IT=-10x -y +2z—-6 =0 que conté la recta

riés paral-lel alarectas:

|10.1-1.0+2.(2)-6] 20 4/105

| Jc10)2 + (0?22 | V105 21

Podem deduir que les rectes r, s es creuen.

d(r, s) = d(B, I1) =




Problema A.3.
1
X2 —5X+6
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Domini i asimptotes de la funcio.
b) Intervals de creixement i de decreixement de la funcié f.

c) La integral If(x)dx .

Es ddna la funcié f definida per f(x) =

d) el valor a > 4 per al qual 'area de la superficie limitada per la corba y =f(x) iles

rectes y=0, x=4i x=a és Ing.

Solucio:

a)

La funci6 racional no té domini quan del denominador és zero.

x? —5x+6 = 0. Resolent I'equacio:

X=273.

Dom(f)=R ~ (2, 3).

La funci6 té asimptotes verticals en els valors de x que el denominador és zero i el

numerador és distint de zero.
Esadirquan x=2, 3.

Estudiem la tendéncia :
Siga I'asimptota x =2:

. 1 .

im ——————=—0, lim ————— =+o.
x=>2" X* —5X+6 x->2" X —5x+6

Siga l'asimptota x =3:

. 1 .

im ————— =+, M ————— =—0.
x-3" X* —5X+6 x>3" X° —5X+6

La funci6 té asimptotes horitzontals ja que el grau de polinomi numerador és menor
que el grau del polinomi denominador.
1

lim ——— =0, la recta y =0 és una asimptota horitzontal quan x s’aproxima a
x40 X° —5X+6
més infinit.

lim 2; =0, larecta y =0 és una asimptota horitzontal quan x s’aproxima a
x=-0 X —5X+ 6
menys infinit.
En els dos casos la corba va per dalt de I'asimptota.
b)

f'(x):LJFSZ, xeR~(23).

(x2 —5x + 6)

La funci6 és estrictament creixent quan f'(x) > 0. Resolent la inequacio:
5 . . L . , 5
X < E . Es a dir, la funcio és estrictament creixent quan x < }— 00, E[ ~ {2}

La funcio és estrictament decreixent quan f'(x) < 0. Resolent la inequacio:



X > g . Es a dir, la funcid és estrictament decreixent quan x e E +oo[ ~{3}.

Nota: la funcio és continua en X = > i passa de ser creixent a decreixent, aleshores,

X :g €s un maxim relatiu de la funcié. El punt maxim relatiu és [g f@D és adir, el

5
unt | —,—-4].
P (2 j

c
E)Is zeros del denominador de la funcié sén x =2, 3, reals i distints.
Descompondrem la funcié en fraccions simples:

1 _ A N B :A(x—3)+B(x—2)
x> -Bx+6 X-2 x-3 x? —5x+6
1=A(x-3)+B(x-2).

Si x =2, aleshores, 1=—A. Pertant, A=-1
Si x =3, aleshores, 1=B.

. lgualant els numeradors:

;dxﬂ e dx+ | L dx = —Injx— 2|+ Inx 3+ C = In* 2| 4 C.
x? —5x+6 X—2 x-3 X -2
d)
Si a> 4 la funci6 f(x)=2; és positiva quan x €[4, a].
X° —5X+6

aZ;dX — Jnlx—2|+Inx-3|]} =-In(a-2) +In(a-3) - (~-In2+In1)=In 2a-3)
4x% _5x+6 4 a-2
a 1 3

——dx=Ih>

4x° —-5Xx+6 2
n2@=3) _ 113 Aleshores:

a-2 2

2@-3) _ 3 Resolent 'equacio:

a-2 2

a==6.



Problema B.1.

J5 0 0
Esdonalamatriu A= 0 1 -2/|.
0O 2 1

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) La comprovacio que A™ =57A", sent A' la matriu transposada de A.

b) Els valors del parametre real . per als quals A —Al no és invertible, sent | la matriu
identitat d’ordre 3.

c) El determinant d’'una matriu quadrada B, el determinant de la qual és major que O i

verifica B =B".

Solucié:
a)
100
Provem que 5*A'"-A=|0 1 0.
00 1
l\/Eoo\/Eoo 1500 100
5—1A‘-A=go 1 2| 0 1—2:5050=01o.
0 -2 0]0 2 1 005 (001
b)

Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero.

J5 0 o) (r00) (V5-a 0 O
A-M=|0 1 -2|-l0 » ol=] 0 1-a -2
0 2 1] l0 0 & 0 2 1-2

J5-% 0 0
det(A—al)=detf 0 1-1 -2 |. Desenvolupant per la primera fila:
0 2 1-x

det(A—21)= ({5 —xf;l 1_2%‘ ~(B-r)fnz-2n+4).

La matriu no té inversa si det(A—Al)=0:
(\/E—AXXZ —2x+5)=o . Resolent 'equacié: v5 -1 =0,0bé 22 -2L+5=0.

A=+5la segona equacio no té solucio real.

c)

Si det(B) > 0, aleshores, B té inversa.
det(B-B™) = det(l) = 1.

Aleshores, det(B-B')=1.

Sabem que det(B) = det(B").

det(B-B') = det(B) - det(B") = (det(B))* =1.
Aleshores, det(B) = +/1=1, jaque det(B) >0.



Problema B.2.

Es dona el planol TT=6x+3y+2z-12=0 iels punts A1 0,0), B(0,2,0), C(00,3).
Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) L’equacio implicita del planol ® que passa pels punts A, B i C i la posicio relativa
dels planols 11, @.

b) L’area del triangle de vertexs A, B i C.
c) Un punt P del planol I1 i el volum del tetraedre els vértexs del qual sén P, A, Bi C.

Solucio:
a)
AB= (-1, 20), AC = (-1 0, 3). Els dos vectors son linealment independents ja que no

tenen les components proporcionals.
El planol ® que passa pels punts A, B i C, passa pel punt A i té per vectors directors,

AB = (-1,20), AC = (-1 0, 3). La seua equacio implicita és:
x-1 y-0 z-0
=-1 2 0 |=0. Simplificant: ® =6x+3y+2z2-6=0.

-1 0 3
Estudiem la posicio6 relativa dels planols I1, @.
Estudiem la condicié de paral-lelisme, A = E = E * 2
AL B C D
6 = 3 = 2 # _—12. Aleshores els dos planols sén paral-lels.
6 3 2 -6
b)

L’area del triangle de vértexs A, BiC, és S, zc = %HA—BX A—Cﬂ .
i j ok

ABxAC=|-1 2 0=6i+3j+2k=(6,3,2).HABxAcﬂz 62432422 =7,
-1 0 3

s = 7
ABC 2 2
c)

Un punt qualsevol del planol I1 satisfa la seua equacio:
Siguen x =0,y =0, aleshores, 6-0+3-0+2z—-12 =0, aleshores, z=6.

P(-00,6).
El volum del tetraedre ABCP €S V gcp = %‘[A—B AC, A—P]

AB=(-120), AC=(-10,3), AP=(-10,6):
-12 0
AB ACAP|=|-1 0 3[=6. Vuep =%‘[A_B', AC AP =%6=1.
-1 0 6
Nota: El valor del volum del tetraedre ABCP no depén del punt P sobre el planol IT ja
gue els planols IT, ® son paral-lels. (L'altura sobre el planol ABC és la distancia entre

els dos planols).



Problema B.3.

Cada dia una planta productora d’acer ven x tones d’acer de qualitat baixa i y tones

d’acer de qualitat alta. Per restriccions del sistema de produccié, ha de succeir que
_ 23-5X

Y= T0-x

El preu d’'una tona d’acer de qualitat alta és de 900€, i el preu d’una tona d’acer de

qualitat baixa és de 300€.

Obteniu raonadament, escrivint tots els passos del raonament utilitzat:

a) Els ingressos obtinguts en un dia en funcié de x.

b) Quantes tones de cada tipus d’acer s’han de vendre en un dia perqué els ingressos

obtinguts d’aquest dia siguen maxims.

c¢) L'ingrés maxim que es pot obtenir per les vendes d’acer en un dia.

. 23
, en que 0<x<?.

Solucio:
La funci6 ingressos depén de les tones x, y:
I(x, y) = 300x + 900y .

I(x) = 300x + 900 22X g cx <2
10-—x 5
3002 +1500x — 20700 23
I(x) = , O<x<—.
x—-10 5

b)
Derivem la funci6 ingressos:

() = (600x +1500 (x —10) — (— 300x? —1500x — 20700)1 _ 300x? —6000x +5700 .
(x —10)? (x—10)2

I'(x)=0. 0 A

300x? —6000x +5700 =0.

Resolent 'equacio: 2000 1

x=119.

23

La solucié x=19 ¢ }0, ?{ _ 1800 1

Estudiant el signe de la primera derivada: 1600 1

I'(x) >0, quan x e o,1[. I'(x) <0, quan Xe}l 25—3{

1400 ¢

Aleshores, x =1 és el maxim de la funcié. 0 1 2 3 4
S’ha de vendre 1 tona d’acer de qualitat baixai y = 2:1)’0_—511 = 2 tones d’acer de

qualitat alta.

c)

El maxim dels ingressos s’assoleix quan x =1.
Els ingressos maxims soén:

2 —_—
1) = 300 -1 +1150]C-)01 20700 _ 2100€.




