Problemes d’Algebra

Problema 1

Considereu el sistema donat per AX =B.
a 2 -1 1 X

A=|0 1 2 |,B=|a-2]|, X=|y]|.
3 4 «a 3 z

a) Determineu, si existeixen, els valors de a perque el sistema tinga solucié Unica.
b) Determineu, si existeixen, els valors de a perqué el sistema no tinga solucio.

c) Determineu, si existeixen, els valors de a perqué el sistema tinga almenys dues
solucions.

Calcula totes les solucions en els casos possibles.

Andalusia 2015 al.

Problema 2
111 -1 1 1
Considereu les matrius A={1 2 3|iB=|1 -1 1
1409 1 1 -1

a) Calculeu la matriu X que verifica AX —B =1 (I denota la matriu identitat d’ordre 3).

b) Calculeu el determinant de la matriu (AZB'l)M.
Andalusia 2015 al.

Problema 3
Consideren les seglents matrius:
1 2 1 00 1 0O
Az( J,Bz -2 10 iC=( j
2 - -1 50
3 21

a) Calculeu la matriu X tal que A'XB™ =C. (A' és la transposada de A).
b) Calculeu el determinant de B'l(CtC)B. (C' és la transposada de C).
Andalusia 2015 a3.

Problema 4
2x+y+(a-Dz=a-1
Considerem el segiient sistema d’equacions: {x —ay -3z =1
X+y+2z=2a-2
a) Resoleu el sistema pera a =1.
b) Determineu, si existeix, el valor de a perqué (x, Y, z) = (], -3, 0() és I'tnica solucié

del sistema donat.
Andalusia 2015 a3.

Problema5
AX+y-z=-1
Considereu el seglient sistema d’equacions: {AX +Az = A
X+y-Az=0

a) Discutiu el sistema segons els valors de A.
b) Resoleu el sistema pera A =0.
Andalusia 2015 a4.



Problema 6
Considereu les matrius

1 2 1 2 O
Az( jiBz -2 m O0O/.
2 m
3 2 m

a) Determineu el valor o els valors de m a fi que A i B tinguen el mateix rang.
b) Determineu, si existeixen, els valors de m a fi que A i B tinguen el mateix
determinant.

Andalusia 2015 a4.

Problema 7
Considereu les matrius:
0O -1 0 1 -1 2 1 1 0
A=|-1 -3 0|,C=0 0 -1|iBA=|1 1 -1/
1 4 1 1 0 -1 -1 -5 -3

Calculeu la matriu X que verifica la igualtat AXA™ +B =CA™,
Andalusia 2015 a5.

Problema 8

Considereu el seglent sistema d’equacions:
AX+AYy+Az =0
AX+2y+2z2=0.
A+2y+z=0

a) Discutiu el sistema segons els valors de A.

b) Determineu, si existeixen, els valors de A a fi que el sistema tinga alguna soluci6 en
que zz0

Andalusia 2015 a5.

Problema 9
0 1 m
Considereu lamatriu A={m-1 0 2
0O 1-m O

a) Determineu el valor, o els valors, de m a fi que la matriu tinga rang 2.

b) Pera m =1, calculeu A%* .
Andalusia 2015 a6.

Problema 10
X+0z=2
Considereu el seguent sistema d’equacions: {2x+ay =a +4
X+y+(a+4)z=7
a) Discutiu el sistema segons els valors de a .

b) Resoleu el sistemapera a =2.
Andalusia 2015 a6.



Problema 11
ax+y+3z=4
Considereu el seguent sistema d’equacions: {x +y -2z = -2
-X+2y+(3+a)z=4+aq
a) Determineu, si existeixen, els valors de a perque el sistema tinga soluci6 Unica.
b) Determineu, si existeixen, els valors de a perqué el sistema tinga almenys dues
solucions.

Calcula totes les solucions en els casos possibles.
Andalusia 2015 m6.

Problema 12
Considereu les matrius A = 12 i B= 4 - .
11 4 1

a) Calculeu el determinant d’una matriu X que verifique la igualtat X?AX =B,

b) Determineu, si existeix, la matriu Y que verifique la igualtat A’YB™ = A
Andalusia 2015 m6.

Problema 13

a) Discutiu per a quins valors de a el sistema segiient €s compatibble:

ax+y+z=a’

X-y+z=1
Xx-y-z=1
6x-y+z=3a

b) Resoleu-lo en el cas (0 els casos) en qué siga compatible.
Balears 2015.

Problema 14
a) Demostreu que I'equacié matricial segiient no té solucié. Indicacié: agafeu
determinants).

11
5 2 1 2
AB-A=C,onB=|2 3| cC= :
12 3 4
2 3
1 1
, , - _ | 2 3 (1 2
b) Resoleu I'equacié matricial AB—A =C quan B = 1 > ,C= 3 4l
2 3
Balears 2015.
Problema 15
-3x+2y+3z=0

Considereu el sistema d’equacions lineals segient: {(a-2)y -3z =0
-x-y+(-a-3)z=0
a) Calculeu per a quins valors del parametre a el sistema té més d’una solucié.

b) Resoleu el sistema per al cas a =-3.
Catalunya 2015. serie 2.



Problema 16
Responeu a les glestions segients:

. 1 a . s
a) Calculeu la matriu de la forma A = (1 Oj que satisfa A2 -A =I,enquélésla

o ) 10
matriu identitat, | = .
0 1

b) Calculeu A~ i comproveu que el resultat es correspon amb el que obteniu de

deduir la matriu A™ a partir de la igualtat A% - A =1.
Catalunya 2015. serie 2.

Problema 17
x-2y-z=0

Considerem els sistema d’equacions < —mx +3y +z =0, en que m és un parametre
X+y=4

real.

a) Discutiu el sistema per als distints valors del parametre m.

b) Resoleu el sistema pera m =1.
Catalunya 2015. serie 4.

Problema 18
Siga A una matriu quadrada que compleix que A% =1, en qué | és la matriu identitat,

T

a) Demostreu que la matriu A té inversa i que A™ = A2,

1 a
b) En el cas de A :[ J calculeu si hi ha cap valor del parametre a per al qual

A% =1,
Catalunya 2015. serie 4.
Problema 19
3x—ay =-3
Considereu el sistema d’equacions <2x +ay -5z =13.
Xx+3y—-2z=5

a) Estudieu la seua compatibilitat per als distints valors del parametre a.
b) Resoleu el sistema per al cas a=3.
Canaries 2015.

Problema 20
2 -k 4
Considereu lamatriu A=|1 1 7
1 -1 12

a) Per a quins valors del parametre k la matriu A té matriu inversa?.

b) Calculeu la matriu A™ pera k =1.
Canaries 2015.



Problema 21
tX+y+tz=t
Considereu el seguent sistema dependent del parametre t: <x+ty +z = -t.
y+tz=0

a) Analitzeu I'existéncia de solucions depenent del valor del parametre t.
b) Calculeu totes les solucions en el cas de t = 2.

Cantabria 2015.
Problema 22
-1 3 1
Considerem lamatriu A=|-4 6 3
6 -7 -4
X

a) Determineu tots els vectors v =| y | tal que Av =v.

z

b) Calculeu la matriu inversa de A.

Cantabria 2015.

Problema 23

Resoleu X de I'equacié matricial X[A +B =X, on A, B i X sén matrius quadrades
0 0O 0 3 -2

dordre3, A={1 0 0|iB=|-1 4 O
2 10 1 2 1

Castella la Manxa 2015.

Problema 24

He pensat un nombre de tres xifres tal que la xifra de les desenes és la mitja aritmeética
de les altres dues. A més a més, si al nombre li restem el que resulta d’invertir les
seues xifres, la diferencia és 198. Per ultim, les tres xifres del nombre sumen 12.

a) Plantegeu un sistema d’equacions lineals que recullga la informacié anterior i
classifiqueu-lo. Per fer-ho et pot ser Util observar que el nombre la xifra x de les
centenes, la xifra y de les desenes, i la xifra z de les unitats pot expressar-se

100x +10y +z.

b) Determineu, si el problema té solucid, el nombre de tres xifres que he pensat.
Castella la Manxa 2015.

Problema 25
X+2y+3z=4
Considereu el sistema <{(a+3)y =0
(a+2)z=1

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre a.
b) Resoleu-lo quan siga possible.
Castella i Lleé 2015.



Problema 26

Considerem la matriu M = (a(a —4) a-4 J .

a-4 a(a-4)
a) Calculeu el rang de M en funcié del parametre a.
X X
b) Pera a =1, resoleu I'equacio M( j = —6( j
y y
Castella i Lle6 2015.

Problema 27
a) Discutiu, segons els valors de m, el sistema d’equacions segient:

Ax+3y+(M-1)z =0
X—-2y+mz =1
5(+my+z=1
b) Resoleu els sistema anterior per al cas m =1.

Madrid 2015.

Problema 28
0 01 300

Donades les matrius A={0 1 0|,B=|0 3 0], esdemana:
1 00 0 0 3

a) Calculeu A® i A%,
b) Resoleu I'equacié matricial 6X =B —3AX, on X és una matriu quadrada d’ordre 3.
Madrid 2015.

Problema 29
Discutiu en funcié del parametre b, el sistema d’equacions:

Xx+y=b
-2x-y+(b+1)z =-2. No és necessari resoldre’l.
bx+y-z=2

Extremadura 2015.

Problema 30
Determineu la relacié que ha d’existir entre els parametres x i y a fi que les matrius

1y
Extremadura 2015.

x 1) . 1 x . .
A =( J i Bz( 1] commuten, és a dir, que AIB=BIlA
y

Problema 31
Xx+y—-z=1

a) Discutiu, segons els valors de m, el sistema: <x+my +3z=m .
2x+3y+mz =3

b) Resoleu el sistema anterior pera m=2.
Galicia 2015.



Problema 32

ab
a) Determineu els possibles valors a, b, ¢ a fi que la matriu A = [0 J verifique la
c

relacio (A - 2I)2 =0, essent | la matriu identitat d’ordre 2 i O la matriu nul-la d’ordre 2.
b) Quina és la solucié d’'un sistema homogeni de dues equacions amb dues incognites

: . - , a b . - 2
si la matriu de coeficients és A = 0 verificant la relacio (A - 2I) =07
C

c) Pera a=b=c =2, calculeu la matriu X que verifica A[X = A1[B, essent

4 10
B= .
014
Galicia 2015.
Problema 33
al1l1
. 1 a 1 1| , . 3
Per a cada nombre real a, la matriu A = 11 a1 té determinant |A|:(a—1) :
1111
A partir d’aquest fet, determineu el determinat de les segiients matrius:
0111 a+l 1 1 1 2a 2 2 2
1011 2 a1l 1 alli1l
= , C= , D= .
1101 2 1 al 1 1 a1
1111 2 111 1 111
La Rioja 2015.
Problema 34

Discutiu el seguent sistema d’equacions, segons el valor de a i resoleu-lo quan siga
compatible determinat:

X+y+z=20-1
2x+y+0z=a
Xx+ay+z=1

La Rioja 2015.

Problema 35

Determineu els valors de t[0R a fi que el determinant de la matriu AB siga 0, essent
2 -1 3 2+t -1 0

A=l0 t 2|iB=|1 t 0.
0 1+t 3 4 7 t

Navarra 2015.

Problema 36

Estudia el seguent sistema d’equacions lineals dependents del parametre real o i
resoleu-lo en els casos en que és compatible:

ax-y =0

-2ax +a’y +0z = -20 .

—0(x+(O(2 —1)y+(0( +1)z=-a-2
Navarra 2015.



Problema 37
Siga A una matriu quadrada d’ordre 3 amb elements reals tal que A% =1, 0n I, és la

matriu identitat d’ordre 3.
a) Proveu que la matriu A té inversa i calculeu la matriu inversa..

b) Obteniu A" per a qualsevol nombre natural n.
111

c)SiA=|0 a 1/, calculeu el valor del nombre real a perqué A® =1,.
0 0 a
Asturies 2015.

Problema 38
X+ty+z=2
Donat el sistema <ax+2y+3z=0
a’x+4y+9z = -12

a) Estudieu la compatibilitat segons els valors del nombre real a.
b) Resoleu el sistema, si €s possible, quan a=3.
Asturies 2015.

Problema 39
Xx+y+az=1
a) Discutiu el seguent sistema d’equacions en funcié del parametre a {x+ay+z =a.
ax+y+z=1
b) Si és possible, resoleu-lo per al valor a =-2.
Murcia 2015.

Problema 40

Una matriu quadrada A s’anomena involutiva si compleix que A? =1, on | és la matriu
identitat.

a) Justifiqgueu raonadament que tota matriu involutiva és regular (invertible).

b) Determineu per a quins parametres a i b la seglient matriu és involutiva:

a a 0
A=la -a 0]|.
0 0O b

Murcia 2015.



