Problemes d’Analisi

Calcul diferencial
Problema 1

Siga f:R - R la funci6 donada per f(x) = ax® +bx? +cx +d.

Determineu els coeficients a, b, ¢, d sabent que f té un extrem local en el punt
d'abscissa x =0, que (1, 0) és un punt d’inflexié de la grafica de f, i que el pendent de
la recta tangent en haches punt és - 3.

Andalusia 2015 al

Problema 2

Siga f:R - R la funci6 donada per f(x) = x* =|x|.

a) Estudieu la derivabilitat de la funcié f.

b) Determineu els intervals de creixement i de decreixement de f.

c¢) Calculeu els extrems relatius de f (abscisses on s’obtenen i valors que assoleixen).
Andalusia 2015 al

Problema 3

ax’>+b _,
té una

Determineu els valors a, b i ¢ sabent que la grafica de la funcié f(x) =

asimptota vertical en x =1, una asimptota obliqua de pendent 2, i un extrem local en
el punt d'abscissa x =3.
Andalusia 2015 a3.

Problema 4

Un granger desitja tancar en un terreny rectangular adjacent a un riu.

El terreny ha de tindre 180000m?. Quines dimensions ha de tindre el terreny
rectangular a fi que utilitze la minima quantitat de tanca, si el costat que déna al riu no
necessita tanca.

Andalusia 2015 a3.

Problema 5

Volem construir un diposit obert de base quadrada i parets verticals amb un volum de
13’5 metres cubics. Per a construir-lo disposem d’una xapa d'acer de grosor uniforme.
Calculeu les dimensions del diposit a fi que les despeses en xapa siguen minimes.
Andalusia 2015 a4.

Problema 6

2 —
Sabent que lim ax ¥ b?( +12 coSX
x-0 sm(x )
Andalusia 2015 a4.

és finiti igual a 1, determineu els valors de a i b.

Problema 7

Volem tancar un camp rectangular que esta junt a un cami.

Si la tanca del costat del cami costa 80 euros/metre i la dels altres costat
10euros/metre, determineu les mesures del camp d’area maxima que es pot tancar
amb 28800 euros.

Andalusia 2015 a5.



Problema 8
Determineu a i b sabent que b >0 ique lafuncié f:R - R definida per

altos(x) + 2x six<0
fx)=4 , b _ és derivalble.
a“ln(x+)+—— six=0
x+1
Andalusia 2015 a5.

Problema 9
Determineu a i b sabent que és continua la funcié f: R - R definida com:
X +cos(x) —al[e*
f(x) = x?
b six=0
Andalusia 2015 a6.

sixz20

Problema 10

Siga f:R - R la funci6 donada per f(x) = (x2 +3Xx +1)e‘x.

a) Estudieu i calculeu les asimptotes de la grafica de f.

b) Determineu els punts de la grafica de f la recta tangent de la qual és horitzontal.
¢) Determineu I'equacié de la recta tangent a la grafica de f en el punt d'abscissa
x=0.

Andalusia 2015 a6.

Problema 11

X

x-1
a) Estudieu i calculeu les asimptotes de la grafica de f.
b) Determineu els intervals de creixement i decreixement i els extrems relatius
(abscisses on s’obtenen i valors on s’assoleixen) de f.
Andalusia 2015 m6.

Siga f la funcié definida per f(x) = pera x#1.

Problema 12

Determineu els valors a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = x* +ax? +bx +c¢ passe pel punt
(1 0), tinga un maxim relatiu en x = =1 i un minim relatiuen x=0.

Balears 2015.

Problema 13

a) Demostreu que x =0 és I'linica arrel de I'equacio:
5x° +3x°> +7x =0.

b) Demostreu que x =0 és I'inica arrel de I'equacio:
e’ =1+x.

Balears 2015.



Problema 14

La portalada d'una catedral esta formada, en la part superior, per un arc de
mitja circumferéncia que recolza sobre dues columnes, com il-lustra la
figura adjunta, en que x és el diametre de la circumferéncia, és a dir, la %/2
distancia entre columnes, i y és l'alcaria de cada columna. :

2

a) Comproveu que la funcié f(x,y) = nx? +xy determina I'area d’aquesta —

portalada.
b) Si el perimetre de la portalada fa 20 m, determineu les mesures x i y de
la portalada que maximitzen l'area.

Catalunya 2015 serie 2

Problema 15

Siga la funcié f(x) = x® —4x? +4x.

a) Determineu I'equacio6 de la recta tangent a la grafica de la funcié f en el punt
d’abscissa x =1.

b) Calculeu les abscisses dels punts de la grafica en qué hi ha un minim relatiu, un
maxim relatiu o una inflexio.

Catalunya 2015 serie 4

Problema 16

Considerem la funcié f(x) =In(x —1) definida en l'interval [2, e +1].

Determineu I'equacio de la recta tangent a la corba f(x) =In(x —1) que siga paral-lela a
la recta que passa pels punts P(2,0), Q(e +11).

Canaries 2015.

Problema 17
2" +a six<-1
Considerem la funcié f(x) =<ax+b si-1<x<0.
3x*+2 six>0

Determineu els valors dels parametres a i b a fi que f(x) siga derivable en tot R.
Justifiqueu la resposta.
Canaries 2015.

Problema 18

La boca d'un tunel té forma d’'un rectangle coronat per un
semicercle com mostra la figura.

Determineu les mesures del tunel que deixe passar més llum si el
perimetre de la figura mesura 4 metres.

Canaries 2015.

Problema 19

Considerem la funcié f(x) = (1+ xz)(llx).
a) Calculeu lim f(x).

X  +00

b) Calculeu la derivada de f(x).
Cantabria 2015.



Problema 20
Considerem el rectangle els vertexs del qual son: (0, 0), (X, 0), (Xq,f(Xy)) (0, f(X)),

tal com indica la figura, on 0 < x, <1 i f(x) =18 —-3x —8x°.
Calculeu el valor de x, perqué I'area del rectangle siga maxima. Calculeu l'area
d’aquest rectangle.

flag)
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Cantabria 2015.

Problema 21

Donada la funcié f(x) =e*"® +x? +ax+b, a,bOR.

a) Determineu els parametres a, b R sabent que la grafica de f(x) passa pel punt

(0, 2) ique en aquest punt té un extrem relatiu.

b) Per als valors dels parametres trobats, estudieu si I'extrem relatiu €s un maxim o un
minim.

Castella la Manxa 2015

Problema 22
Calculeu el domini i les asimptotes de les funcions seguents:
f(x) = V2x-x g(x) = L
x-2 x> —4x+4
Castella la Manxa 2015
Problema 23
2 _
Considerem la funcié f(x) = X2 i Calculeu el domini, les asimptotes, els intervals de
X° +

creixement i decreixement, els extrems relatius i els punts d'inflexié.
Castella i Lleé 2015.

Problema 24

ax? +bx +c six<2

In(x —1) six>2
Determineu els valors de a, b i ¢ a fi que f(x) siga continua en tota la recta real i tinga
un extrem relatiu en el punt (1, —-1).

Castella i LIe6 2015.

Considerem la funcié definida a trossos f(x) = {



Problema 25

a) Estudieu els extrems relatius i els punts d’inflexié de la funcié f(x) = In(1+ xz).
b) Estudieu si la recta d'equacié y = —-x -1+In2 és tangent a la grafica de

f(x) = In(1+ x2) en algun punt d'inflexié de f(x).

Extremadura 2015.

Problema 26
a) Enuncieu el teorema de Bolzano.
b) Utilitzant el teorema de Bolzano, determineu un interval de la recta reals en qué la

funcié polindmica p(x) = 3x® —x +1 tinga alguna arrel.

c¢) Utilitzant el teorema de Bolzano, demostreu que les grafiques de les funcions
f(x) = e* +In(1+ xz) i g(x) =e* +1 es tallen en algun punt.

Extremadura 2015.

Problema 27
2

Dibuixeu la grafica de la funci6 f(x) = estudiant: domini, simetries, punts de tall

amb els eixos, asimptotes, intervals de creixement i decreixement, maxims i minims
relatius, punts d’inflexié i intervals de concavitat i convexitat.
Galicia 2015.

Problema 28
a) Definicid i interpretacié geometrica de la derivada d’'una funcié en un punt.

In(e+x2) six<0

) _ siga
X°+bx+c six=0

b) Determineu els valors b i ¢ perque la funcié f(x) :{
derivable en x =0.
Galicia 2015.

Problema 29

Siga f(x) =Vx? —=x +1.

a) Determineu el somini de f.

b) Determineu les seues asimptotes.

c) Determineu els extrems relatius i estudieu la monotonia de f.

d) Dibuixeu la grafica de f destacant els elements determinats anteriorment.
La Rioja 2015.

Problema 30

Siguen a i b dos nombres reals arbitraris. Considerem la funcié
alsinx +b [€os x six<

f(x) = ’
sin? x —a[tosx six21—2T

a) Estudieu, segons els valors de a i b, la derivabilitat de la funcié f.

b) Calculeu la funcié derivada f'(x) en els casos en qué f(x) siga derivable en tot el seu
domini.

La Rioja 2015.



Problema 31
Calculeu els seguents limits:

2 3x-1
lim (\/5x2 +4x -1 =52 —6x] lim (%2“1} _
X oo X — +00 X + 3
Navarra 2015.
Problema 32

Demostreu que existiesen o D]—l]{ i B D]—l]{, o %3, tals que f'(a) =f'(B) =0,
essent f(x) = (x3 +1)<93V3X+2 (x —1)sin(ng .
Navarra 2015.

Problema 33
2x2 -1

Determineu les asimptotes de la funcié f(x) = 5>

Navarra 2015.

Problema 34

Determineu a i b, nombres reals, de forma que la corba f(x) = x* +ax? +bx + 2 passe
pel punt (-1, 6) ila seua recta tangent en x =1 forme un angle de 45° amb I'eix OX.
Asturies 2015.

Problema 35
Es desitja construir un contenidor amb forma de paral-lelepipedee rectangular de

100m? de volum de forma que el llarg de la base siga % de 'ample x de la base.

Sabem que els preus dels metre quadrat de la base del sostre i de la paret lateral sén,
respectivament, 225 €/m?, 300 €/m? i 256 €/m?. Determineu raonadament:

a) el valor x de 'ample de la base ge minimitza el cost.
b) El cost minim.
Asturies 2015.

Problema 36

Calculeu el nombre real m a fi que Iimln(_lJ’—mX) =
x-0  sin(2x)

Astlries 2015.

Problema 37
. 2+elx
a) Calculeu lim TR
x-0" 1+
1/x
. te
b) Calculeu lim TR
x-0" 1+ "X
1/x
. . . +e -
¢) Es continua la funcié f(x) = > en x =07? Justifiqueu la resposta.
e

Murcia 2015.



Problema 38

x? +ax -3 six<1

In(x2)+b six>1

Determineu els valors dels parametres a i b a fi que | funcié f(x) és continua i derivable

en tot R.
Murcia 2015.

Considerem la funcid f(x) ={



Calcul integral
Problema 1
Determineu e valor a >1 sabent que I'area del recinte afitat entre la parabola

— 2 . o, 4
y=-x°+ax ilarecta y =x és o

Andalusia 2015 al.

Problema 2
2

Siga f la funcio definida per f(x) = pera x#0 i x#1 isiga F la primitiva de f

x2(x —1)
la grafica de la qual passa pel punt P(2, In(2)).
a) Determineu la recta tangent a la grafica de F en el punt P.

b) Determineu la funcié F.
Andalusia 2015 al.

Problema 3

T[ .
Calculeu IOXZ (Binx dx .

Andalusia 2015 a3.

Problema 4
Siga f:R - R la funcio definida per f(x) =‘x2 —4‘.

a) Dibuixeu la grafica de la funcio f.
b) Calculeu I'area del recinte afitat per la grafica de la funcidilarecta y =5

Andalusia 2015 a3.

Problema 5

Calculeu jz—dx.
X“+Xx—-2

Andalusia 2015 a4.

Problema 6

Determineu la funci6 f: ]O, +oo[ - R sabent que f"(x) =In(x) i que la seua grafica té
una tangent horitzontal en el punt P(J, 2).

Andalusia 2015 a4.

Problema 7

Calculeu j Suggeréncia VX +2 =t.

dx
(X=2Wx+2 '

Andalusia 2015 a5.

Problema 8

Siga g la funcio definida per g(x) =In(x) pera x>0.

Determineu el valor de a > 1 a fi que I'area del recinte afitat per la grafica de la funcié
g, 'eix d'abscisses i larecta x =a és 1.

Andalusia 2015 a5.



Problema 9

Siga f la funcio definida per f(x) =|[In(x)| pera x>0.

a) Feu un esbds del recinte limitat per la graficade filarecta y =1.
b) Calculeu els punts de tall de la grafica defilarecta y =1.

c¢) Calculeu l'area del recinte.
Andalusia 2015 a6.

Problema 10
Calculeu jezx sin(x) dx.
Andalusia 2015 a6.

Problema 11
Siga f la funci6 definida per f(x) =

FO=2.
a) Calculeu F'(e).

b) Determineu I'equacio de la recta tangent a la grafica F en el punt d’abscissa x =e.
Andalusia 2015 m6.

_Inz(x) pera x >0, isiga F la primitiva de f tal que
X

Problema 12
2X+5

(x+3)°

Calculeu la integral indefinida segtient: j
Balears 2015.

Problema 13
Feu un dibuix aproximat de les corbes y = 6x —x? i y = x? —2x, i indiqueu els punts

on és tallen. Calculeu I'area del recinte limitat per les dues corbes anteriors.
Balears 2015.

Problema 14
Responeu a les glestions seglents:

a) Determineu I'equacié de la recta tangent a la corba y = x* en el punt d’abscissa
X=2.

b) Calculeu I'area de la regi6 plana finita limitada per la corba y = x* i la recta
y=3x-2.

Catalunya 2015 serie 2

Problema 15
Siga la funcié f(x) = x $in(x) .

Calculeu la primitiva de la funcio f que passa pel punt (g Oj (unitats en radians).

Catalunya 2015 série 4

Problema 16
Calculeu les integrals indefinides segtents:
-7
a) J.d—xz b) J'xz(x3 +1) dx .
(2x+1)“ +4

Canaries 2015.



Problema 17
2x+4 si—-2<x<0
(2x-2)? si0sx<1

a) Feu un dibuix aproximat de I'area limitada per la grafica de g(x) i I'eix d’abscisses.
b) Calculeu I'area de la regi6 anterior.
Castella la Manxa 2015

Donada la funcio g(x) = {

Problema 18
Donada la funcié f(x) = (x +1)e?*, es demana:

a) Calculeu els intervals de concavitat i convexitat i els punt d’inflexié de f(x).
b) Determineu la primitive de la funcio f(x) que passe per I'origen de coordenades.
Castella la Manxa 2015

Problema 19
a) Enuncieu i interpreteu geométricament el Teorema de Rolle.

b) Determineu la primitiva de la funcié f(x) = x? On(x) la grafica de la qual passa pel
punt (1, 0).
Castella i Lleé 2015.

Problema 20
2
a) Calculeu lim(cos x)"* .
x-0
b) Calculeu I'area de la regi6 afitada entre les grafiques de les funcions y =cosx,
L : Tt
y =sinx ilesrectes x =0 i x=§.

Castella i Lle6 2015.

Problema 21
X . In(x +1)
x2 -4
a) Determineu el domini de f i les seues asimptotes.
b) Calculeu la reca tangent a la corba y = f(x) en x=0.

¢) Calculeu j f(x) dx.

Donada la funcio f(x) = , €s demana:

Madrid 2015
Problema 22
sinx .
. —_— six<0
Donada la funcio f(x) =4 x , €s demana:

xe*+1 six=0

a) Estudieu la continuitat de f.
b) Estudieu la derivabilitat de f i calculeu f’ on siga possible.

c¢) Calculeu Lsf(x) dx .
Madrid 2015.



Problema 23
Calculeu la seguent suma d'integrals definides:

e-1 1 T )

j —dx+jcosx (@5 *dx .
o X+1 0

Extremadura 2015.

Problema 24
a) Representeu, aproximadament, la grafica de la funcidé g(x) = sin(2x) definida en

I'interval [O, n]
b) Calculeu I'area de la regi6 plana limitada per la grafica de la funcié g(x) = sin(2x),

'eix OXilesrectes x=0, x=T1.
Extremadura 2015.

Problema 25
a) Definiu primitiva d’una funcio i enuncieu la regla de Barrow.

b) Donada la funcié f(x) =ax® +bx +c, determineu a, b i c sabent que y =2x +1 és la
recta tangent a la grafica de f(x) en el punt corresponent a I'abscissa x =0 i que

[ :f(x) dx =1.
Galicia 2015.

Problema 26
La grafica d'un funcié f(x) passa per I'origen de coordenades i la seua derivada és

f'(x) = (2 - x)e3*.
Determineu la funcié f(x) i calculeu els intervals de concavitat i convexitat de f(x).
Galicia 2015.

Problema 27

Siga g la funcié tal que g(gj =0 ila seua derivada és igual a g'(x) = sinx , X>0.
X

a) Determineu I'equacio6 de la recta tangent a la grafica de g en el punt (1—; OJ.

b) Siga h(x) = 3% _ calculeu h'(]—TJ.
X 2

c) Calculeu sz B’ (x) dx .

La Rioja 2015.

Problema 28

Donades les funcions f(x) = sin(ng Ed:os(ng i g(x) =4 -4x?, determineu els dos

punts en qué es tallen.
Calculeu l'area de la regi6 del planol afitada per les dues corbes.

Navarra 2015.

Problema 29

Calculeu una primitiva de la funcio f(x) = In_x
Jx

AstUries 2015.



Problema 30
a) Calculeu la integral indefinida J.Zx (arctgx dx.

b) De totes les primitives de la funcio f(x) = 2x [&rctgx , determineu la que passa pel
punt de coordenades (0, —2).
Murcia 2015.

Problema 31
Considerem el recinte limitat per la grafica de les funcions f(x) =2sinx i g(x) =tgx en

el primer quadrant del planol XY, que esta representat en la figura adjunta.
a) Determineu els punts de tall de les dues grafiques.
b) Calculeu I'area d’aquest recinte.
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Murcia 2015.



