Problemes selectivitat Juliol 2019

Problema A.1.
2x+3z=a
Es dona el sistema d’equacions{ x—2y+2z=15 | enque a ésun parametre real.
3x—y+5z=a+1

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:

a) Els valors de a per als quals el sistema és compatible determinat.

b) La soluci6 del sistema quan a = —1

c) Elvalor de a per tal que el sistema tinga una solucié (x,y, z) que verifique

x+y+z=0

Problema A.2.
Esdonaelplam =2x+y+2z=28iel punt P(10,0,10)
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La distancia del punt P al pla
b) L’area del triangle els vértexs del qual sén els punts A, B, i C, obtinguts en
trobar la intersecci6 del pla T amb els eixos coordenats.
c) Elvolum del tetraedre els vértexs del qual sén P, A, Bi C.

Problema A.3.
3 2 _
Es déna la funcié real h definida per h(x) = %
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) El domini de la funcio h. Els limits lirf h(x), lir% h(x)
X—+00 X—
b) L’asimptota de la corba y = h(x)
c) La primitiva de la funcié h (és a dir [ h(x)dx) i I'area de la superficie tancada
entre lesrectesy =0,x = 1,x =5ilacorbay = h(x)

Problema B.1.

Es donen les matrius 4 = (_11 g) X = (;)

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de a per als quals I'equacié matricial AX = aX sols admet una solucié
b) Totes les solucions de I'equacié matricial AX = 5X

c) Lacomprovacio que X = (;L) €s una solucio de I'equacié matricial AX = 2X i,

sense calcular la matriu A1°9, el valor de p tal que A°° (‘11) =B (‘11)

Problema B.2.
x—a y z

EsdonenenI’espailarectarz_—lz_—4=BieIpIanEx+2y+32=6

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La posicio relativa de la recta r i el pla = en funcié dels parametres a i 8
b) Ladistanciaentrelarectarielplarquana=6ip8 =3
c) L’equacio del pla que passa per (0,0,0) i que no talla el pla =




Problema B.3.
Un projectil esta unit al punt (0, 2) per una corda elastica i tensa. El projectil recorre la
corba y = 4 — x? d’extrems (—2,0) i (2,0).
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La funcié de la variable x que espressa la distancia entre un punt qualsevol
(x,4—x%)delacorbay =4 —x?iel punt (0,2)
b) Els punts de la corba y = 4 — x? a major distancia absoluta del punt (0,2) per a
—-2<x<2
c) Els punts de la corba y = 4 — x? a menor distancia absoluta del punt (0, 2) per
a—-2<x<?2
d) L’area de la superficie per la que s’ha mogut la corda elastica, és a dir, I'area
compresa entre les corbes y =4 —x2iy=2—|x|quan -2 <x <2




Problema A.1.

Es dona el sistema d’equacions

2x+3z=a

x—2y+

2z =5 ,enqué a és un parametre real.

3x—y+5z=a+1
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:

a)
b) La solucio del sistema quan a = —1
c)
x+y+z=0
Solucio:

a)
Siga la matriu de coeficients

det(A) =—-1#0

2 0 3
A=11 -2 2
3 -1 5

Aleshores, rang A = 3,rangA’ =3, Va € R
El sistema és compatible determinat vV a € R

Els valors de a per als quals el sistema és compatible determinat.

El valor de a per tal que el sistema tinga una solucié (x, y, z) que verifique
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b)
2x+3z=-1

a = —1 el sistema inicial és {

xX—2y+2z=5
3x—y+5z=0

SOLVE |(ManxI3(CLEAR] EDIT

( -1 0 3
5 -2 2
_10o -1 5I_
X == 7
2 -1 3
) 1 5 2
3 0 5
= = —4
y 1
2 0 -1
1 -2 5
X = : __11 01— =5
B
an X+bn Y+Cn Z=dn
a b c d
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REPEAT




2x+3z=a
Resolem el sistema en el parametre a, { x—2y+2z=5
3x—y+5z=a+1

a 0 3
5 -2 2
x:a+1_1—1 5:2a+9
2 a 3
) 1 5 2
y=3 a+1 5:_4
-1
2 0 a
1 -2 5
x=3 _£1w+1:—a—6

A fi que la solucié anterior siga solucio de 'equacid x + y +z =0
20a+9—4—-—a—-6=0
a=1

Aleshores, (x,y,z) = (11,—4,-7)



Problema A.2.
Esdonaelplar =2x+y+ 2z=28ielpunt P(10,0,10)
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La distancia del punt P al pla
b) L’area del triangle els vértexs del qual son els punts A, B, i C, obtinguts en
trobar la intersecci6 del pla T amb els eixos coordenats.
c) Elvolum del tetraedre els vértexs del qual sén P, A, Bi C.

a)
2:10+0+2%10—8] 32
d(P,n)z‘ _32
V22 +12 + 22 3

b)

Per calcular els vértexs A, B, C resolem tres sistemes formats pel planols i els eixos
coordenats:
mT=2x+y+2z=8
=0
ox={Y
) {Z =0
La soluci6 és A(4,0,0)
n=2x+y+2z=8
_(x=0
oy = {Z o
La solucié és B(0,8,0)
mn=2x+y+2z=8
_(x=0
0z = {y =0
La soluci6 és €(0,0,4)

A — —_—
L’area del triangle ABC és Sypc = %HAB x AC||
AB = (—4,8,0),AC = (—4,0,4)

i j k
-4 8 0
-4 0 4

|AB x AC|| = /322 + 162 + 322 = 48
1 B —d —
Sapc =5 |AB x AC|| = 24

AB x AC = = (32,16,32)
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c)
AP = (14,-8,10)
El volum del tetraedre és

1 —_— — —
Veasc = ¢ |det(AB, AC, AP))|

-4 8 0
det(AB,AC,AP)=|-4 0 4|=512
14 0 10
1 ., 256
Veasc = ¢ |det(AB, AC,AP)| = =
E] RadForml) (d/c](athi
B 1 2 3
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2{ -4 0 4}
3 6 o 10
10
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Problema A.3.
3,2 _
Es dona la funci6 real h definida per h(x) = 225323
xX“+2x+5

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) El domini de la funcio h. Els limits lirp h(x), lil’r(l) h(x)
X—>+00 X

b) L’asimptota de la corba y = h(x)
c) La primitiva de la funcié h (és a dir [ h(x)dx) i 'area de la superficie tancada
entrelesrectesy = 0,x =1,x =5ilacorbay = h(x)

Solucio:
E [MHathRadHorni E MathRadNornd)
Func graf Y= ¥
Yl"'x +x +9x—-3 [—1]
x2+2x+5

Y2: [—1]

Y4 [—] [
ELEG DELETE] TYPE ] TOOL DDIF - -af

a)
Domh(x) =R~{x /x*+2x+5=0}=R
No té asimptotes verticals.

1,5 3
4o x3+x*+5x-3 x3(1+§+p—ﬁ)
lim h(x) =——= lim > = lim = 400
X>+00 400 x5+ x24+2x+5 X—>+00 3(1, 2 5
(3t 3)
1 L | x*+x*+5x-3 ~ 0+0+0-3 -3
A = i oy s A 04045 5
b)

Té una asimptota obliqua ja que en la fracci6 algebraica el grau del numerador menys
el grau del denominador és 1.
Efectuant la divisio
x3+x%2+5x—3 2x + 2
=x—1+—5"——
x%2+2x+5 x2+2x+5
L’asimptota obliqua éslarectay =x — 1

Quan x — +oo la corba va per dalt de la asimptota.
Quan x — —oo la corba va per sota de la asimptota.

]
v




c)
La integral indefinida és:

fx3+ﬁ+5x_3d —f 1d-+f St 2 = ox—x ol + 20+ 5] 4 C
2+2x+5 )% x XZt2x 500 20 XTI *

L’area de la superficie és:
f5x3+x2+5x—3
1

1 > 25 1
dx=—x2—x+ln|x2+2x+5|] =7—5+1n40—(§—1+1n8)
1

x2+2x+5 2
=8+1In5=9.61
E [HatRadForml [dic)fa*bil
5
IlYldx
9.609437912
8+Iln 5
9.609437912
[]
DEL-LINE]DEL-ALL




Problema B.1.

, (1 4, X
Es (.10nen les matrius A = (_1 6) i X = (y)
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de a per als quals I'equacié matricial AX = aX sols admet una solucio

b) Totes les solucions de I'equacié matricial AX = 5X

c) Lacomprovacio que X = (41}) €s una solucio de I'equacié matricial AX = 2X |,

sense calcular la matriu A1, el valor de g tal que A°° (‘11') =B (‘1})

a)

( grealy Dx

(Il— 6)X4_a(0 12))( = (0)

( —1a 6—a)X - (O)

L’equacié matricial té solucié unica quan
det(l__la . f a) %0
1-a)6—a)+4+0
—a?—-7a+10+0

Resolent I'equacio:
a+52

b)
a = 5, 'equacié té infinites solucions:

1 D6)=6)

—4x+4y=0
Resolent I'equacio:
(=

Y=

C)

Comprovem que X = (‘1}) €s una solucié de I'equacié matricial AX = 2X

(1—_12 6 i 2) (i) - (8)



Problema B.2.
x—a y

EsdonenenI’espailarectarE_—lzzzgielplanzx+2y+3z=6

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La posici6 relativa de la recta r i el pla = en funcié dels parametres a i 8
b) La distancia entre larectarielplarquana=6if=3
c) L’equacio del pla que passa per (0,0,0) i que no talla el pla =

Solucio:

a)
Unpuntdelarectar="—==2X=2

-1 -4 B
El vector caracteristic del planol = =

és P(a,0,0) i el vector director és v, = (—1,—4,f)
x+2y+3z=6ésw, =(1,23)

Larectariel plam sén secants si

VW #= 0

(-1,-4,5)(1,2,3) ¥ 0

-1-8+38#0

B *3

Aleshores, si f # 3,V a € R el planol i la recta s6n secants, es tallen en un punt.

Si B =3ielpunt P(a,0,0) pertany al planol T = x + 2y + 3z = 6, larecta r esta
contingudaenelplanola+2-0+3-0=6
Resolent 'equacié a = 6

Aleshores, si 8 = 3, a = 6 la recta esta continguda en el planol.
sif =3, a+# 6larectaiel planol son paral-lels.

b)
Sia = 61ip = 3 larecta esta continguda en el planol.
Aleshores, d(r,m) =0

C)

El planol que cerquem té el mateix vector caracteristicque t =x +2y+3z=6
La seua equacio és:

x—0)+2y-0)+3(z—-0)=0

Simplificant:

x+2y+3z=0



Problema B.3.

Un projectil esta unit al punt (0, 2) per una corda elastica i tensa. El projectil recorre la

corba y = 4 — x? d’extrems (—2,0) i (2,0).
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat:
a) La funcié de la variable x que espressa la distancia entre un punt qualsevol
(x,4—x%)delacorbay =4 —x?iel punt (0,2)

b) Els punts de la corba y = 4 — x? a major distancia absoluta del punt (0,2) per a

—2<x<2

c) Els punts de la corba y = 4 — x2 a menor distancia absoluta del punt (0, 2) per

a-2<xx<?2

d) L’area de la superficie per la que s’ha mogut la corda elastica, és a dir, I'area

compresa entre lescorbesy =4 —x2iy=2—|x|quan -2 < x <2

Solucié:

Siga el punt F(0O, 2) el sortidor.

L’arc y =4 —x? és una parabola convexa els seus punts de tall amb
I'eix d’abscisses son:

y =0, 4—x* =0. Resolent 'equacio;

X=%2.

Els punts de tall amb I'eix d’abscisses sén els punts A(—2,0) i
B(2,0).

a)
Siga el punt F(0, 2)

A O

Un punt qualsevol de l'arc y = 4 —x? té coordenades P(x, 4—x?) on x € [-2,2].
I$=\/x2 +(4—x2 —2)2 :
La distancia de qualsevol punt de I'arc a F és:
dx) = \x? + [ x2 +2f | xe[-2,2]
d(x) =vVx* -3x% +4.
2x° —3x
Xt -3x’ +4

d'(x) =0, 2x® —3x =0. Resolent I'equacio:

o
2 2

b)
Estudiant la monotonia de la funcio:

d'(x) =

La funcié és estrictament decreixent en }— 2, — %l: U }O, g{

La funcié és estrictament creixent en }— \/g Oli u} g 2|:.

Aleshores, x =0 és un minim relatiu.
d0)=2

d(-2) =8, d(2) =8

Wy



Aleshores, la major distancia s’assoleix quan x = -2,2
Els punts de la corba on s’assoleixen els maxims son els punts A(—2,0) i B(2,0).

C)
3 3 L . . ,
X =- > \3 sOn minims relatius estrictes. També els absoluts.

{-82)+(89)

En tots dos casos la minima distancia és:

d(P,.F) = d(P,.F) = J(\E] +(—§+2T :g_

Els punts de 'arc de la parabola de minima distancia sén .

35 35) J7
pl[_ \EEJ , Pz[\g.gj 2 que dP, F) = dP,.F) =T < 2= d(OR)

dx) A

25T

05T

-2 -1 0 1

N 4

d)
Siga f(x) = 4 — x?
. 5 _(x+2six<0
Siga g(x) = 2 — || _{—x+25i x>0
Les dues funcions sén simetriques respecte de I'eix d’abscisses.
L’area que cerquem és:

2 2
S= 2.[ (f(x) — g(x))dx = Z.f (4—x%)— (—x+2))dx =
20 0

1 1 2 10 20
=2j—xz+x+2dx=2(——x3+—x2+2x)]] =2 —=—
o 37 T2 0 3

Amb ajut de la calculadora, calculem l'area.
E]

2><I24—x2—(2—x)dx

20
3
[

Solveld/dxd2/dx2 | d2x [SolveN I




Amb ajut de la calculadora definim i representem les funcions

fx)=4—x%g(x) =2—|x|
Amb ajut de la funcié G-Solv calculem 'area entre la interseccié de les dues corbes.
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