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Problema A.1. 

Es dóna el sistema d’equacions {

2𝑥 + 3𝑧 = 𝑎
𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 5

3𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 𝑎 + 1
, en què 𝑎 és un paràmetre real. 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) Els valors de 𝑎 per als quals el sistema és compatible determinat. 
b) La solució del sistema quan 𝑎 = −1 

c) El valor de 𝑎 per tal que el sistema tinga una solució (𝑥, 𝑦, 𝑧) que verifique  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 

 
 
Problema A.2. 
Es dóna el pla 𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8 i el punt 𝑃(10, 0, 10) 
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 

a) La distància del punt P al pla 𝜋 
b) L’àrea del triangle els vèrtexs del qual són els punts A, B, i C, obtinguts en 

trobar la intersecció del pla 𝜋 amb els eixos coordenats. 
c) El volum del tetraedre els vèrtexs del qual són P, A, B i C. 

 
 
Problema A.3. 

Es dóna la funció real ℎ definida per ℎ(𝑥) =
𝑥3+𝑥2+5𝑥−3

𝑥2+2𝑥+5
 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) El domini de la funció ℎ. Els límits lim

𝑥→+∞
ℎ(𝑥), lim

𝑥→0
ℎ(𝑥) 

b) L’asímptota de la corba 𝑦 = ℎ(𝑥) 
c) La primitiva de la funció ℎ (és a dir ∫ℎ(𝑥)𝑑𝑥) i l’àrea de la superfície tancada 

entre les rectes 𝑦 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = 5 i la corba 𝑦 = ℎ(𝑥) 
 
 
Problema B.1. 

Es donen les matrius 𝐴 = (
1 4
−1 6

) i 𝑋 = (
𝑥
𝑦) 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) Els valors de 𝑎 per als quals l’equació matricial 𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 sols admet una solució 
b) Totes les solucions de l’equació matricial 𝐴𝑋 = 5𝑋 

c) La comprovació que 𝑋 = (
4
1
) és una solució de l’equació matricial 𝐴𝑋 = 2𝑋 i, 

sense calcular la matriu 𝐴100, el valor de 𝛽 tal que  𝐴100 (
4
1
) = 𝛽 (

4
1
) 

 
 
Problema B.2. 

Es donen en l’espai la recta 𝑟 ≡
𝑥−𝑎

−1
=

𝑦

−4
=

𝑧

𝛽
 i el pla 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) La posició relativa de la recta 𝑟 i el pla 𝜋 en funció dels paràmetres 𝑎 i 𝛽 

b) La distància entre la recta 𝑟 i el pla 𝜋 quan 𝑎 = 6 i 𝛽 = 3 
c) L’equació del pla que passa per (0, 0, 0) i que no talla el pla 𝜋 

  



Problema B.3. 
Un projectil està unit al punt (0, 2) per una corda elàstica i tensa. El projectil recorre la 

corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 d’extrems (−2, 0) i (2, 0). 
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 

a) La funció de la variable 𝑥 que espressa la distància entre un punt qualsevol 

(𝑥, 4 − 𝑥2) de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 i el punt (0, 2) 
b) Els punts de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 a major distància absoluta del punt (0, 2) per a 

−2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

c) Els punts de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 a menor distància absoluta del punt (0, 2) per 
a −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

d) L’àrea de la superfície per la que s’ha mogut la corda elàstica, és a dir, l’àrea 

compresa entre les corbes 𝑦 = 4 − 𝑥2 i 𝑦 = 2 − |𝑥| quan −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 
 
  



Problema A.1. 

Es dóna el sistema d’equacions {

2𝑥 + 3𝑧 = 𝑎
𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 5

3𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 𝑎 + 1
, en què 𝑎 és un paràmetre real. 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) Els valors de 𝑎 per als quals el sistema és compatible determinat. 

b) La solució del sistema quan 𝑎 = −1 
c) El valor de 𝑎 per tal que el sistema tinga una solució (𝑥, 𝑦, 𝑧) que verifique  

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 
 
Solució: 
a) 

Siga la matriu de coeficients 𝐴 = (
2 0 3
1 −2 2
3 −1 5

) 

det(𝐴) = −1 ≠ 0 

Aleshores, 𝑟𝑎𝑛𝑔 𝐴 = 3, 𝑟𝑎𝑛𝑔𝐴′ = 3, ∀ 𝑎 ∈ ℝ 
El sistema és compatible determinat  ∀ 𝑎 ∈ ℝ 
 

 
 
b) 

𝑎 = −1 el sistema inicial és {

2𝑥 + 3𝑧 = −1
𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 5
3𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 0

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑥 =

|
−1 0 3
5 −2 2
0 −1 5

|

−1
= 7

𝑦 =

|
2 −1 3
1 5 2
3 0 5

|

−1
= −4

𝑥 =

|
2 0 −1
1 −2 5
3 −1 0

|

−1
= −5

 

 
 



Resolem el sistema en el paràmetre 𝑎, {

2𝑥 + 3𝑧 = 𝑎
𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 5

3𝑥 − 𝑦 + 5𝑧 = 𝑎 + 1
 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑥 =

|
𝑎 0 3
5 −2 2

𝑎 + 1 −1 5
|

−1
= 2𝑎 + 9

𝑦 =

|
2 𝑎 3
1 5 2
3 𝑎 + 1 5

|

−1
= −4

𝑥 =

|
2 0 𝑎
1 −2 5
3 −1 𝑎 + 1

|

−1
= −𝑎 − 6

 

A fi que la solució anterior siga solució de l’equació 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 
2𝑎 + 9 − 4 − 𝑎 − 6 = 0 

𝑎 = 1 
 
Aleshores, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (11,−4,−7) 
 
  



Problema A.2. 
Es dóna el pla 𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8 i el punt 𝑃(10, 0, 10) 
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 

a) La distància del punt P al pla 𝜋 
b) L’àrea del triangle els vèrtexs del qual són els punts A, B, i C, obtinguts en 

trobar la intersecció del pla 𝜋 amb els eixos coordenats. 
c) El volum del tetraedre els vèrtexs del qual són P, A, B i C. 

 
a) 

𝑑(𝑃, 𝜋) = |
2 · 10 + 0 + 2 ∗ 10 − 8

√22 + 12 + 22
| =

32

3
 

b) 
Per calcular els vèrtexs A, B, C resolem tres sistemes formats pel plànols i els eixos 
coordenats: 

{
𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8

𝑂𝑋 ≡ {
𝑦 = 0
𝑧 = 0

 

La solució és 𝐴(4, 0, 0) 

{
𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8

𝑂𝑌 ≡ {
𝑥 = 0
𝑧 = 0

 

La solució és 𝐵(0, 8, 0) 

{
𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 8

𝑂𝑍 ≡ {
𝑥 = 0
𝑦 = 0

 

La solució és 𝐶(0, 0, 4) 

L’àrea del triangle 𝐴𝐵𝐶
∆

 és 𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4, 8, 0), 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−4, 0, 4) 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
−4 8 0
−4 0 4

| = (32, 16, 32) 

‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √322 + 162 + 322 = 48 

𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1

2
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 24 

 

 
  



c) 

𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (14,−8, 10) 
El volum del tetràedre és 

𝑉𝑃𝐴𝐵𝐶 =
1

6
|𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗)| 

𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗) = |
−4 8 0
−4 0 4
14 0 10

| = 512 

𝑉𝑃𝐴𝐵𝐶 =
1

6
|𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗)| =

256

3
 

 

 
 
 
  



Problema A.3. 

Es dóna la funció real ℎ definida per ℎ(𝑥) =
𝑥3+𝑥2+5𝑥−3

𝑥2+2𝑥+5
 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) El domini de la funció ℎ. Els límits lim

𝑥→+∞
ℎ(𝑥), lim

𝑥→0
ℎ(𝑥) 

b) L’asímptota de la corba 𝑦 = ℎ(𝑥) 
c) La primitiva de la funció ℎ (és a dir ∫ℎ(𝑥)𝑑𝑥) i l’àrea de la superfície tancada 

entre les rectes 𝑦 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = 5 i la corba 𝑦 = ℎ(𝑥) 
 
Solució: 

 
 
a) 

𝐷𝑜𝑚 ℎ(𝑥) = ℝ~{𝑥 / 𝑥2 + 2𝑥 + 5 = 0 } = ℝ 
No té asímptotes verticals. 
 

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) =
+∞

+∞
= lim

𝑥→+∞

𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 5
= lim

𝑥→+∞

𝑥3 (1 +
1
𝑥
+
5
𝑥2
−
3
𝑥3
)

𝑥3 (
1
𝑥 +

2
𝑥2
+
5
𝑥3
)

= +∞ 

lim
𝑥→0

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 5
= lim

𝑥→+∞

0 + 0 + 0 − 3

0 + 0 + 5
=
−3

5
 

 
b) 
Té una asímptota obliqua ja que en la fracció algebraica el grau del numerador menys 
el grau del denominador és 1. 
Efectuant la divisió 
𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 5
= 𝑥 − 1 +

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 5
 

L’asímptota obliqua és la recta 𝑦 = 𝑥 − 1 
 
Quan 𝑥 → +∞ la corba va per dalt de la asímptota. 

Quan 𝑥 → −∞ la corba va per sota de la asímptota. 

 
  



c) 
La integral indefinida és: 
 

∫
𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 5
𝑑𝑥 = ∫𝑥 − 1𝑑𝑥 +∫

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 5
𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln|𝑥2 + 2𝑥 + 5| + 𝐶 

 
L’àrea de la superfície és: 

∫
𝑥3 + 𝑥2 + 5𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 5
𝑑𝑥

5

1

=
1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln|𝑥2 + 2𝑥 + 5|]

1

5

=
25

2
− 5 + ln 40 − (

1

2
− 1 + ln8) 

= 8 + ln5 ≈ 9.61 
 

 
 
  



Problema B.1. 

Es donen les matrius 𝐴 = (
1 4
−1 6

) i 𝑋 = (
𝑥
𝑦) 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) Els valors de 𝑎 per als quals l’equació matricial 𝐴𝑋 = 𝑎𝑋 sols admet una solució 

b) Totes les solucions de l’equació matricial 𝐴𝑋 = 5𝑋 

c) La comprovació que 𝑋 = (
4
1
) és una solució de l’equació matricial 𝐴𝑋 = 2𝑋 i, 

sense calcular la matriu 𝐴100, el valor de 𝛽 tal que  𝐴100 (
4
1
) = 𝛽 (

4
1
) 

 
a) 

(
1 4
−1 6

)𝑋 = 𝑎 (
1 0
0 1

)𝑋 

(
1 4
−1 6

)𝑋 − 𝑎 (
1 0
0 1

)𝑋 = (
0
0
) 

(
1 − 𝑎 4
−1 6 − 𝑎

)𝑋 = (
0
0
) 

L’equació matricial té solució única quan  

𝑑𝑒𝑡 (
1 − 𝑎 4
−1 6 − 𝑎

) ≠ 0 

(1 − 𝑎)(6 − 𝑎) + 4 ≠ 0 

−𝑎2 − 7𝑎 + 10 ≠ 0 
Resolent l’equació: 
𝑎 ≠ 5, 2 
 
b) 
𝑎 = 5, l’equació té infinites solucions: 

(
−4 4
−1 1

) (
𝑥
𝑦) = (

0
0
) 

−4𝑥 + 4𝑦 = 0 
Resolent l’equació: 

{
𝑥 = 𝜇
𝑦 = 𝜇 

 
c) 

Comprovem que 𝑋 = (
4
1
) és una solució de l’equació matricial 𝐴𝑋 = 2𝑋  

(
1 − 2 4
−1 6 − 2

) (
4
1
) = (

0
0
) 

 
 

𝐴 (
4
1
) = 2 (

4
1
) 

 

𝐴2 (
4
1
) = 2𝐴 (

4
1
) = 22 (

4
1
) 

𝐴3 (
4
1
) = 22𝐴(

4
1
) = 23 (

4
1
) 

 

𝐴100 (
4
1
) = 2100 (

4
1
) 

Aleshores, 𝛽 = 2100 
 
  



Problema B.2. 

Es donen en l’espai la recta 𝑟 ≡
𝑥−𝑎

−1
=

𝑦

−4
=

𝑧

𝛽
 i el pla 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6 

Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 
a) La posició relativa de la recta 𝑟 i el pla 𝜋 en funció dels paràmetres 𝑎 i 𝛽 
b) La distància entre la recta 𝑟 i el pla 𝜋 quan 𝑎 = 6 i 𝛽 = 3 

c) L’equació del pla que passa per (0, 0, 0) i que no talla el pla 𝜋 
 
Solució: 
a) 

Un punt de la recta 𝑟 ≡
𝑥−𝑎

−1
=

𝑦

−4
=

𝑧

𝛽
 és 𝑃(𝑎, 0, 0) i el vector director és 𝑣𝑟 = (−1,−4, 𝛽) 

El vector característic del plànol 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6 és 𝑤𝜋 = (1, 2, 3) 
 
La recta 𝑟 i el pla 𝜋 són secants si  
𝑣𝑟 · 𝑤𝜋 ≠ 0 
(−1,−4, 𝛽)(1, 2, 3) ≠ 0 

−1 − 8 + 3𝛽 ≠ 0 
𝛽 ≠ 3 

Aleshores, si 𝛽 ≠ 3, ∀ 𝑎 ∈ ℝ el plànol i la recta són secants, es tallen en un punt. 
 
Si 𝛽 = 3 i el punt 𝑃(𝑎, 0, 0) pertany al plànol 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6, la recta 𝑟 està 
continguda en el plànol 𝑎 + 2 · 0 + 3 · 0 = 6 

Resolent l’equació 𝑎 = 6 
 
Aleshores, si 𝛽 = 3, 𝑎 = 6 la recta està continguda en el plànol. 
 
si 𝛽 = 3, 𝑎 ≠ 6 la recta i el plànol són paral·lels. 
 
b) 
Si 𝑎 = 6 i 𝛽 = 3 la recta està continguda en el plànol. 
Aleshores, 𝑑(𝑟, 𝜋) = 0 
 
c) 
El plànol que cerquem té el mateix vector característic que 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 6 
La seua equació és: 
(𝑥 − 0) + 2(𝑦 − 0) + 3(𝑧 − 0) = 0 
Simplificant: 
𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 
 
  



Problema B.3. 
Un projectil està unit al punt (0, 2) per una corda elàstica i tensa. El projectil recorre la 

corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 d’extrems (−2, 0) i (2, 0). 
Obtingueu raonadament, escrivint tots el passos del raonament utilitzat: 

a) La funció de la variable 𝑥 que espressa la distància entre un punt qualsevol 

(𝑥, 4 − 𝑥2) de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 i el punt (0, 2) 
b) Els punts de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 a major distància absoluta del punt (0, 2) per a 

−2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

c) Els punts de la corba 𝑦 = 4 − 𝑥2 a menor distància absoluta del punt (0, 2) per 
a −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 

d) L’àrea de la superfície per la que s’ha mogut la corda elàstica, és a dir, l’àrea 

compresa entre les corbes 𝑦 = 4 − 𝑥2 i 𝑦 = 2 − |𝑥| quan −2 ≤ 𝑥 ≤ 2 
 
 
Solució: 
Siga el punt )2,0(F  el sortidor. 

L’arc 2x4y −=  és una paràbola convexa els seus punts de tall amb 

l’eix d’abscisses són: 

0y = , 0x4 2 =− . Resolent l’equació; 

2x = . 
Els punts de tall amb l’eix d’abscisses són els punts 𝐴(−2, 0) i 
𝐵(2, 0). 
 
a) 
Siga el punt )2,0(F  

 

Un punt qualsevol de l’arc 2x4y −=  té coordenades )x4,x(P 2−  on  2,2x − . 

( )222 2x4xFP −−+= . 

La distància de qualsevol punt de l’arc a F és: 

( )222 2xx)x(d +−+= ,  2,2x −  

4x3x)x(d 24 +−= . 

4x3x

x3x2
)x('d

24

3

+−

−
= . 

0)x('d = , 0x3x2 3 =− . Resolent l’equació: 

2

3
,0,

2

3
x −= . 

 
b) 
Estudiant la monotonia de la funció: 

La funció és estrictament decreixent en 
























−−

2

3
,0

2

3
,2 . 

La funció és estrictament creixent en 
























− 2,

2

3
0,

2

3
. 

Aleshores, 0x =  és un mínim relatiu. 

2)0(d =  

8)2(d =− , 8)2(d =  

O
1

1

4-x 2̂

A B

F

P



Aleshores, la major distancia s’assoleix quan 2,2x −=  

Els punts de la corba on s’assoleixen els màxims són els punts 𝐴(−2, 0) i 𝐵(2, 0). 
 
c) 

2

3
,

2

3
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En tots dos casos la mínima distància és: 
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Els punts de l’arc de la paràbola de mínima distancia són . 
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d) 

Siga 𝑓(𝑥) = 4 − 𝑥2 

Siga 𝑔(𝑥) = 2 − |𝑥| = {
𝑥 + 2  𝑠𝑖 𝑥 < 0
−𝑥 + 2 𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

 

Les dues funcions són simètriques respecte de l’eix d’abscisses. 
L’àrea que cerquem és: 

𝑆 = 2∫ (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
2

0

= 2∫ (4 − 𝑥2) − (−𝑥 + 2))𝑑𝑥
2

0

= 

= 2∫ −𝑥2 + 𝑥 + 2𝑑𝑥
2

0

= 2(−
1

3
𝑥3 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥)⟧

0

2

= 2 ·
10

3
=
20

3
 

 
Amb ajut de la calculadora, calculem l’àrea. 

 
  



Amb ajut de la calculadora definim i representem les funcions  

𝑓(𝑥) = 4 − 𝑥2, 𝑔(𝑥) = 2 − |𝑥| 
Amb ajut de la funció G-Solv calculem l’àrea entre la intersecció de les dues corbes. 
 

 

 


