Problema Al
1 0 a
Ens donen la matriu A = <—2 a+1 2), que depeén del parametre real a i una matriu
-3 a —11 a

quadrada B d’ordre 3 tal que B? = 51 — 2B, sent I la matriu identitat d’ordre 3

Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Elrang de la matriu A en funci6 del parametre a i el determinant de la matriu
2471 quana =1

x -1
b) Totes les solucions del sistema A (y) = ( 2 > quana = —1

z 0
c) Lacomprovacié que B és invertible, trobant m i n tals que B~ = mB + nl

Solucié:

a)

Al =a?+a—2a*+2a+3a*°+3a—-2a+2=2a*+4a+2
|Al = 2(a + 1)2.

Sia # —1, rangA = 3.

1 0o -1 1 0

a=-1,A=|-2 0 2 |, considerem el menor | | =—-2%0.

-3 =2
-3 -2 -1

Aleshores, rangA = 2

Sigaa=1, 4| =8

=t =1

|A] 8
12471 = |21 - A~ = |21] - |A~Y| = 8%= 1
b)

Sia=1,rangA =2

-1

2 ) calculem el
0

1 0 -1
Per calcular el rang de la matriu ampliada A’ = <—1 0 2

-3 -2 -1
determinant format per la 12, 22 i 42 columna:

1 0 -1
-2 0 21=0
-3 -2 0

Aleshores, rangA’ = 2
Aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema és compatible indeterminat.
La segona equacio depén de la primera i tercera:
x—z=-1
{—Bx —2y—z=0
E, =3E, +E,
x—z=-—1

{—Zy —4z =-3

x=—-1+p

> 2
y=5-28

z=p



C)
Demostrem que la matriu B és invertible:

32—11 2B

3
B2+ZB—1I
3

1
B(B +2I) =31

1
IB(B +2D)| = §1|
1
Bl-|B+2|==—
|BI - 1B +21| =
Aleshores, |B| # 0, Per tant B té inversa.
B(B+2D3 =1

Lainversade Bés B~ = (B + 21)3 =3B + 61
Aleshores, m=3,n=6



Problema A2
. ; . _(x—y+3=0. _ _ _ _z—2
Considerem en l'espai les rectes r = {Zx—z+3 —0 is=x=y+1 =
Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) L’equacio del pla que conté lesrectesris.
b) La recta que passa per P(0,—1,2) i talla perpendicularment a la recta r.
c) Els valors que han de tenir els parametres a i b perqué la recta s estiga

contingudaenelplar=x—-2y+az=»>

Solucio:
a)
Estudiem la posicio relativa de les rectes ri s.
X=«a
r= {x—y =3 ,7=4¥=3+a Un puntde larecta és A(0,3,3) i la direcci6 és el
2x—z=-3 Z7=34+2a

vector v, = (1,1,2)

Unpuntdelarectas=x=y+1= 22;2 és B(0,—1,2) i la direcci6 és el vector

v, =(1,1,2)

{v,, vs } s6n linealment dependents.

AB = (0,—4,—1)

{vr,ﬁ} sbn linealment independents ja que les components no sn proporcionals
1 -1

07 =4

Aleshores, les rectes r i s sén paral-leles.

L’equacio del planol que les conté passa pel punt A(0, 3,3) i té direccid {vr,ﬁ} la
seua equacio és:

n=(xy2) =(0033)+a(1,1,2) + B(0,—4,-1)

b

C)onsiderem un punt general Q de larectar:
Q(a,3+ a,3+ 2a)

P_Q)= (e, 4+ a,1+2a)

Els vectors PQ, v, son ortogonals, PQ - v, = 0
a+4+a+ 2+ 4a = 0. Resolent 'equacio:
a=-1

El vector director de la recta és:

PQ = (-1,3,-1)

L’equacio de la recta que passa per P(0,—1,2) i talla perpendicularment a la recta r és:
(x,v,z) =(0,-1,2) + a(—1,3,-1)

c)
Si la recta s esta continguda en el planol, el vector director de la recta és ortogonal al
vector caracteristic del planol i el punt B(0,—1, 2) de la recta pertany al planol.

El vector caracteristic del planol és: u,-(1,-2,a)

Ug Vs =0
1,-2,0)(1,1,2) =0
1-2+2a=0

Resolent 'equacio: a = %
B(0,—1,2) pertany al planol:
0+2+ % 2 = b. Resolent 'equacio: b = 3



Representacio de les rectesri s.
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Recta r i recta que talla ortogonalment a r i passa pel punt P(0,—1, 2)
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Problema A3
Es considera la funcié f(x) = x - e
Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Les asimptotes, intervals de creixement i decreixement, maxims i minims
relatius de f(x)
b) La representacio de la grafica de f(x)
c) El valor del parametre a perqué es puga aplicar el teorema de Rolle en l'interval
[0,1] alafuncié g(x) = f(x) + ax
d) Elvalorde les integrals [ f(x)dx i [x-e *dx

a)

La funcio f(x) = x - e~*" és continua en R (producte de funcions continues)
Aleshores, la funcié no té asimptotes verticals.

Determinem si la funcié té asimptotes horitzontals:

, _x2 , x ,
lim x-e™ = lim — = lim >=0
X—+00 x>+ gX EHépital x>+ 2x . eX
(o]
La asimptota és y = 0.
La funcié va per dalt de la asimptota.
. —x2 , x . 1
lim x-e™" = lim — = lim =0
X——co x—>—co0 gX EHépital x—>—00 2x . eX
(0.0)
La asimptota és y = 0.
La funcio va per sota de la asimptota.

Determinem la monotonia de la funcio:
fl)=e™* —2x2-e* = (1-2x2e >

e >0

Aleshores, la funcio és estrictament creixent quan f'(x) > 0, és a dir,
quan 1 — 2x2 > 0. Resolent la inequacio:

-2 V2
zz
La funcio és estrictament decreixent quan f'(x) < 0, quan 1 — 2x? < 0. Resolent la
inequacio:

[ 2
X € _—OO,T[U]7,+OO[

-2
2;

X €

2

=

f'(x) =0quanx =

. -2 ., 2, , . ., .
Six = Tf la funcié f(x) = x - e™™ és continua i la funcié passa de decreixent a
creixent, aleshores,

-2 ;. . .
X = —\/_ €s un minim relatiu estricte.

2
f <—\/§> 2
2 ) 2ve
El minim s’assoleix en el punt (%E%z)

. 2 .. 2 4 , . .. .
Six = ‘/2; la funcié f(x) = x - e™* és continua i la funcié passa de creixent a

decreixent, aleshores,
-2 £ < - . .
x = %— €s un maxim relatiu estricte.



/(3)-37
2 ) 2/e
El minim s’assoleix en el punt (g%)

b)
La representacio de la funcio és:

B MathRadHormi
(¥

06t
04
02y
-3 -1 1 2 3
A
-0:6r

c)

Teorema de Rolle

Siga una funcio6 f:[a, b] — R, continua en [a, b] i derivable en ]a, b[ tal que f(a) = f(b).
Aleshores, existeix ¢ € ]a,b[ tal que f'(c) =0

Siga g(x) = f(x) + ax x € [0,1]
La funcio és continua en x € [0, 1] ja que és suma de funcions continues.
La funcio és derivable en x € ]0, 1[ja que és suma de funcions derivables.
9(0)=f(0)+a-0=0
1
g(1)=f(1)+a-1=;+a
El teorema de Rolle es pot aplicar quan g(0) = g(1)
1
0=—-+a
- e 1
Es adir,quana = —=

d)
La integral [ f(x)dx és immediata:

2 1 2 1 2
jf(X)dx=jx-e‘x dx=—5f—2x-e‘x dx=—ze‘x +C
Per integrar [ x - e *dx aplicarem el métode d'integracié per parts:
Sigau=x, du=dx,dv=e*dx, v=—e*

fx-e‘xdx=—x-e‘x—j—e‘xdx=—x-e‘x—e‘x+C=—(x+1)e‘x+C



Problema B1
x+y+z=4
Es dona el sistema{ 3x + 4y + 5z =5 on a és un parametre real.
7x+9y+1lz=a
Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Els valors de a per als quals el sistema és compatible i els valors de a per als
quals el sistema és incompatible.
b) Totes les solucions del sistema quan siga compatible.
c) Ladiscussio de la compatibilitat i determinacié del nou sistema deduit de
I'anterior en canviar el coeficient 11 per qualsevol altre numero diferent.

Solucio:
a)
La matriu de coeficients del sistema és:

1 1 1
A=13 4 5
7 9 11

|Al =0
. 1 1
Considerem el menor |3 4| =1+#0

Aleshores, rangA = 2

Considerem el determinant format per les columnes C;, C,, C, de la matriu ampliada
1 1 4

3 4 5

7 9 a
Sia = 14, rangA' = 2, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema és

compatible indeterminat.

Si a # 14, rangA' = 3, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema és

incompatible.

b)

Si a = 14, el sistema és compatible indeterminat.

La tercera equaci6é depén de les dues primeres:
x+y+z=4

gx+ﬁwﬁz:5

Resolem el sistema pel métode de Gauss.

EfectuemE, =3-E; — E,

x+y+z=4

{—y—22=7

{x=11+a

=a-—14

y=-7-2a
zZ=a«a
c)
La matriu de coeficients del sistema és:

1 11
A=(3 4 5)
7 9 b

Al =b—11

Sib=11ia = 14,rangA = 2 rangA’ = 2, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el
sistema és compatible indeterminat.

Sib=11ia # 14,rangA = 2 rangA’ = 3, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el
sistema és incompatible.

Sib # 11iVa,rangA = 3 rangA’ = 3, aplicant el teorema de Rouché-Frobenius, el
sistema és compatible determinat.



Problema B2
Siga m el pla d’equacié m = 9x + 12y + 20z = 180
Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) Les equacions dels dos plans paral-lels a = que disten 4 unitats de &
b) Els punts A4, B i C, interseccid del pla T amb els eixos OX, QY, i OZ i 'angle que

formen els vectors AB i AC
c) Elvolum del tetraedre els vértexs del qual son 'origen O de coordenades i els
punts 4,B i C

Solucio:
a)
Considerem un planol general paral-lel al planol , la seua equacio és:
mp =9x+12y+20z+D =0
Determinem un punt del planol .
P(20,0,0) e
d(r,mp) = d(P,mp) =4
9-20+0+0+D
V92 + 122 + 202
|180 + D| = 100
Resolent 'equacio:
D =-80,D = —280
Aleshores, els planols que cerquem son:
T =9x+12y+20z—-80=0
my, =9x + 12y +20z—-280=0
b)
Determinem la interseccio del planol = amb I'eix OX resolent el sistema:
9x + 12y + 20z = 180
y=0 La solucié és el punt A(20,0,0)
z=0
Determinem la interseccié del planol T amb I'eix OY resolent el sistema:
9x + 12y + 20z = 180
x=0 La solucié és el punt B(0,15,0)
z=0
Determinem la intersecci6 del planol = amb I'eix OZ resolent el sistema:
9x + 12y + 20z = 180
x=0 La solucié és el punt €(0,0,9)
y=0

AB = (-20,15,0)
AC = (—20,0,9)
Per calcular 'angle a que formen els dos vectors utilitzarem el producte escalar:
(=20,15,0)(=20,0,9) = /(=20)2 + 152,/(=20)2 + 92 - cosa
16

COSax = —
V481
16 43°9’
a = arccos =
V481
c)
Calculem el volum del tetraedre de vertexs 0,4, B, C
20 0 O
1 —_— —— — 1
V=—|[04,0B,0C]|==|0 15 of=450u3
6 6 0 0 9




Problema B3
Les coordenades inicials de dos mobils Ai B son (0, 0), (250, 0), respectivament i 1 km

és la distancia des de 'origen de coordenades a cadascun dels punts (1,0), (0,1)

El mobil A es desplaga sobre I'eix OY des de I'origen al punt (0, SZLS) amb una velocitat

de 30 km/h i, simultaniament, el mobil B es desplaca sobre I'eix OX, des de la seua
posicié inicial fins a I'origen de coordenades amb una velocitat de 40 km/h
Obtingueu raonadament escrivint tots els passos del raonament utilitzat:
a) La distancia f(t) entre els dos mobils A i B durant el desplacament en funcio
del temps en hores des de que van comencgar a desplacar-se
b) Eltemps T que tarden els mobil en desplacar-se des de la seua posicié
inicial a la seua posicio final, i els intervals de creixement i de decreixement
de la funcié f(t) al llarg del trajecte.
c) Els valors de t per als quals la distancia dels mobils, és maxima i minima
durant el desplacament, i aguestes distancies maxima i minima.

Solucio:

Q(0, 375/2)

A'(0, 30t)

50
O B'(250-40t, 0) P(250, 0)

v L]

siga @ (0,22%) el punt final del mobil A

Siga P (250, 0) el punt inicial del mobil B.

Els dos mobils ixen simultaniament.

En l'instant t el mobil A es trobara en el punt A’(0, 30t)

En l'instant t el mobil B es trobara en el punt B'(250 — 40t, 0)
a)

A
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle A'OB’:
f(®) =+/(30t)2 + (250 — 40t)2
F(t) =+/2500t2 — 20000¢ + 62500

b)
El mobil A per anar de O a Q tarda:
375
2

Ty=—F"—=625h

4730

El mobil B per anar de P a O tarda:
T = 250 =6.25h

B7 40 T

Totsdds mobils tarden el mateix temps en fer el recorregut.



c)

£(t) = V2500tZ — 20000t + 62500 ¢ € [0,6.25]

La funci6 y = v/x és continua i creixent.

El minim de la funci6 f(t) = V2500t2 — 20000t + 62500 s’assoleix en el minim de
la funcié g(t) = 2500t — 20000t + 62500, t € [0, 6.25]

La funcié g(t) = 2500t — 20000t + 62500 és una parabola concava. El minim
s’assoleix en el vértex:
. _ 20000 .

~2-2500
La distancia minima és f(4) = ¥v2500 - 42 — 20000 - 4 + 62500 = 150 km

El maxim de la funcio f(t) = v2500t2 — 20000t + 62500 s’assoleix en el maxim de
la funcié g(t) = 2500¢2 — 20000t + 62500, t € [0, 6.25]

El maxim de la funcié g(t) = 2500t? — 20000t + 62500 s’assoleix en algun o els
dos extrems de l'interval de definicio:

g(0) = 52500, g(6.25) = 35156.25

El maxim s’assoleix quant = 0

El maxim de la funcié és f(0) = 250 km

c)
f(t) =V2500t2 — 20000t + 62500 ¢ € [0, 6.25]

Calculem el maxim i el minim de la funcié derivant-la:
, 5000t — 20000
f'@) =

2+/2500t2 — 20000t + 62500
ff®=0
5000t — 20000=0
Resolent 'equacio:
t=4h
La funci6 és creixent quan t € |4, 6.25[
La funcio és decreixent quan t € |0, 4|
El minim s’assoleix quan t = 4h.
La distancia minima és
£(4) =+/2500 - 42 — 20000 - 4 + 62500 = 150 km

El maxim de la funci6 f(t) = vV2500t2 — 20000t + 62500 s’assoleix en algun o els
dos extrems de linterval de definicio:
375
f(0) = 250, f(6.25) = -
El maxim s’assoleix quant = 0
El maxim de la funcié és f(0) = 250 km



f(x) =/ (30x)2 + (250 — 40x)2

B
i
Thm
200}
150} el
1oof
50}
0 1 Z 5 ] 5 5

El minim de la funcié

El [EXE]: Mostrar coordenadas

Y11= ((30x)2+(250-40x)2)

50t
; —————MiF
%2 Y=150
Maxim de la funcié.
El [EXE]l: Mostrar coordenadas El [EXE]: Mostrar coordenadas
Y11= {(30x)2+(260-40x)2) ¥1=g((30x)2+(260-40x)2)
1 (0,250) g, (0:250)
150} 150f
100} 1aaf
50 sat
- - TL\ITFR("EFPTD Ev= + . + CAl Ev:
2o ¥=250 x5%6. 25 ¥=187.5
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1001
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Funci6 f(x) = y/(30x)2 + (250 — 40x)2i la seua derivada




