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Problema A1. setembre 2012 

Siga el sistema d’equacions 








=α++
=−+

=−−
≡

0zy14x
0zy10x3

0z3y2x
S , on α  és un paràmetre real. 

Obteniu raonadament: 
a) La solució del sistema S quan 0=α . 
b) El valor de α  per al qual el sistema S té infinites solucions. 
c) Totes les solucions del sistema S quan es dóna a α  el valor obtingut en l’apartat b). 
 
Solució: 
Discutirem el sistema aplicant el mètode de Gauss: 

















−α
−−
−−

















α−−−
−−
−−

















α
−
−−

−≡
−≡

−≡
0
0
0

500
8160
321

~
0
0
0

3160
8160
321

~
0
0
0

141
1103
321

323
313

212 EEE
EEE
EE3E

. 

 
Si 5=α  el sistema és compatible indeterminat. 
El sistema inicial és equivalent a: 





=−−
=−−

≡
0z8y16

0z3y2x
S  la solució del qual és: 











µ=

µ
=

µ=

z
2

y

2x

 on R∈µ . 

Si 5≠α  el sistema és compatible determinat. 
 
Si 0=α  el sistema és compatible determinat. 
El sistema inicial és equivalent a: 









=−
=−−

=−−
≡

0z5
0z8y16

0z3y2x
S  la solució del qual és 









=
=
=

0z
0y
0x

. 
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Problema B1. setembre 2012 

Es donen les matrius 






 −
=

11
11

A , 







=

10
01

U  i B,  on B és una matriu de dues files i 

dues columnes que no té cap elements nul i que verifica UB7B2 +−= . 
Obteniu raonadament: 
a) Els nombres reals a i b tals que bUaAA2 += . 
b) Els nombres reals p i q tals que qUpBB 1 +=− , i justifiqueu que la matriu B té 
inversa. 
c) Obteniu els valors x i y per als quals es verifica que yUxBB3 += . 
 
a) 








 −
=







 −







 −
=

02
20

11
11

11
11

A2  









+

−+
=








+







 −
=+

baa
aba

10
01

b
11
11

abUaA . 

Igualant els elements de les dues matrius: 









=
−=−
=+

2a
2a
0ba

. Resolent el sistema: 




−=
=

2b
2a

. 

b) 
UB7B2 +−= . 

UB7B2 =+ . 
U)U7B(B =− . 

Aleshores, la matriu B té inversa i és, U7BB 1 −=− . 

Aleshores, 




−=
=

7q
1p

. 

c) 
UB7B2 +−= . Multiplicant per B: 

BU)B7(BBB2 +−= . 

BB7B 23 +−= . 
B)UB7(7B3 ++−−= . 

U7B50B3 −= . 

Aleshores, 




−=
=

7y
50x

. 
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Problema A1. juny 2012 

Es dóna el sistema 








=α++

=+α−+
=α+

≡

1zy2x

1zy)1(x
5zx2

S
2

2

, on α  és un paràmetre real. 

Obteniu raonadament: 
a) La solució del sistema S quan 0=α . 
b) Totes les solucions del sistema S quan 1−=α . 
c) El valor de α  per al qual el sistema S és incompatible. 
 
Solució: 
Discutim el sistema segons el paràmetre α . 
Calculem el determinant de la matriu de coeficients: 

43
21

111
02

A 23

2

2

−α+α−=
α

α−
α

= . 

0A = . 

043 23 =−α+α− . 
Utilitzant la regla de Ruffini: 

2,2,1−=α . 
Aleshores, si 2,1−≠α , incògnites.núm3rangA == , 3'rangA = . 
El sistema és compatible determinat. 
 
Siga 1−=α . 3rangA < . 

Considerem el menor format per les dues primers files i columnes, 04
21
02

≠= . 

Aleshores, 2rangA = . 
Considerem el menor format per les columnes (1ª, 2ª i 4ª) de la matriu ampliada A’: 

0
121
121
502

= , aleshores, 2'rangA =  

3incògnites.núm2'rangArangA =<==  el sistema és compatible indeterminat. 
La tercera equació depén de la 1ª i 2ª  equació. 
El sistema inicial és equivalent a: 





=++
=+

1zy2x
5zx2

. 

Utilitzarem el mètode de Gauss per resoldre’l: 











−−










−≡ 3

5
140

102
~

1
5

121
102

212 E2EE
. El sistema és equivalent: 





=−−
=+

3zy4
5zx2

, 















µ=

µ−−
=

µ−=

z
4

3
y

2
5

x

, on R∈µ . 

Siga 2=α . 3rangA < . 
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Considerem el menor format per les dues primers files i columnes, 02
11

02
≠−=

−
. 

Aleshores, 2rangA = . 
Considerem el menor format per les columnes (1ª, 2ª i 4ª) de la matriu ampliada A’: 

09
121
111
502

≠=− , aleshores, 3'rangA =  

'rangArangA ≠ , aleshores, el sistema és incompatible. 
 
a) 
Siga 0=α  els sistema és compatible determinat: 









=+
=++
=

1y2x
1zyx
5x2

. Resolent el sistema: 















−=

−=

=

4
3

z

4
3

y

2
5

x

. 
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Problema B1. juny 2012 
Obteniu raonadament: 

a) Totes les solucions 
















z
y
x

 de l’equació: 
















−
=

































− 1
3
1

z
y
x

111
311
201

. 

b) El determinant d’una matriu quadrada B de dues files, que té matriu inversa, i que 
verifica l’equació BB2 = . 
c) El determinant d’una matriu A que té quatre files i que verifica l’equació: 



















=



















−

0000
0000
0000
0000

1000
0100
0010
0001

9A2  sabent a més que el determinant de A és positiu. 

 
Solució: 
a) 
Utilitzarem el mètode de Gauss per resoldre’l: 

















−−−
















−−−
















−−
+≡

−≡
−≡

0
2

1

000
110

201
~

2
2

1

110
110

201
~

1
3
1

111
311
201

323
313
212 EEE

EEE
EEE

. 

El sistema és compatible indeterminat: 





−=−−
=+

2zy
1z2x

,  








α=
α−=
α−=

z
2y

21x
. 

b) 
B té inversa si 0B ≠ . 

BB2 = . Multiplicant a les dues parts per la matriu inversa: 
BBBB 121 ⋅=⋅ −−  

IBI =⋅ . 









==

10
01

IB .  Aleshores, 1B = . 

c) 
 



















=



















−

0000
0000
0000
0000

1000
0100
0010
0001

9A2 .  



















=



















+



















=

9000
0900
0090
0009

0000
0000
0000
0000

1000
0100
0010
0001

9A2 . 

42 9A = . 

42
9A = , per hipòtesi 0A > .Aleshores, 819A 2 == . 
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Problema A1. setembre 2011 

Es donen les matrius 






 −
=

31
20

A , 







=

10
01

I  i M,  on M és una matriu de dues files i 

dues columnes que verifica MM2 = . 
Obteniu raonadament: 
a) Tots els valors reals k per als quals la matriu IkAB ⋅−=   té inversa. 
b) La matriu inversa 1B−  quan 3k = . 
c) Les constants reals α  i β  per a les quals es verifica que I2AA2 ⋅−=β+α . 
d) Comproveu raonadament que la matriu MIP −=  compleix les relacions: 

PP2 =    i   PMMP = . 
 
Solució: 
a) 









−

−−
=








−







 −
=⋅−=

k31
2k

10
01

k
31
20

IkAB . 

La matriu B té inversa si i només si 0B ≠ . 

2k3k
k31

2k
B 2 +−=








−

−−
= . 

Resolem 0B = . 

02k3k 2 =+− . La solució és: 
2,1k = . 

Aleshores, la matriu B té inversa quan 2,1k ≠ . 
b) 

Si 3k = , 






 −−
=

01
23

B . 

2B =  









−
−

=
32
10

AdjB . 

( )













−−=








−−

==−

2
3

2
1

10

31
20

2
1

AdjB
B
1

B t1 . 

c) 








 −−
=







 −







 −
=

73
62

31
20

31
20

A2 . 









β+αβ+α
β−α−α−

=






 −
β+







 −−
α=β+α

373
262

31
20

73
62

AA2 . 









−

−
=








−=⋅−

20
02

10
01

2I2 . 

 
I2AA2 ⋅−=β+α  









−

−
=








β+αβ+α
β−α−α−

20
02

373
262

. 
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Igualant els elements de les dues matrius: 











−=β+α
=β+α

=β−α−
−=α−

237
03

026
22

, la solució és 




−=β
=α

3
1

. 

d) 
MIP −= , MM2 = . 

 
PMIMM2IMMMIMMIMMIII)MI)(MI(P 22 =−=+−=+−−=⋅+⋅−⋅−⋅=−−= . 

 
0MMMMMMIM)MI(MPM 2 =−=−=⋅−⋅=−=⋅   (0 matriu nul·la). 

0MMMMMMMIM)MI(MP 2 =−=−=⋅−⋅=−=⋅ . 
Aleshores, PMMP = . 
 



Ricard Peiró i Estruch 

8 

Problema B1. setembre 2011 

Es donen les matrius 
















−
=

112
112
121

M  i T, i se sap que T és una matriu quadrada de 3 

files i 3 columnes i el determinant del qual val 2 . 
Calculeu raonadament els determinants de les següents matrius, i indiqueu 
explícitament les propietats utilitzades en el seu càlcul: 

a) T
2
1 . 

b) 4M . 
c) 13TTM − . 
 
Solució: 

Calculem 6
112

112
121

M =
















−
= . 

 
a) 

Siga 















=

ihg
fed
cba

T , 























=

i
2
1

h
2
1

g
2
1

f
2
1

e
2
1

d
2
1

c
2
1

b
2
1

a
2
1

T
2
1 . 

8
2

T
2
1

i
2
1

h
2
1

g
2
1

f
2
1

e
2
1

d
2
1

c
2
1

b
2
1

a
2
1

T
2
1

3

filestresmultiplica
2
1

=




=























=  

b) 
Propietat: )Bdet()Adet()ABdet( ⋅= . 

( ) ( ) 12966)Mdet(Mdet 444 === . 
c) 

ITT 1 =⋅ − . 
( ) 1)Idet(TTdet 1 ==⋅ − . 

1)Tdet()Tdet( 1 =⋅ − .  

( ) ( ) 216616)Tdet()Tdet(6)Tdet()Mdet()Tdet(TTMdet 33131313 ==⋅=⋅⋅=⋅⋅= −−− . 
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Problema A1. juny 2011 

Siga el sistema 








−=−++
+=+

=++
≡

1mz)2m(y3x
1m2z3x2

mzyx
S  on m és un paràmetre real. 

Obtingueu raonadament: 
a) Totes les solucions del sistema S quan 2m = . 
b) Tots els valors de m per als quals el sistema S té solució única. 

c) El valor de m per al qual el sistema S admet la solució 





 −= 0,

2
1

,
2
3

)z,y,x( . 

 
Solució: 
a) 

Si 2m =  substituint el valor en el sistema: 








=+
=+

=++
≡

1y3x
5z3x2

2zyx
S . 

El resoldrem pel mètode de Gauss: 

















−−
















−
−

−
















+≡
−≡

−≡
0
1

2

000
120

111
~

1
1

2

120
120

111
~

1
5
2

031
302
111

323
313

212 EEE
EEE

EE2E
 

El sistema és equivalent a: 





−=−
=++

≡
1zy2

2zyx
S , aleshores, el sistema és compatible indeterminat. 

La solució és: 















α=

α+−
=

α−=

z
2

1
y

2
35

x

, on R∈α . 

b) 
El sistema tindria solució única si fóra de Cramer, és a dir, si el determinant de la 
matriu A dels coeficients és distint de zero. 

4m2
2m31

302
111

A +−=
−

= .  

0A = , quan 04m2 =+− , és a dir, quan 2m = . 
Aleshores, el sistema és compatible determinat quan 2m ≠ . 
c) 

Els valors 





 −= 0,

2
1

,
2
3

)z,y,x(  satisfan les 3 equacions: 
















−=−+




 −+

+=⋅+








=+




 −

+

1m0)2m(
2
1

3
2
3

1m203
2
3

2

m0
2
1

2
3

. Simplificant: 








−=
+=

=

1m0
1m23

1m
. 1m = . 
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Aleshores, si 1m =  l’única solució del sistema és 





 −= 0,

2
1

,
2
3

)z,y,x( . 

 
 
Problema B1. juny 2011 

Es dona la matriu 
















−

−
=

1m12
0m0
101

A
2

, on m és un paràmetre real. 

a) Obtingueu raonadament el rang o característica de la matriu A en funció dels valors 
de m. 
b) Expliqueu per què és invertible la matriu A quan 1m = . 
c) Obtingueu raonadament la matriu inversa 1A −  de A quan 1m = , i indiqueu els 
distints passos per a l’obtenció de 1A − . Comproveu que els productes 1AA −  i AA 1−  
donen la matriu unitat. 
 
Solució: 
a) 
Calculem el determinant de la matriu A: 

)1m(mmm
1m12

0m0
101

A 23

2

+−=−−=
















−

−
=  

0A = , 0)1m(m 2 =+− , l’única solució és 0m = . 

Si 0A ≠ , 3rangA = . 
Aleshores, si 0m ≠  3rangA = . 
 
Siga 0m =  0A = , aleshores, 3rangA < . 

El menor 0
12
01

≠
−

, aleshores, 2rangA ≥ . Aleshores: 

Si 0m =  2rangA = . 
b)  
Una matriu A té inversa si 0A ≠ , en l’apartat anterior si 0m ≠ . 

Per tant, si 1m =  la matriu té inversa. 
c) 

Si 1m = , aleshores, 














−
=

012
010
101

A , 2A −= . 

( )t1 AdjA
A
1

A =− . 
















−−
−

−
=

101
121
200

AdjA  





















−

−

=
















−−
−

−

−
=−

2
1

2
1

1

010
2
1

2
1

0

112
020
110

2
1

A 1 . 
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Calculem 1AA −  i AA 1− : 
















=





















−

−















 −
=−

100
010
001

2
1

2
1

1

010
2
1

2
1

0

012
010
101

AA 1 . 
















=















−





















−

−

=−

100
010
001

012
010
101

2
1

2
1

1

010
2
1

2
1

0

AA 1 . 
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Problema A1. setembre 2010 

Donat el sistema d’equacions lineals 








=+α+α

=+α+α
=+α+α

1zyx

1zyx
1zyx

3

3

 en què α  és un paràmetre real, 

és demana: 
a) Deduir, raonadament, per a quins valors de α  és compatible determinat. 
b) Deduir, raonadament, per a quins valors de α  és compatible indeterminat. 
c) Resoldre el sistema en tots els casos en què és compatible indeterminat. 
 
Solució: 
a)  
El sistema té el mateix nombre d’equacions que d’incògnites. 
El sistema és compatible determinat si és de Cramer, és a dir, si el determinant de la 
matriu A de coeficients és distint de zero. 

11
1

)1(
11

011
01

11
111
11

1
1
1

A
2

22

22

2

2

CCC
2

2

2

3

3

133

α
α−α=

α−α

α
α=

α

α
α=

αα
αα

αα
=

−≡
. 

)1)(1(A 222 α−α−α= . 

0A = , si 0)1)(1( 222 =α−α−α . Resolent l’equació, 1,0,1−=α . 

Aleshores, el sistema és compatible determinat si 1,0,1−≠α . 
b) c) 

Siga 1−=α , 








=+−−
=+−−
=+−−

1zyx
1zyx
1zyx
 La segona i tercera equació són iguals a la primera. 

Aleshores el sistema és 1zyx =+−− , el sistema és compatible indeterminat. 

La solució és 








µ=
λ=

µ+λ−−=

z
y

1x
, on µλ,  són paràmetres reals. 

 

Siga 0=α , 








=
=
=

1z
1z
1z

 La segona i tercera equació són iguals a la primera. 

Aleshores el sistema és 1z = , el sistema és compatible indeterminat. 

La solució és 








=
µ=
λ=

1z
y
x

, on µλ,  són paràmetres reals. 

 

Siga 1=α , 








=++
=++
=++

1zyx
1zyx
1zyx

 La segona i tercera equació són iguals a la primera. 

Aleshores el sistema és 1zyx =++ , el sistema és compatible indeterminat. 

La solució és 








µ=
λ=

µ−λ−=

z
y

1x
, on µλ,  són paràmetres reals. 
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Problema B1. setembre 2010 

Donades les matrius 
















+
+
+

=
283x
262x
342x

)x(A  i 
















+
+
+

=
183y
262y
341y

)y(B , es demana: 

a) Obtindre raonadament el valor x per tal que el determinant de la matriu )x(A  siga 6. 
b) Calcular raonadament el determinant de la matriu )x(A2 . 
c) Demostrar que la matriu )y(B  no té matriu inversa per a cap valor real de y. 
 
Solució: 
a) 

6x2
121
110

322x
2

243x
232x
322x

2
283x
262x
342x

)x(A
133
122

FFF
FFF

−=
















−
−

+
=

















+
+
+

=
















+
+
+

=
−≡
−=

 

6)x(A = . 
66x2 =− . Resolent l’equació: 

6x = . 
b) 

















⋅⋅+
⋅⋅+
⋅⋅+

=⋅
2282)3x(2
2262)2x(2
3242)2x(2

)x(A2  

Totes les files estan multiplicades per 2. Aplicant propietats de determinant: 

( )6x28)x(A2
2282)3x(2
2262)2x(2
3242)2x(2

)x(A2 3 −==
















⋅⋅+
⋅⋅+
⋅⋅+

=⋅ . 

c) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero. 

0
222
111

321y
2

243y
232y
321y

2
183y
262y
341y

)y(B
.LD3i2files

FFF
FFF

133
122

=
















−
−

+
=

















+
+
+

=
















+
+
+

=
−≡
−=

. 

Aleshores, )y(B  no té matriu inversa per a cap valor real de y. 
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Problema A1. juny 2010 

Donades les matrius quadrades 















=

100
010
001

I  i 
















−−−
=

233
232
112

A , es demana: 

a) Calcular les matrius 2)IA( −  i )I2A(A ⋅− . 
b) Justificar raonadament que: 

b.1) Existeixen les matrius inverses de les matrius A i I2A ⋅− . 
b.2) No existeix matriu inversa de la matriu IA − . 

c) Determinar el valor del paràmetre λ  per al qual és verifica )I2A(A 1 ⋅−λ=− . 
 
Solució: 
a) 

















−−−
=
















−

















−−−
=−

333
222
111

100
010
001

233
232
112

IA . 

( )















=

















−−−















−−−
=−

000
000
000

333
222
111

333
222
111

IA 2 . 

 

















−−−
=
















−

















−−−
=⋅−

433
212
110

100
010
001

2
233

232
112

I2A . 

( ) I
100

010
001

433
212
110

233
232
112

I2AA −=
















−
−

−
=

















−−−















−−−
=⋅− . 

b.1) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero. 

)Ndet()Mdet()NMdet( ⋅=⋅ . 
( ) II2AA −=⋅− . 

( )( ) )Idet(I2AAdet −=⋅− . 
1)I2Adet()Adet( −=⋅−⋅ . 

Aleshores, 0)I2Adet(,0)Adet( ≠⋅−≠ . Aleshores, les matrius A i I2A ⋅−  tenen 
inversa. 
b.2) 

















−−−
=−

333
222
111

IA . 

0)IAdet( =−  ja que dues files són linealment dependents. Aleshores, la matriu IA −  
no té inversa. 
c) 

( ) II2AA −=⋅− . 
( ) II2AA =⋅+− . 

Aleshores, la matriu inversa de A és )I2A(I2AA 1 ⋅−−=⋅+−=− . 
Aleshores, 1−=λ . 
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Problema B1. juny 2010 
Donat el sistema d’equacions lineals que depén dels paràmetres a, b i c. 









−=+−
=−−

=++

b4czy2ax5
acz2by2x3

c3zbyax2
, es demana: 

a) Justificar raonadament que per als valors dels paràmetres 2c,1b,0a =−==  el 
sistema és incompatible. 
b) Determinar raonadament els valors dels paràmetres a, b, i c, per als quals es 
verifica que )3,2,1()z,y,x( =  és solució del sistema. 
c) Justificar si la solució )3,2,1()z,y,x( =  del sistema de l’apartat b) és o no, única. 
 
Solució: 
a) 
Substituïm 2c,1b,0a =−==  en el sistema d’equacions: 









=+−
=−+

=+−

4z2y2
0z4y2x3

6zy
. Resolem el sistema pel mètode de Gauss: 

















−
−

















−
−

−

−≡
8
6
0

000
110
423

~
4
6
0

220
110
423

213 EE2E
. 

El sistema és incompatible, no té solució. 
Nota: Notem que la primera i tercera equació, són equacions de dos plànols paral·lels, 
que no tenen solució, aleshores, el sistema no té solució. 
b) 
Substituïm en el sistema inicial )3,2,1()z,y,x( = : 









−=+−
=−−
=++

b4c34a5
ac6b43
c33b2a2

, ordenant el sistema en les incògnites a, b, c: 









=++
−=−−−

−=−+

4c3b4a5
3c6b4a
3c3b2a2

. Resoldrem el sistema pel mètode de Gauss: 

















−
−
−

−
−−
−−−

















−
−
−

−−
−−
−−−

















−
−

−
−−−

−≡
+≡
+≡

39
9
3

3900
1560
641

~
11
9
3

27160
1560
641

~
4
3
3

345
322
641

323
313
212 E3E8E

EE5E
EE2E

. 

Els sistema és compatible determinat: 









−=−
−=−−
−=−−−

39c39
9c15b6
3c6b4a

, la solució és 








=
−=

=

1c
1b

1a
. En aquest cas la solució del sistema és 

)3,2,1()z,y,x( = . 
c)  

Vegem si al substituir 








=
−=

=

1c
1b

1a
 el sistema inicial és de Cramer: 



Ricard Peiró i Estruch 

16 









=+−
=−+

=+−

4zy2x5
1z2y2x3

3zyx2
. Calculem el determinant de la matriu A de coeficients. 

07
125
223

112
A ≠−=

−
−

−
= , aleshores és un sistema de Cramer per tant té solució 

única. 
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Problema 1.1. setembre 2009. 

Atesa la matriu 
















−αα

−α
=α

6
234

221
)(A , es demana el següent: 

a) Calculeu, en funció de α , el determinat de la matriu )(A α , escrivint els càlculs 
necessaris. 
b) Determineu, raonadament, els nombres reals α  per als quals el determinant de la 

matriu inversa de )(A α  és igual a 
66
1 . 

 
Solució: 
a) 

Una matriu A té inversa si i només si 0A ≠  i ( )t1 AdjA
A
1

A =− . 

30
6

234
221

)(A 2 +α=
















−αα

−α
=α . 

b) 
)Bdet()Adet()ABdet( ⋅= . 

Siga ( ) 1)(A −α  la matriu inversa de )(A α . 

( ) I)(A)(A 1 =α⋅α − . 

( )( ) 1)Idet()(A)(Adet 1 ==α⋅α −  

( )( ) 1)(Adet))(Adet( 1 =α⋅α −  

( )( )
30

1
))(Adet(

1
)(Adet

2
1

+α
=

α
=α − . ( )( )

66
1

)(Adet 1 =α −  

66
1

30
1

2
=

+α
. 

66302 =+α . Resolent l’equació: 
6,6−=α . 
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Problema 1.2. setembre 2009. 

Atés el sistema d’equacions lineals 








=α++
=++

=++

0zy7x5
0z4y3x2

0zyx
, es demana el següent: 

a) Deduïu, raonadament, per a quins valors de α  el sistema sols admet la solució 
)0,0,0()z,y,x( = . 

b) Determineu, raonadament, els nombres reals α  que el fa indeterminat. 
 
Solució: 
El sistema és homogeni ja que té els termes independents zero. Aleshores, el sistema 
és compatible. 
Resolem el sistema pel mètode de Gauss: 

















−α
−−

















α−−−
−−

















α
−≡

−≡
−≡

0
0
0

900
210

111
~

0
0
0

520
210

111
~

0
0
0

75
432
111

323
313
212 EE2E

EE5E
EE2E

 

Discussió: 
Si 9≠α  el sistema és compatible determinat. 
Si 9=α  el sistema és compatible indeterminat. 
 
Si 9≠α , per ser el sistema homogeni, la solució única és la trivial )0,0,0()z,y,x( = . 
 
Encara que no ho demana resoldrem el sistema. 
Si 9=α  el sistema inicial és equivalent a: 





=−−
=++

0z2y
0zyx

, la solució és 








µ=
µ−=

µ=

z
2y

x
, R∈µ . 
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Problema 1.1. juny 2009. 

Donades les matrius quadrades 















=

100
230
063

A , 















=

600
12180
124818

B  i 















=

100
010
001

I , es 

demana: 
a) Justificar que la matriu A té inversa i obtindre raonadament la matriu inversa 1A − . 
En la resposta s’ha d’incloure tots els passos que porten a l’obtenció de 1A − . 
b) Calcular, raonadament, el determinant de la matriu 1A3 − . En la resposta s’han 
d’incloure tots els passos realitzats. 
c) Obtindre raonadament els valors x, y, z que verifiquen l’equació 

BAzAyIx 2 =⋅+⋅+⋅ . 
 
Solució: 
a) 

Una matriu A té inversa si i només si 0A ≠  i ( )t1 AdjA
A
1

A =− . 

09
100
230
063

A ≠=















= , aleshores, la matriu A té inversa: 

















−
−=

9612
036
003

AdjA . 

( )























−

−

=















−

−
==−

100
3
2

3
1

0

3
4

3
2

3
1

900
630

1263

9
1

AdjA
A
1

A t1 . 

b) 
Si M és una matriu quadrada d’ordre 3 )Mdet()Mdet( 3α=α  ja que de cada fila podem 
treure factor α . 
Per altra banda, )Ndet()Mdet()MNdet( ⋅= . 
 

( ) ( )131 Adet3A3det −− = . 

9
1

100
3
2

3
1

0

3
4

3
2

3
1

A 1 =























−

−

=− . 

Aleshores, ( ) ( ) 3
9
1

27Adet3A3det 131 === −− . 
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c) 
















=
































=

100
890
12369

100
230
063

100
230
063

A2 . 

















++
+++

+++
=
















+
















+
















=⋅+⋅+⋅

zyx00
z8y2z9y3x0

z12z36y6z9y3x

100
890
12369

z
100
230
063

y
100
010
001

xAzAyIx 2

BAzAyIx 2 =⋅+⋅+⋅ . 
















=

















++
+++

+++

600
12180
124818

zyx00
z8y2z9y3x0

z12z36y6z9y3x
. 

Igualant els elements de les dues matrius: 














=++
=+

=
=+

=++

0zyx
12z8y2

12z12
48z36y6

18z9y3x

. Resolent les tres primeres equacions que formen un sistema 

triangular i compatible determinat: 








=
=
=

1z
2y
3x

. 

Aquesta solució també satisfà les altres dues equacions. 
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Problema 1.2. juny 2009. 

Donat el sistema d’equacions lineals 








=−−α+
=+α−−

=−−+α

4z2y)3(x2
2z)2(y2x

4z2y4x)3(
, es demana: 

a) Justificar que per al valor 0=α  el sistema és incompatible. 
b) Determinar els valors del paràmetre α  per als quals el sistema és compatible 
determinat. 
c) Resoldre el sistema per al valor del paràmetre α  per al qual el sistema és 
compatible indeterminat. 
 
Solució: 
Estudiem el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A’. 

















−−α
+α−−

−−+α
=

232
)2(21

243
A , 

















−−α
+α−−

−−+α
=

4
2
4

232
)2(21

243
'A . 

Calculem el determinant de la matriu de coeficients: 

)12(2
232

)2(21
243

A 223 +α+αα=α+α+α=
















−−α
+α−−

−−+α
= . 

0A = , si 0)12( 2 =+α+αα . Resolent l’equació: 1,0 −=α . 

 
0A ≠ , si 1,0 −≠α . En aquest cas el sistema és de Cramer per tant té solució única. 

 

Siga 0=α , 
















−−
−−
−−

=
232
221
243

A , 0A = , aleshores, 3rangA <  

Considerem el menor d’ordre 2 principal 02
21
43

≠−
−
−

, aleshores, 2rangA ≥ . 

Per tant, 2rangA = . 
Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu ampliada format per 1ª, 2ª i 4ª columna: 

02
432
221
443

≠−=
















−
−
−

, aleshores, 3'rangA = . 

Aleshores, el sistema és incompatible. 
 

Siga 1−=α , 
















−−
−−
−−

=
242
121
242

A , 0A = , aleshores, 3rangA < . 

Notem que la segona i tercera fila són dependents de la primera, aleshores, 1rangA = . 

















−−
−−
−−

=
4
2
4

242
121
242

'A . 

Notem que la segona i tercera fila són dependents de la primera, aleshores, 
1'rangA = . 
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3incògnites.núm1'rangArangA =<== . El sistema és compatible indeterminat. 
El sistema es transformaria: 

2zy2x =−− , la solució depén de dos paràmetres: 









µ=
λ=

µ+λ+=

z
y

22x
, R, ∈µλ . 
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Problema 1.1. setembre 2008. 

Atesa la matriu 






 −
=

42
11

A  i el vector 







=

y
x

X , es demana obtenir raonadament: 

a) El vector X tal que X0AX = . 
b) Tots els vectors X tals que X3AX = . 
c) Tots els vectors X tals que X2AX = . 
 
Solució: 
a) 

X0AX =  









=















 −
y
x

0
y
x

42
11

. 









=








+
−

0
0

y4x2
yx

. Igualant els elements de les dues matrius: 





=+
=−

0y4x2
0yx

, resolent el sistema 




=
=

0y
0x

, aleshores, 







=

0
0

X . 

b) 
X3AX = . 









=















 −
y
x

3
y
x

42
11

. 









=








+
−

y3
x3

y4x2
yx

. Igualant els elements de les dues matrius: 





=+
=−

y3y4x2
x3yx

. 





=+
=−−
0yx2

0yx2
, el sistema és compatible indeterminat. 

La solució 




α−=
α=

2y
x

, aleshores, 







α
α

=X , R∈α . 

c) 
X2AX = . 









=















 −
y
x

2
y
x

42
11

. 









=








+
−

y2
x2

y4x2
yx

. Igualant els elements de les dues matrius: 





=+
=−

y2y4x2
x2yx

. 





=+
=−−

0y2x2
0yx

, el sistema és compatible indeterminat. 

La solució 




α−=
α=

y
x

, aleshores, 







α−

α
=X , R∈α . 
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Problema 1.2. setembre 2008. 

Atés el sistema d’equacions lineals 








=+α+
+α=+−

+α=++

4z2yx3
1zyx2

3zyx
, es demana: 

a) Proveu que és compatible per a tot valor de α . 
b) Obteniu raonadament el valor α  per al qual el sistema és indeterminat. 
c) Resoleu el sistema quan 0=α , escrivint els càlculs necessaris per a això. 
 
Solució: 
Estudiem el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A’. 

















α
−=

23
112
111

A , 
















+α
+α

α
−=

4
1
3

23
112
111

'A . 

Calculem el determinant de la matriu de coeficients: 

α=
















α
−=

23
112
111

A . 

0A = , si 0=α .  

0A ≠ , si 0≠α . En aquest cas el sistema és de Cramer per tant té solució única. 
 

Siga 0=α , 















−=

203
112
111

A , 0A = , aleshores, 3rangA < . 

Considerem el menor d’ordre 2 principal 03
12

11
≠−

−
, aleshores, 2rangA ≥ . 

Per tant, 2rangA = . 
Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu ampliada format per 1ª, 2ª i 4ª columna: 

0
403
112
311

=















− , aleshores, 2'rangA = . 

3incògnites.núm2'rangArangA =<== . El sistema és compatible indeterminat. 
La tercera equació és dependent de les dues primeres. 
El sistema seria equivalent a: 





=+−
=++

1zyx2
3zyx

. Resoldrem el sistema pel mètode de Gauss: 





















− −≡ 5

3
130
111

~
1
3

112
111

212 EE2E
. El sistema és equivalent: 





=+
=++

5zy3
3zyx

, la solució és: 








µ−=
µ=

µ+−=

35z
y

22x
, R∈µ . 
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Problema 1.1. juny 2008. 

Atés el sistema dependent del paràmetre real α   








=α++
=+α+
=++α

1zyx
1zyx
1zyx

, es demana el 

següent: 
a) Determineu, raonadament, els valors de α  per als quals el sistema és compatible 
determinat, compatible indeterminat i incompatible. 
b) Resoleu el sistema quan és compatible determinat. 
c) Obteniu, raonadament, la solució del sistema quan 0=α . 
 
Solució: 
Discutim el sistema estudiant el rang de la matriu de coeficients i l’ampliada del 
sistema: 

















α
α

α
=

11
11
11

A , 
















α
α

α
=

1
1
1

11
11
11

'A . 

Calculem el determinant de la matriu de coeficients: 

23
11

11
11

A 3 +α−α=
















α
α

α
= . 

0A = , si 0233 =+α−α . Resolent l’equació per la regla de Ruffini: 

2,1,1 −=α . 
 

0A ≠ , si 2,1 −≠α . En aquest cas el sistema és de Cramer per tant té solució única. 
Aplicant la regla de Cramer: 





























+α
=

+α−α
+α−α

=
+α−α

α
α

==

+α
=

+α−α
+α−α

=
+α−α

α

α

==

+α
=

+α−α
+α−α

=
+α−α

α
α

==

2
1

)2()1(
12

23

111
11
11

A

A
z

2
1

)2()1(
12

23

11
111
11

A

A
y

2
1

)2()1(
12

23

11
11
111

A

A
x

2

2

3
3

2

2

3
2

2

2

3
1

 

Si 1=α , 















=

111
111
111

A , Notem que la segona i tercera fila són dependents de la 

primera, aleshores, 1rangA = . 
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















=
1
1
1

111
111
111

'A . Notem que la segona i tercera fila són dependents de la primera, 

aleshores, 1'rangA = . 
3incògnites.núm1'rangArangA =<== . El sistema és compatible indeterminat. 

 

Si 2−=α , 
















−
−

−
=

211
121
112

A . 0A = , aleshores, 3rangA <  

Calculant el menor principal d’ordre dos de la matriu A: 

03
21

12
≠=

−
−

, aleshores, 2rangA ≥  

Per tant, 2rangA =  
Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu A’ format per la 1ª, 2ª, i 4ª columna: 

09
111
121
112

≠=















−

−
, aleshores, 3'rangA =  

Aleshores, el sistema és incompatible. 
 
c) 
Si 0=α  el sistema és compatible determinat. Substituint 0=α , en la solució general: 















=
+α

=

=
+α

=

=
+α

=

2
1

2
1

z

2
1

2
1

y

2
1

2
1

x

. 
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Problema 1.2. juny 2008. 

Siguen I i A les matrius quadrades següents: 







=

10
01

I , 







−−

=
1710

2917
A . Es demana 

que calculeu, escrivint explícitament les operacions necessàries: 
a) Les matrius 2A  i 3A . 
b) Els nombres reals α  i β  per als quals es verifica AI)AI( 3 β+α=+ . 
 
Solució: 
a) 

I
10

01
1710

2917
1710

2917
A2 −=








−

−
=








−−








−−

= . 








 −−
=−=⋅−==

1710
2917

AAIAAA 23 . 

b) 
( ) =++++=+++=+ )AI(AAIIAI)AI)(AI)(AI()AI( 223  

 =+++= )AI)(AA2I( 2  
 =+−+= )AI)(IA2I(  
 =++= )AI)(A20(  
 =+= )AI(A2  

 =+= 2A2A2  
 =−+= )I(2A2  
 A2I2 ⋅+⋅−= . 
Aleshores, 2,2 =β−=α . 
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Problema 1.1. setembre 2007. 

Atés el sistema d’equacions lineals 








α=++
=++
=++

z2y3x
3z6y4x3
5z2y3x6

, es demana el següent: 

a) Justifiqueu que per a qualsevol valor del paràmetre real α , el sistema té solució 
única. 
b) Trobeu la solució del sistema en funció del paràmetre α . 
c) Determineu el valor de α  per al qual la solució )z,y,x(  del sistema satisfà 

1zyx =++ . 
 
Solució: 
a) 
Calculem el determinant de la matriu A de coeficients: 

050
231
643
236

A ≠−== . 

Aleshores, el sistema és de Cramer, per a qualsevol valor del paràmetre α . 
b) 
Aplicarem la regla de Cramer per resoldre el sistema: 





























α−
=

−
α+−

=
−

α
==

α+−
=

−
α−

=
−

α
==

α−
=

−
α+−

=
−

α
==

10
34

50
1520

50

31
343
536

A

A
z

5
33

50
3030

50

21
633
256

A

A
y

5
5

50
1050

50

23
643
235

A

A
x

3

2

1

 

c) 
Substituïm els valors de la incògnita en l’equació 1zyx =++ : 

1
10

34
5

33
5

5 =α−+α+−+α− . 

1
10

8 =α+ . Resolent l’equació: 

2=α  
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Problema 1.2. setembre 2007. 

Ateses les matrius 







−

=
11
46

A  i 







=

y
x

X , es demana el següent: 

a) Obteniu raonadament tots els valors α  per als quals 







0
0

 és l’única solució de 

l’equació matricial XAX α= . 
b) Resoleu l’equació matricial X2AX = . 
 
Solució: 

XAX α= . 

OXAX =α− , 







=

0
0

O . 

OXIAX =⋅α− , on 







=

10
01

I  

OX)IA( =α− . 
A fi que el sistema tinga solució única el determinant de la matriu quadrat IA α−  de 
coeficients ha de ser distint de zero. 









α−−

α−
=








α−








−

=α−
11

46
10
01

11
46

IA . 

107
11

46
IA 2 +α−α=








α−−

α−
=α− . 

0IA =α− , 01072 =+α−α . Resolent l’equació: 

5,2=α . 

Aleshores, l’equació matricial té solució única 







0
0

 quan 5,2≠α . 

b) 
X2AX = . 









=
















− y

x
2

y
x

11
46

. 









=








+−
+

y2
x2

yx
y4x6

. Igualant els elements de les dues matrius: 





=+−
=+

y2yx
x2y4x6

. 





=−−
=+
0yx
0y4x4

. La segona equació és proporcional a la primera: 

0yx =+ , la solució és: 




µ−=
µ=

y
x

, R∈µ . 
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Problema 1.1. juny 2007. 

Ateses les matrius 
















+
+

+
=

624x4
633x2
642x

)x(B  i 
















+
+
+

=
624y3
633y2
1275y3

)y(C  

a) Calculeu el determinant de la matriu )x(B3  i obteniu el valor de x per al qual el dit 
determinant val 162. 
b) Demostreu que la matriu )y(C  no té inversa per a cap valor real de y. 
 
Solució: 
Si M és una matriu quadrada d’ordre 3 )Mdet()Mdet( 3α=α  ja que de cada fila podem 
treure factor α . 

x63
022x3
011x
142x

63
124x4
133x2
142x

63
624x4
633x2
642x

3)x(B3 33

FFF
FFF

33

133
122

=
−+
−+

+
=

















+
+

+
=

















+
+

+
=⋅

−→
−→

 

162)x(B3 =  

162x633 = . Resolent l’equació: 
1x =  

b) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero. 
Calculem )y(C : 

006
124y3
011y
033y3

6
124y3
133y2
275y3

6
624y3
633y2

1275y3
)y(C

322
311

FFF
F3FF

=⋅=
















+
−−
−−

=
















+
+
+

=
















+
+
+

=
−→

−→
 

Aleshores, )y(C  no té inversa per a cap valor real de y. 
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Problema 1.2. juny 2007. 

Atés el sistema d’equacions lineals 








=++α
=++

=+α+

9zyx
9zy5x3

9zyx
, es demana el següent: 

a) Proveu que és sempre compatible, obtenint els valors de α  per als quals és 
indeterminat. 
b) Resoleu el sistema anterior per a 7=α . 
 
Solució: 
Discutim el sistema estudiant el rang de la matriu de coeficients i l’ampliada del 
sistema: 

















α

α
=

11
153
11

A , 
















α

α
=

9
9
9

11
153
11

'A . 

Notem que la quarta columna de la matriu ampliada A’ és linealment dependent de la 
tercera columna de la matriu A. Aleshores, 'rangArangA = . 
Aplicant el teorema de Rouché-Frobenius el sistema sempre és compatible. 
Vegem quan és determinat i indeterminat. 
Calculem el determinant de la matriu de coeficients: 

78
11
153
11

A 2 +α−α=
















α

α
= . 

0A = , si 0782 =+α−α . Resolent l’equació: 

7,1=α . 

0A ≠ , si 7,1≠α . En aquest cas el sistema és de Cramer per tant té solució única. 

Si 7,1=α  el sistema és compatible indeterminat. 
b) 

Si 7=α . 








=++
=++

=++

9zyx7
9zy5x3

9zy7x
. 0A = , aleshores, 3rangA <  

El menor d’ordre 2 principal és: 

016
53
71

≠−= , aleshores, 2rangA ≥ . 

Aleshores, 2rangA = . 
La tercera equació és dependent de les dues primers. El sistema és equivalent: 





=++
=++

9zy5x3
9zy7x

. El resoldrem pel mètode de Gauss: 





















−≡ 18

9
2160
171

~
9
9

153
171

212 EE3E
. El sistema és equivalent: 





=+
=++
9zy8
9zy7x

, la solució és: 








µ−=
µ=
µ=

89z
y
x

, R∈µ . 
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Problema A.1. setembre 2006. 
Donat el sistema d’equacions amb un paràmetre real λ  i incògnites x, y, z,  









=−λ++
=−+λ+

=+−+λ

0z)2(y5x5
0z3y)6(x3

0zyx)2(
, es demana: 

a) Calculeu per a quins valors de λ  el sistema només admet la solució 
)0,0,0()z,y,x( = . 

b) Per a cada valor de λ  que fa indeterminat el sistema, obteniu totes les seues 
solucions. 
c) Expliqueu la posició relativa dels tres plans definits per cadascun de les equacions 
del sistema quan 3−=λ . 
 
Solució: 
a) 
El sistema és homogeni (té tots els termes independents zero), aleshores és 
compatible (sempre tindrà la solució )0,0,0()z,y,x( = . 
El sistema serà compatible determinat si és un sistema de Cramer és a dir si el 
determinant de la matriu A dels coeficients és distinta de zero. Calculem-lo: 

223 )3(96
255

363
112

A +λλ=λ+λ+λ=
−λ

−+λ
−+λ

= . 

0A = , si 0)3( 2 =+λλ . Resolent l’equació: 
3,0 −=λ . 

El sistema és compatible determinat si 3,0 −≠λ . 
b) 
Siga 0=λ , 0A = , 3rangA < . 









=−+
=−+

=+−

0z2y5x5
0z3y6x3

0zyx2
. 

El menor principal d’ordre 2 015
63
12

≠=
−

, aleshores, 2rangA ≥ . 

Aleshores, 3incognites.núm2'rangArangA =<== . El sistema és compatible 
indeterminat. 
La tercera equació depén de les dues primeres (la podem eliminar del sistema. El 
sistema és: 





=−+
=+−

0z3y6x3
0zyx2

. El resoldrem pel mètode de Gauss: 











−−

−










−

−
−≡ 0

0
9150

112
~

0
0

363
112

212 E2E3E
. El sistema és equivalent: 





=−
=+−

0z3y5
0zyx2

. La solució és: 















µ=

µ=

µ
−

=

z
5
3

y

5
1

x

, R∈µ . 
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Siga 3−=λ , 0A = , 3rangA < . 









=−+
=−+

=+−−

0z)5y5x5
0z3y3x3

0zyx
. Notem que la segona i tercera equació són proporcionals a la 

primera, aleshores les podem eliminar. El sistema és transformaria: 
0zyx =+−− . 

La solució és, 








α=
β=

β−α=

z
y
x

, R, ∈βα . 

c) 
Si 3−=λ . 

3incognites.núm1'rangArangA =<== .  
Els tres plànols són coincidents (tenen la mateixa equació). 
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Problema B.1. setembre 2006. 

A és una matriu 33 ×  tal que 
















−−
−−=
211
101

012
A2  i 

















−
−−=

322
012
201

A3 . Es demana: 

a) Calculeu el determinant de la matriu 3A  i la inversa de 3A . 
b) Calculeu la matriu )z,y,x(X =  que és solució de l’equació matricial 23 BAXA = , en 
que B és la matriu fila )3,2,1(B = . 
c) Calculeu la matriu inversa de A. 
 
Solució: 
a) 

01
322

012
201

A3 ≠−=
















−
−−= . La matriu 3A  té inversa, ( ) ( )t3

3

13 AdjA
A

1
A =

−
. 

















−−
−−
−−

=
142
474
263

)A(Adj 3 . 

( )














 −−−
=

















−−−
−−−

−
=

−

122
476
243

122
476

243

1
1

A
13  

b) 
23 BAXA = . Multiplicant a la dreta per ( ) 13A

−
: 

( ) ( ) 132133 ABAAXA
−−

= . 

( ) 132 ABAX
−

= . 

( ) ( ) ( )265
122
476
243

423
122
476
243

211
101

012
321X =















 −−−
−−=















 −−−

















−−
−−=  

c) 
Si  01A3 ≠−=  aleshores, 0A ≠ , per tant, A té inversa. 

( ) IAA
133 =

−
 

( ) IAAA
132 =⋅

−
, aleshores la matriu inversa de A és: 

( ) 1321 AAA
−− = . 















 −
=















 −−−

















−−
−−=−

011
121
010

122
476
243

211
101

012
A 1 . 
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Problema A.1. juny 2006. 

Donat el sistema d’equacions amb incògnites x, y, z, 








=+−
=−+
α=−+

1z7y2x
2z11y6x2

z3y2x
 es demana: 

a) Determineu raonadament el valor de α  per al qual el sistema és compatible. 
b) Per a aquest valor obtingut en a) de α , calculeu el conjunt de solucions del sistema. 
c) Expliqueu la posició relativa dels tres plans definits per cadascuna de les tres 
equacions del sistema, en funció dels valors de α . 
 
Solució: 
a)  
Estudiarem el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A’ pel mètode de 
Gauss: 

















−α
−α

α
−

−

















−α
−α

α

−
−

−















 α

−
−
−

+→
−→

−→
55
22

000
520
321

~
1
22

1040
520
321

~
1
2

721
1162
321

323
313

212 FF2F
FFF

FF2F
. 

α  rang A rangA’  Discussió 
1=α  2 2 Sistema compatible indeterminat 
1≠α  2 3 Sistema incompatible 

 
Siga 1=α , el sistema inicial és equivalent al sistema: 





=+−
=−+

0z5y2
1z3y2x

, la solució és, 











µ=

µ=

µ−=

z
2
5

y

21x

, R∈µ . 

c) 
Dos a dos els plànols no compleixen la condició de paral·lelisme ni coincidència. 
Aleshores dos a dos són secants. 
 
Siga 1=α , el sistema inicial és compatible indeterminat, la solució depén d’un 
paràmetre aleshores els tres plànols s’intersecten en una recta. 
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Siga 1≠α  el sistema inicial és incompatible, els tres plànols no s’intersecten i dos a 
dos s’intersecten en una recta. 
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Problema B.1. juny 2006. 

Donades les matrius 















−−−=
342
111

122
A  i 
















−−−=
121
131

142
T  es demana: 

a) Proveu que la matriu T té inversa, 1T − , i calculeu la dita matriu inversa 1T − . 
b) Donada l’equació amb matriu incògnita B, BTTA 1−= , calculeu el determinant de B. 
c) Obteniu els elements de la matriu B considerada en l’apartat b). 
 
Solució: 
a) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero i a més a més, 

( )t1 AdjT
T
1

T =− . 

Calculem el determinant de la matriu T: 

01
121
131

142
T ≠−=
















−−−=  

















−−
−
−

=
211

012
101

AdjT . 

( )
















−
−−=

















−

−−−

−
==−

201
110

121

201
110
121

1
1

AdjT
T
1

T t1  

b) 
)Ndet()Mdet()MNdet( ⋅=  

1)Idet()TTdet( 1 ==− . 

1)Idet()Tdet()Tdet( 1 ==⋅−  
 

BTTA 1−= .  
( )BTTdet)Adet( 1−=  

( ) )Tdet()Bdet(Tdet)Adet( 1 ⋅⋅= − . 

2
342
111

122
)Adet()Bdet( =−−−== . 

c) 
BTTA 1−= . Multiplicant per T a l’esquerra i per 1T − a la dreta: 

111 BTTTTTAT −−− = . 

=
















−
−−
















−−−
















−−−== −

201
110

121

432
111

122

121
131

142
TATB 1  
















=

















−
−−
















−−−=

200
010
001

201
110

121

242
131

142
. 



Ricard Peiró i Estruch 

38 

Problema A.1. setembre 2005. 

Donades les matrius 















=

3
2
1

A , 
















−
=

2
2
7

B , 















=

100
010
000

C , 















=

2
2
0

D  i 















=

3
5
2

E , calculeu 

raonadament la matriu 















=

z
y
x

X  que satisfà l’equació ( ) ( )EDAXCAB tt =+ , on tM  

significa la matriu transposada de la matriu M. 
 
Solució: 
Calculem CAB t + : 

( )
















−
−
−

=















+

















−
−
−

=















+−
















=+

5621
4514
227

100
010
000

6621
4414
227

100
010
000

227
3
2
1

CAB t . 

Calculem ( )EDA t  

( ) ( )















=
















=
































=

30
50
20

3
5
2

10
3
5
2

2
2
0

321EDA t . 

L’equació a resoldre és: 
( ) ( )EDAXCAB tt =+  
















=

































−
−
−

30
50
20

z
y
x

5621
4514
227

. El resoldrem pel mètode de Gauss: 

















−
−

−
−

















−
−
−

−→
−→

30
10

20

100
010
227

~
30
50
20

5621
4514
227

313
212

EE3E
EE2E

. El sistema és compatible determinat i 

equivalent a 








=−
−=−

=−+

30z
10y

20z2y2x7
, la solució és: 













−=
=

−
=

30z
10y

7
60

x

. 
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Problema B.1. setembre 2005. 
En el mercat podem trobar tres aliments preparats per a gats que es fabriquen posant, 
per quilo, les següents quantitats de carn, peix i verdura: 

• Aliment Migato: 600 g de carn, 300g de peix i 100g de verdura. 
• Aliment Catomeal: 300 g de carn, 400g de peix i 300g de verdura. 
• Aliment Comecat: 200 g de carn, 600g de peix i 200g de verdura. 

Si volem oferir al nostre gat 470 g de carn, 370 g de peix i 160 g de verdura per quilo 
d’aliment, quin percentatge de cadascun dels compostos anteriors hem de mesclar per 
obtenir la proporció desitjada?. 
 
Solució: 
x = el percentatge d’aliment Migato. 
y = el percentatge d’aliment Catomeal. 
z = el percentatge d’aliment Comecat. 
Si volem en la mescla 470 g de carn: 

470200
100

z
300

100
y

600
100

x =++ . 

Si volem en la mescla 370 g de peix: 

370600
100

z
400

100
y

300
100

x =++ . 

Si volem en la mescla 160 g de verdura: 

160200
100

z
300

100
y

100
100

x =++ . 

Considerem el sistema format per les tres equacions anteriors: 









=++
=++
=++

160z2y3x
370z6y4x3
470z2y3x6

.  

Resolent el sistema: 








=
=
=

16z
22y
62x

. 

Em de mesclar el 62% d’aliment Migato, el 22% d’aliment Catomeal, i el 16% d’aliment 
Comecat. 
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Problema A.1. juny 2005. 
Calculeu ,x,x,x,x 4321 ,y,y,y,y 4321 que satisfan les equacions següents: 





=−
=−
CAYAX

BAY3AX2
, on 





=

43

21

xx
xx

X , 





=

43

21

yy
yy

Y , 







−

−
=

31
52

A , 






 −
=

111
018

B , 








 −−
=

1810
3017

C . 

 
Solució: 





=−
=−
CAYAX

BAY3AX2
. 

Notem que 01A ≠= , aleshores, la matriu A té inversa. 





=−
=−
CAYAX

BAY3AX2
. Multipliquem les dues equacions per 1A − : 







=−

=−
−−−

−−−

CAAYAAXA

BAAYA3AXA2
111

111

. 







=−

=−
−

−

CAYX

BAY3X2
1

1

. Resolent el sistema pel mètode de reducció: 







−=

−=
−−

−−

BACA3X

BACA2Y
11

11

 

( )
( )





−=

−=
−

−

BC2AY

BC3AX
1

1

. 

Calculem la matriu inversa de la matriu A pel mètode de Gauss: 






























 −










−

−

→+→+→ 21
53

10
01

~
21
106

10
02

~
21
01

10
52

~
10
01

31
52

11
211212 F

2
1

FF5FFF2FF
 

Aleshores, 







=−

21
53

A 1 . 

( ) 






 −−
=







 −−








=















−
−







 −−








=−−

165
54

5319
9033

21
53

111
018

1810
3017

3
21
53

BC3A 1 . 

( ) 






 −−
=







 −−








=















−
−







 −−








=−−

102
53

359
6016

21
53

111
018

1810
3017

2
21
53

BC2A 1 . 

Aleshores, 




















 −−
=








=








 −−
=








=

102
53

yy
yy

Y

165
54

xx
xx

X

43

21

43

21

. 
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Problema B.1. juny 2005. 

El sistema d’equacions lineals 








α=α+α+

α=α+α+
=α+α+

222

2

zyx

zyx
1zyx

 depén del paràmetre real α . 

Discutiu per a quins valors de α  és incompatible, compatible determinat i compatible 
indeterminat, i resoleu-lo en els casos compatibles. 
 
Solució: 
Calculem el determinant de la matriu A de coeficients: 

( )12a2
1
1
1

A 22234

22

2

+α−αα=α+α−α=
αα
αα

αα
= . 

0A = , si ( ) 01222 =+α−αα . 0)1( 22 =−αα . Resolent l’equació: 1,0=α . 

 
a) 
El sistema és de Cramer (compatible determinat) si 1,0≠α . 
Resolent el sistema amb la regla de Cramer: 































α
−=

−αα
−αα−

=
−αα

αα
αα

α

==

α
α+

=
−αα

α+−αα
=

−αα

αα
αα

α

==

=
−αα

=
−αα

ααα
ααα

αα

==

1
)1(
)1(

)1(

1
1

11

A

A
z

1
)1(

)1()1(
)1(

1
1

11

A

A
y

0
)1(

0
)1(

1

A

A
x

22

2

22

22
3

22

2

22

22

2

2

2222

222

2

1

 

b) 
Siga 0=α , el sistema quedaria: 









=
=
=

0x
0x
1x

. El sistema és incompatible. 

c) 
Siga 1=α , el sistema quedaria: 









=++
=++
=++

1zyx
1zyx
1zyx

, la segona i tercera equació són iguals a la primera. 
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El sistema es transformaria en l’equació 1zyx =++  que és compatible indeterminat 
les solucions són: 









µ=
λ=

µ−λ−=

z
y

1x
, R, ∈µλ . 
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Problema A.1. setembre 2004. 

Calculeu tots els valors reals x, y, z, t per al quals es verifica XAAX =  on 







=

tz
yx

X  i 









=

43
21

A . 

 
Solució: 

XAAX = . 

















=
















43
21

tz
yx

tz
yx

43
21

. 









++
++

=







++

++
t4z2t3z
y4x2y3x

t4y3z4x3
t2yz2x

. Igualant els elements de les dues matrius: 











+=+
+=+
+=+

+=+

t4z2t4y3
t3zz4x3
y4x2t2y

y3xz2x

. 











=−
=−+
=−+

=−

0z2y3
0t3z3x3
0t2y3x2

0z2y3

. Resoldrem el sistema pel mètode de Gauss: 

















−
−

















−
−

−

















−
−

−

+→−→
0
0
0

0000
0230
1101

~
0
0
0

0230
0230
1101

~
0
0
0

2032
0230
1101

323313 EEEEE2E
. 

El sistema és compatible determinat, depén de dos paràmetres. El sistema equivalent 
és: 





=−
=−+

0z2y3
0tzx

. 

La solució és: 














α=
β=

α=

β−α=

t
z

3
2

y

x

, R, ∈βα . 
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Problema A.1. setembre 2004. 

Tenim les matrius 
















−
−
−−

=
011
653
211

A , 















=

100
010
001

I . 

a) Justifiqueu que existeix 1A − , inversa de A, i calculeu el determinant 1A −  
b) Calculeu la matriu )I4A(AB ⋅+=  

c) Determineu els nombres reals x, y, z, t que compleixen IyxAA 1 ⋅+=− , 

ItzAA2 ⋅+= . 
 
Solució: 
a) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero. 

8
011
653
211

A −=
















−
−
−−

= . Aleshores, A té inversa. 

)Ndet()Mdet()MNdet( ⋅= . 

IAA 1 =− . 
( ) 1)Idet(AAdet 1 ==− . 

( ) 1Adet)Adet( 1 =⋅ − . 

( ) 1Adet8 1 =⋅− − , aleshores, ( )
8
1

Adet 1 −=− . 

b) 

=































+

















−
−
−−

















−
−
−−

=⋅+
100
010
001

4
011
653
211

011
653
211

)I4A(A  

I4
400

040
004

411
613
213

011
653
211

⋅−=
















−
−

−
=

















−
−
−

















−
−
−−

=  

c) 
I4)I4A(A ⋅−=⋅+ . 

I)I4A(
4
1

A =⋅+





 − . 

Aleshores, la matriu inversa de A és I1A
4
1

)I4A(
4
1

A 1 ⋅−−=⋅+−=− . 

Aleshores, 1y,
4
1

x −=−= . 

 
I4)I4A(A ⋅−=⋅+ . 

I4AI4A2 ⋅−=+ . 
I4A4A2 ⋅−−= . 

Aleshores, 4t,4z −=−= . 
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Problema B.1. setembre 2004. 

Donat el sistema d’equacions lineals 








=−λ+
λ=−+λ

λ=+−

6z2yx2
3zy2x

zyx
, amb λ  paràmetre real: 

a) Determineu raonadament per a quins valors de λ  és compatible determinat, 
compatible indeterminat i incompatible. 
b) Calculeu el conjunt de les solucions del sistema per al cas compatible determinat. 
c) Calculeu el conjunt de solucions del sistema per al cas compatible indeterminat. 
 
Solució 
Estudiem el determinant de la matriu A de coeficients: 

6
22
12

111
A 2 −λ−λ=

−λ
−λ

−
= . 

0A = , si 062 =−λ−λ . 0)3x)(2x( =−+ . Resolent l’equació: 3,2−=λ . 

Si 3,2−≠λ  és un sistema de Cramer, compatible determinat. 
Resoldrem el sistema amb la regla de Cramer: 





























−λ=
−λ+λ

+λ−λ−λ
=

−λ+λ

λ
λλ

λ−

==

+λ
−λ

=
−λ+λ
−λ−λ

=
−λ+λ

−
−λλ

λ

==

+λ
+λ

=
−λ+λ
−λ−λ

=
−λ+λ

−λ
−λ

−λ

==

2
)3)(2(
1243

)3)(2(

62
32

11

A

A
z

2
22

)3)(2(
682

)3)(2(

262
13

11

A

A
y

2
24

)3)(2(
6104

)3)(2(

26
123

11

A

A
x

23
3

2
2

2
1

 

 
Si 2−=λ  el sistema quedaria: 









=−−
−=−+−

−=+−

6z2y2x2
6zy2x2

2zyx
, la matriu ampliada 

















−
−

−−
−−

−
=

6
6
2

222
122

111
'A  

0A = , 3rangA < . 

Té d’ordre 2 distint de zero, 01
12
11

≠=
−
−

, aleshores, 2rangA ≥  

Aleshores, 2rangA =  
Considerem el determinant format per la segona, tercera i quarta columna de la matriu 
A’: 
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030
622
612
211

≠=
−−

−−
−−

, aleshores, 3'rangA =  

Per tant, si 2−=λ  el sistema és incompatible. 
 
Si 3=λ  el sistema quedaria: 









=−+
=−+

=+−

6z2y3x2
9zy2x3

3zyx
, la matriu ampliada 

















−
−

−
=

6
9
3

232
123

111
'A . 

0A = , 3rangA < . 

Té d’ordre 2 distint de zero, 01
12
11

≠=
−
−

, aleshores, 2rangA ≥ . 

Aleshores, 2rangA =  
Considerem el determinant format per la segona, tercera i quarta columna de la matriu 
A’: 

0
623
912
311

=
−
−

−
, aleshores, 2'rangA = . 

El sistema és compatible indeterminat. La tercera equació depén de les dues primeres. 
El sistema seria equivalent a: 





=−+
=+−

9zy2x3
3zyx

. El resolem pel mètode de Gauss: 











−
−











−

−
−≡ 3

3
450
111

~
9
3

123
111

212 EE3E
. El sistema és equivalent: 





=+−
=+−

0z4y5
3zyx

. La solució és: 















α=

α=

α−
=

z
5
4

y

5
15

x

, R∈α . 
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Problema A.1. juny 2004. 
Determineu el valor real x per al qual es compleix la propietat següent: 

El determinat de la matriu 2B és 160, on 
















−
+=

1x2x
241x
13x

B
2

. 

 
Solució: 

( )1xxx8
1)x2x
241x
13x

8
12)x2(2x2
2242)1x(2
1232x2

B2 23

22

−+−=
















−
+=

















⋅−⋅
⋅⋅+
⋅⋅⋅

=  

160B2 = . 

( ) 1601xxx8 23 =−+−  

201xxx 23 =−+−  
021xxx 23 =−+− . Factoritzant amb la regla de Ruffini: 

0)7x2x)(3x( 2 =++−  
L’única solució és 3x = . 
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Problema B.1. juny 2004. 

Tenim les matrius 
















+−
−=

)1m(15
101

3m0
A  i 
















=

100
001
010

B . 

a) Per a quins valors reals de m és A inversible? Calculeu la matriu 1A − . 
b) En la matriu anterior A amb 0m = , obteniu la matriu real quadrada X d’ordre 3 que 
satisfà la igualtat ABAXB =− . 
 
Solució: 
a) 
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero i a més a més, 

( )t1 AdjA
A
1

A =− . 
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ABAXB =−  
( )BAIABBAX −=−= . Multiplicant per 1A −  a l’esquerra: 

( )BAIAAXA 11 −= −− . 

( )BAIAIX 1 −= − . 
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