Ricard Peir6 i Estruch

Problema Al. setembre 2012

ix-2y-3z=0

Siga el sistema d’equacions S © |13x +10y- z=0,0n a ésun parametre real.

{ x+1l4y+az =0
Obteniu raonadament:
a) La solucio del sistema S quan a =0.
b) El valor de a per al qual el sistema S té infinites solucions.
c) Totes les solucions del sistema S quan es déna a a el valor obtingut en I'apartat b).

Solucio:

Discutirem el sistema aplicant el metode de Gauss:

ga-z-aog 2 -2 -3 00 2 -2 -3 00
¢3 10 -1|0+ ~ ¢0 -16 -8 |0+ ~ ¢O -16 -8 0=

.E,°3 E;°E,

g ==2 El'Ezg =3 'Esg
gl 14 a |0 F°EE& 0 -16 -3-a|0, QO 0 a-5/0

Si a =5 el sistema és compatible indeterminat.
El sistema inicial és equivalent a:

I1X=2m
ix-2y-3z=0 g 1 .
0 : y la solucio del qual és: :'y =" onni R.
i -16y-8z=0 i 2
fz=m
Si a ! 5 el sistema és compatible determinat.
Si a =0 el sistema és compatible determinat.
El sistema inicial és equivalent a:
ix-2y-3z=0 ix=0
so} - 16y- 8z=0 lasolucit del qual és |y = 0.
! -52=0 12=0
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Problema B1. setembre 2012

- It 00 . . . o
Es donen les matrius A = gl 13 : , U @ 2 i B, on B és una matriu de dues files i

1g
dues columnes que no té cap elements nul i que verifica B> =-7B +U.
Obteniu raonadament:
a) Els nombres reals a i b tals que A? =aA +bU.
b) Els nombres reals p i q tals que B * =pB +qU, i justifiqueu que la matriu B té
inversa.
c) Obteniu els valors x i y per als quals es verifica que B®* =xB +yU.

a)
-lgd -19_a0 - 20
El 1£1 15 2 05
- 19 aé. 00_ga+b -ag

aA+bU=a =+ T.
§1 ly go 1g g a a+tbg
Igualant els elements de les dues matrius:

ia+b=0 la=2
|l— a=-2 .Resolent el sistema: , o
1a 2 | b = - 2
b)
B2 =-7B+U.
B2 +7B=U.
B(B- 7U)=U.
Aleshores, la matriu B té inversaiés, B'*=B- 7U.
Aleshores, ,p -

19=
C)

B? =-7B +U. Multiplicant per B:
BB2 =B(- 7B) +BU.

B® =-7B% +B.
B® =-7(-7B+U) +B.
B =50B- 7U.
X =50
Aleshores, :
iy=-7
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Problema Al. juny 2012
i2x+ a’z=5
. . | . .
Es donael sistema S° i x+(1- a)y +z =1, 0n a ésun parametre real.

Ix+2y+a?z=1
Obteniu raonadament:
a) La solucio del sistema S quan a =0.
b) Totes les solucions del sistema S quan a =- 1.
c) El valor de a per al qual el sistema S és incompatible.

Solucio:
Discutim el sistema segons el parametre a .
Calculem el determinant de la matriu de coeficients:

2 0 a’

|A|l=]1 1-a 1|=-a’+3a’- 4.
1 2 at

|A|=0.

-a*+3a’-4=0.

Utilitzant la regla de Ruffini:

a=-122.

Aleshores, si at -1 2, rangA =3 = nm.incognites , rangA'=3.
El sistema és compatible determinat.

Siga a =-1. rangA < 3.

. . L 2
Considerem el menor format per les dues primers files i columnes, 1

0
‘=410.
2

Aleshores, rangA =2.
Considerem el menor format per les columnes (13, 22 i 4%) de la matriu ampliada A’
2 05
1 2 1/ =0, aleshores, rangA'=2
1 21
rangA =rangA'= 2 < nim.ncognites = 3 el sistema és compatible indeterminat.
La tercera equacio depén de la 12i 22 equacio.
El sistema inicial és equivalent a:

i2x+ z=5
Ix+2y+z=1
Utilitzarem el metode de Gauss per resoldre’l:
& 0 150 & 0 50 . , .
T~ T. El sistema és equivalent:
1 2 Y1FcE-2580 -4 - 135
I _5-m
IX e
i 2
2X + =5 7 -3-m -
: X z , |ly= ,onnl R.
1-4y-z2=3 7 4
Tz=m
.Il.

Siga a =2. rangA < 3.
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0
]] _.210.
Aleshores, rangA =2.

Considerem el menor format per les columnes (123, 22 i 49) de la matriu ampliada A’
2 0 5

1 -1 1/=91 0, aleshores, rangA'=3
1 2 1

rangA ! rangA', aleshores, el sistema és incompatible.

: . L 2
Considerem el menor format per les dues primers files i columnes,

a

S)iga a =0 els sistema és compatible determinat:
12x =5

% X +y +z =1. Resolent el sistema:
% x+2y =1

i_ 5

ix=2

i 2

i3

A

1,=.3

1 4
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Problema B1. juny 2012
Obteniu raonadament:

a0 & 0 20x0 10
a) Totes les solucions gy; de I'equacio: gl 1 3gyé: g 3 -
&5 & -1 1gz25 &1

b) El determinant d’'una matriu quadrada B de dues files, que té matriu inversa, i que
verifica 'equacié B? =B.
c¢) El determinant d’'una matriu A que té quatre files i que verifica I'equacio:

@ 0 0 09 8@ 0 0 09
, ¢0 10 0+ ¢cO 0 O 0= . _ . i
A°-9 = - sabent a més que el determinant de A és positiu.
0 0 1 07 S 00 O
go 0 0 17 O 0 0 04
Solucio:
a)
Utilitzarem el métode de Gauss per resoldre’l:
@ 0 219 2 0 2|19 2 0 2[19
¢l 1 33+E°EE90-1-1-2+E°I;E§0 -1 -1 -2+
-1 1f-1FeEEf0 1 1] 2 © 0 0|0,

El sistema és compatible indeterminat:

Ix=1-2a
iXx+2z=1 T
J’\- -Z__21'|,.y:2'a.
-y lz=a
b)

B té inversasi B|* 0.

B2 =B . Multiplicant a les dues parts per la matriu inversa:

B':B*=B':B
LB=1.
B=1=& 08. Aleshores, [B| =1.
& 15
c)
g 0 0 06 @ 0 0 0
, ¢ 100: ¢ 00 0:
A '9 == -
0 0 1 00 S0 00 O
§0001,§,§oooo,+Zj
@ 0005 g 0005 a 00 0%
, ¢0 100+ ¢0 000+ ¢0 9 0 0+
A° =9 -+ .=
0 0 1 02 %00 0 0 S 09 O
gooo1,§,§oooo,§,§ooog,§j
|0
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Problema Al. setembre 2011
, - 28 06 . 3 ) o
Es donen les matrius A = 2 8 | = = g i M, on M és una matriu de dues files i
&1 35 %0 15

dues columnes que verifica M?> =M .
Obteniu raonadament:
a) Tots els valors reals k per als quals la matriu B=A - k| téinversa.

b) La matriu inversa B! quan k = 3.

c) Les constants reals a i b per a les quals es verifica que aA? +bA=-2X.
d) Comproveu raonadament que la matriu P =1- M compleix les relacions:
PZ2=P i MP =PM.

Solucio:
a)
- 26 0 k -2
B=A-k>4=§@ %-kéé Oée 0
1 35 % 15 &1 3-k5
La matriu B té inversa si i només si [B|* 0.

Bl = 20k a2
§1 3.k '
Resolem [B| =0
k?- 3k+2=0. La solucio és:
k=12.
Aleshores, la matriu B té inversa quan k1t 1, 2.
b)
Sik=3,B=F3 "2
€1 o0;
B[ =
o _a® -1
AdJB—g2 _35.
Bt =L (adig) =& 26 8% 42
|B| 2%1-3,2J S 2,
c)

- 2080 -20_e2 -60

El él 33[%3 75
e 2 -6o a® -20 ee-2a -6a-2bo
2+bA=a§3 730 3= aib 7a+30 g

aA? +bA=-24
®-2a - 6a- 2bo @2 00
g3a+b 7a+3bg go -Zg



Igualant els elements de les dues matrius:
i-2a=-2
- 6a-2b=0

., , 1a=1
1 , la solucio és | .
j3a+b=0 ibh=-3
{7a+3b=-2
d)

P=I-M, M®> =M.

Ricard Peir6 i Estruch

P2 =(I- M)(I- M) =14- M- MX¥+M>M =I- M- M+M2 =|- 2M+M =I- M=P.

M>P =M(- M) =MA- M>xM=M- M2 =M-M=0 (0 matriu nul-la).
PM=(1-MM=IM-MM=M-M?=M-M=0.

Aleshores, MP =PM.
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Problema B1. setembre 2011

A 2 10

Es donen les matrius M = 82 1 1=iT,isesapque T és unamatriu quadrada de 3
& 1 -1
@

files i 3 columnes i el determinant del qual val J2.
Calculeu raonadament els determinants de les seglients matrius, i indiqueu
explicitament les propietats utilitzades en el seu calcul:

a) lT.
2
b) M*.
c) TM3T-1,
Solucio:
A 2 1¢
Calculem |M|:82 1 1d=8.
K 1 -1]
a)
éal_a lb 109
a@ b co g% % i -
SigaT=cd e fi, =T=%-d =e —f7
= 2 92 2 2 -
& h g ¢1 1 1+
-9 —h —i=
&2° 2 24
Za lp I8
2% 2° 2] .
1 11 1] A 2
“T=(62d Ze Zf] = Em=22
2 G2 2 2 T Lnuttiplicatres files€2 @ 8
ng Eh li:z
27 2" 2]
b)

Propietat: det(AB)=det(A):det(B).

det(M* )= (det(M))* = 6% =1296 .

C)

T:Tt=1I

det(T *T-1) = det(l) = 1.

det(T) xdet(T 1) =1.

det(TM3T-1) = det(T) {det(M))® xdet(T-1) = 62 xdet(T) det(T %) = 6° XL = 6° = 216
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Problema Al. juny 2011

iIX+y+z=m

Siga el sistema S ° |12x + 3z=2m+1 on m és un parametre real.

¥x+3y+(m- 2)z=m-1
Obtingueu raonadament:

a) Totes les solucions del sistema S quan m=2.
b) Tots els valors de m per als quals el sistema S té solucioé Unica.

c) El valor de m per al qual el sistema S admet la solucié (x, vy, z) = g%, - % 02.
Soluci6:
a)
iX+y+z=2
Si m =2 substituint el valor en el sistema: S °© %Zx + 3z=5.
¥x +3y =1
El resoldrem pel metode de Gauss:
a 1 1/20 a 1 1|20 a 1 1|20
gz 0 3|5+ ~ go 2 -1-1+ ~ go 2 -1]-1=

.E,°E,+E

c +E222E1—E29 : ¢ i
§1 3 0|1FE®E -2 1)1, 00 0|0

El sistema és equivalent a:

IX+ty+z=2 : , L .
S°j , aleshores, el sistema eés compatible indeterminat.
T 2y-z=-1
i__5-3a
.I. X =
: 2
| -1+a A
La solucié és: %yz ,onal R.
i
Tz=a
i
I
b)

El sistema tindria solucié Unica si fora de Cramer, és a dir, si el determinant de la
matriu A dels coeficients és distint de zero.

11 1
|Al=[2 0 3 |=-2m+4.
13 m-2

|A|=0, quan - 2m +4 =0, és a dir, quan m=2.
Aleshores, el sistema és compatible determinat quan m?t 2.

c)

Els valors (x,y, 2) = géi - 1, 02 satisfan les 3 equacions:
e2 2 g

13 a&10

i=+te—=—=+0=m

i2 €e2¢g .

L im=1

|’2959+3>0=2m +1 . Simplificant: {3 =2m +1. m=1.

[ Io=m-

i3 m1s i0=m-1

[—+3¢—*+(M-20=m-1

12 e2g
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Aleshores, si m =1 I'inica solucio del sistema és (x,y, z) = gé—; - % 02
e o

Problema B1. juny 2011
21 0 1 0
Es dona la matriu A = g 0 m 0 : on m és un parametre real.
€2 1 m?- 1
a) Obtingueu raonadament el rang o caracteristica de la matriu A en funcié dels valors

de m.
b) Expliqueu per que és invertible la matriu A quan m =1.

c) Obtingueu raonadament la matriu inversa A™! de A quan m =1, i indiqueu els

distints passos per a I'obtencio de A™'. Comproveu que els productes AA™1 i A™A
donen la matriu unitat.

Solucio:

a)

Calculem el determinant de la matriu A:
%e 10 1 g

Al=[d0 m 0 4=-m®-m=-mm?®+1)
§2 1 m?-1

|A| =0, - m(m? +1) =0, I'tinica soluci6 és m=0.
Si |A|t 0, rangA =3.
Aleshores, si m1 0 rangA =3.

Siga m=0 |A| =0, aleshores, rangA < 3.

El menor

-1 0
5 Jl 0, aleshores, rangA 3 2. Aleshores:

Sim=0 rangA =2.

b)

Una matriu A té inversa si |A| 1 0, en l'apartat anteriorsim?® 0.
Per tant, si m =1 la matriu té inversa.

c)
@l 0 16
Si m =1, aleshores, A:go 1 0+ |A=-2.
€2 1 04
X & 0 -2
A'1=W(Ade)t.Ade=gl -2 1=
1 0 -1
1 16
e0 1 -1 8% TS 57
o1 1¢ - C 2 2:
At=—={%0 -2 0:=0 1 O
-2 + ¢ 1 1=
&2 1 -15 S1 -= =
& 2 25

10
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Calculem AA" i AIA:

2+ :
AA'lzgo 1 00 1 0:=¢0 1 0+
&2

- 1 1. .
1 0x1 -=— =7 & 0 1,
% 22‘S 2

2 1 106

G E E_T(a;elo 19 gé 00

AA=l0 1 050 1 0:=¢0 1 O=
i 1 1. g =

€1 -= 282 1 05 g 0 1
2 24

o

o

11
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Problema Al. setembre 2010
lax+a’y+z=1

Donat el sistema d’equacions lineals : ax+ay+z=1 enqué a ésun parametre real,
la®x+ay+z=1

és demana:

a) Deduir, raonadament, per a quins valors de a és compatible determinat.

b) Deduir, raonadament, per a quins valors de a és compatible indeterminat.
c) Resoldre el sistema en tots els casos en qué és compatible indeterminat.

Solucio:

a)

El sistema té el mateix nombre d’equacions que d’incognites.

El sistema és compatible determinat si és de Cramer, és a dir, si el determinant de la
matriu A de coeficients és distint de zero.

a a°l 1 a? 1 a? 0 e
Al=la a d=afl1 1 1 = a’l1 1 0 |=a’(l-a’) a1 .
a’ a a? 1 T la? 1 1-a?

|A|=a’(1- a®)1- a?).

|A|=0,si a?(1- a®)(1- a?) =0. Resolent I'equaci6, a =-1,0,1.

Aleshores, el sistema és compatible determinatsi a * -10, 1.

b) c)
i-x-y+z=1

Sigaa=-1, % - X- y+z =1 Lasegona i tercera equacio son iguals a la primera.
'1,' -X-y+z=1

Aleshores el sistema és - x- y+z =1, el sistema €s compatible indeterminat.

Ix=-1-1+m

La soluci6 és :’y =| ,on |, s6n parametres reals.
% z=m
iz=1
Siga a =0, |l z =1 La segona i tercera equacio son iguals a la primera.
¥z=1
Aleshores el sistema és z =1, el sistema és compatible indeterminat.
ix=l
La solucio és :’y =m, on |, n sén parametres reals.
%zzl
iIx+y+z=1

Siga a =1, {x+y+z =1 La segona i tercera equacio son iguals a la primera.
Ix+y+z=1
Aleshores el sistema és x +y +z =1, el sistema és compatible indeterminat.

ix=1-1-m
e . \
La solucio és jy =1 ,on |, n son parametres reals.
lz=m

12
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Problema B1. setembre 2010

a&x+2 4 30 ay+1 4 30
Donades les matrius A(x):gx+2 6 ZéiB(y):9y+2 6 2=, esdemana:
§&x+3 8 2 Sy+3 8 1

a) Obtindre raonadament el valor x per tal que el determinant de la matriu A(x) siga 6.
b) Calcular raonadament el determinant de la matriu 2A(x).
c) Demostrar que la matriu B(y) no té matriu inversa per a cap valor real de y.

Solucié:
a)

&xX+2 4 3¢ ax+2 2 3¢ xX+2 2 30
|A(x)|:gx+2 6 25:28x+2 3 2§F_F:Fzg 0 1 -14=2x-6
&+3 8 23 [Sx+3 4 2FRRm § 1 2 -1

|A(x)| =6.

2x - 6 = 6. Resolent I'equacio:
X=6.

b)

a2(x+2) 2x4 2339

2 XA(X) :82(x+2) 256 2X+
§2(x+3) 258 2,

Totes les files estan multiplicades per 2. Aplicant propietats de determinant:
RB(x+2) 2x4 2X39

[2xA(x)| = 82(x+2) 26 2%
K(x+3) 28 2%

=2°|A(x)| = 8(2x - 6).

c)
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero.

.| files2i3LD.

Aleshores, B(y) no té matriu inversa per a cap valor real de y.

13
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Problema Al. juny 2010
ad 0 00 2 1 106
Donades les matrius quadrades | = go 1 0-i A= g 2 3 2 esdemana

0 0 15 -3 -3 -2°
%) %)

a) Calcular les matrius (A- 1)? i A(A - 2:1).
b) Justificar raonadament que:

b.1) Existeixen les matrius inverses de les matrius Ai A- 2:1.
b.2) No existeix matriu inversa de la matriu A- 1.

c) Determinar el valor del parametre | per al qual és verifica A™* =1 (A- 2X).

Solucio:
a)
@2 1 10 0 06 el 1 19
A-|:82 3 2:-40 1 0:=¢(2 2 2-
&3 -3 -2, % 0 1; &3 -3 -3,
el 1 16l 1 10 8 0 00
(A-1P=¢2 2 2%2 2 2:i=d 0 o
&3 -3 -353 -3 -3, %0 0 0

mﬁi

@ 1 16 & 006 & 1 19

A-2>4=82 3 2;-280 1 oézgz 1 2=
§-3 -3 -25 %0 0 1, &3 -3 -4y
@22 1 160 1 106 21 0 00
AA-24)=¢2 3 22 1 2:i=¢0 -1 0i=-l.
&3 -3 -2,$3 -3 -45 &0 0 -1
b.1)
Una matriu té inversa si i nomeés si el seu determinant és distint de zero.
det(M:N) = det(M) :det(N).
A(A-24)=-1.
det(A(A - 2))=det(-1).
det(A):det(A- 2:1)=-1.
Aleshores, det(A) 1 O, det(A - 2:1)1 0. Aleshores, les matrius Ai A- 2:| tenen
inversa.

b.2)
@l 1 19
A-1=¢2 2 2 -
&3 -3 -3

det(A - 1) =0 ja que dues files sén linealment dependents. Aleshores, la matriu A - |
no té inversa.

c)
A(A - 24)=-1.
Al- A+24)=1
Aleshores, la matriu inversade Aés Al =-A+2x=-(A- 2X).
Aleshores, | =-1.

14
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Problema B1. juny 2010
Donat el sistema d’equacions lineals que depén dels parametres a, b i c.

i2ax +by +z =3c

%3x - 2by - 2cz=a , es demana:

¥5ax -2y+cz=-4b

a) Justificar raonadament que per als valors dels parametres a=0,b =-1c =2 el

sistema és incompatible.

b) Determinar raonadament els valors dels parametres a, b, i ¢, per als quals es
verifica que (x, Y, z) = (4 2, 3) és solucio del sistema.

c) Justificar si la solucio (x, y, z) = (4, 2, 3) del sistema de I'apartat b) és o no, Unica.

Solucio:

a)

Substituim a=0,b =-1 ¢ =2 en el sistema d’equacions:
1-y+z=6

%3x +2y- 4z = 0. Resolem el sistema pel métode de Gauss:
L. 2y+2z=4

B 2 -409 B 2 -4/09

¢0 -1 1|6+ ~ ¢0 -1 1|6~

3

~E4°2E,-E, -
0 -2 2|4 0 0 0|8,
El sistema és incompatible, no té solucio.
Nota: Notem que la primera i tercera equacid, son equacions de dos planols paral-lels,
gue no tenen solucid, aleshores, el sistema no té solucié.
b)
Substituim en el sistema inicial (x,y, z) =(4 2, 3):
12a+2b+3=3c
:'3 -4b- 6c=a ,ordenant el sistema en les incognites a, b, c:
15a- 4+3c=-4b
i2a+2b-3c=-3
%— a- 4b- 6¢c =-3. Resoldrem el sistema pel metode de Gauss:
15a+4b+3c =4

@1 -4 -6|-30 @1 -4 -6|-30 @1 -4 -6|-30
¢2 2 -3/-3+ ~ ¢0 -6 -15/-9+ ~ CO -6 -15/ -9+,
.E,02F +E .E,°8E,- 3E

€5 4 3| 4 FsEeEg0 -16 - 27|- 11
Els sistema és compatible determinat:

€0 0 -39|-39,

i-a-4b-6c=-3 la=1
% - 6b- 15¢c =-9, la soluci6 és :'b =-1. En aquest cas la soluci6 del sistema és
{ - 39c =-39 fe=1
(x¥,2)=(123).
c)
ia=1
Vegem si al substituir |lb =-1 el sistema inicial és de Cramer:
le =1

15
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12x-y+z=3

%3x +2y - 2z =1. Calculem el determinant de la matriu A de coeficients.

¥5x -2y+z=4
2 -1 1

|A| =3 2 -2 =-710,aleshores és un sistema de Cramer per tant té solucio
5 -2 1

Unica.

16
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Problema 1.1. setembre 2009.

& 2 a-20
Atesa la matriu A(a) = 84 3 2 - esdemana el segient:
Sa a -6

a) Calculeu, en funci6 de a, el determinat de la matriu A(a), escrivint els calculs
necessaris.
b) Determineu, raonadament, els nombres reals a per als quals el determinant de la

matriu inversa de A(a) ésigual a 6_16

Solucio:
a)

Una matriu A té inversa si i només si|A|1 0§ A = |Xl|(Ade)t.

det(AB) = det(A):det(B) .

Siga (A(a))* la matriu inversa de A(a).
A@){A@))* =1.

det(A(a) {A(a)) )= det() =1

det(A(a)) det((A(a)) *) =1

det(A(a)) a2 +30

det(a@) )= L

det((A(a))'l) =

1 1

aZ+30 66
a? + 30 =66 . Resolent I'equacio:
a=-6>6.

17
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Problema 1.2. setembre 2009.
ix+y+z=0

Atés el sistema d’equacions lineals |l 2x +3y +4z =0, es demana el seguent:
I5x+7y+az=0

a) Deduiu, raonadament, per a quins valors de a el sistema sols admet la solucié
(xy,2)=(0,0,0).

b) Determineu, raonadament, els nombres reals a que el fa indeterminat.

Solucio:

El sistema és homogeni ja que té els termes independents zero. Aleshores, el sistema
€s compatible.

Resolem el sistema pel métode de Gauss:

@ 1 1|08 @ 1 1 |09 g 1 1|09
¢2 3 4/0+ ~ ¢0 -1 -2 [0: -~ ¢0 -1 -2|0=
B 7 a|0FesErB0 -2 -5-a|0g 0 0 a-9/0,

Discussio:
Si a ! 9 el sistema és compatible determinat.
Si a =9 el sistema és compatible indeterminat.

Siat 9, per ser el sistema homogeni, la solucié Unica és la trivial (x,y, z)=(0,0,0).

Encara que no ho demana resoldrem el sistema.
Si a =9 el sistema inicial és equivalent a:

- IXx=m
i X z= | -
, y ,Iasolumoes.ly:-Zm, nl R.
T o-y-2z= i
1zZ=m
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Problema 1.1. juny 2009.
B 6 00 a8 48 120 & 0 00
Donades les matrius quadrades A = go 3 2-,B :go 18 12+il= go 1 0+, €s
0 0 1; &0 0 6,5 £ 0 1,
demana:
a) Justificar que la matriu A té inversa i obtindre raonadament la matriu inversa A™*.
En la resposta s’ha d'incloure tots els passos que porten a I'obtencié de AL,
b) Calcular, raonadament, el determinant de la matriu 3A"*. En la resposta s’han

d’incloure tots els passos realitzats.
c¢) Obtindre raonadament els valors X, y, z que verifiquen I'equacio

XN{+yxA+zxA2=B.
Solucio:
a)

Una matriu A té inversa siinoméssi [A|2 0 i At = i(Ade)t.

Al

gl -2 49

8 -6 12p ¢3 3 3-
Al—ﬁ(Ade)tzlgo 3 -6+=%0 % ?2:
& 0 95¢0 0 1%

3 p

b)
Si M és una matriu quadrada d’ordre 3 det(aM) = a  det(M) ja que de cada fila podem

treure factor a .
Per altra banda, det(MN) = det(M):det(N) .

det((_%A‘l)=33 det(A‘ 1).
g -2 44
(;— —_— —
¢3 3 3 4
¢ 3 31 09
0 0 17
9 -
e (%

1

Aleshores, det(3A"1)= 32 det(a ) = 27 S=3.
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c)
a8 6 008 6 00 2@ 36 120
2 _& B T_¢ N
A°=¢0 3 2:¢0 3 2:=¢0 9 8=
0 0 180 0 1; & 0 1
8& 0 00 88 6 00 89 36 120 ax+3y+9z 6y+36z 12z 0
XH+yxA+zxA? =xc0 1 0++yc0 3 2:+zQ0 9 8:=¢ 0 X+3y+9z 2y+8z =+
0 01; P O1; 0 1; & O 0 X+y+2y
XA+yxA+zxA% =B,
a&x+3y+9z 6y+36z 12z ¢ a8 48 120

¢ 0 Xx+3y+9z 2y+8z.=¢0 18 12-.
§ o 0 Xx+y+z,; 0 0 6
Igualant els elements de les dues matrius:
ix+3y+9z =18
"6y +362 =48
|l122 =12 . Resolent les tres primeres equacions que formen un sistema
: 2y +8z =12
fx+y+z=0

ix=3
triangular i compatible determinat: :’y =2.

% z=1

Aquesta solucié també satisfa les altres dues equacions.
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Problema 1.2. juny 2009.
i(a+3)x-4y-2z=4
Donat el sistema d’equacions lineals le -2y- (@+2)z=2 ,esdemana:
¥2x+(a- 3)y-2z=4
a) Justificar que per al valor a =0 el sistema és incompatible.
b) Determinar els valors del parametre a per als quals el sistema és compatible
determinat.

c) Resoldre el sistema per al valor del parametre a per al qual el sistema és
compatible indeterminat.

Egtlﬂgllgm el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A'.
@a+3 -4 -2 0 @+3 -4 -2 |46
A:E 1 -2 -(@+2)+, A=¢ 1 -2 -(a+2)[2-.
2 a-3 -2 5 §2 a-3 -2 |4

Calculem el determinant de la matriu de coeficients:

1=a®+2a2+a=a(@2+2a+1.

|A| =0, si a(a® +2a +1) =0. Resolent 'equaci6: a =0, - 1.

|A| 1 0,sial0- 1. Enaquestcas el sistema és de Cramer per tant té solucié unica.

B -4 -20
Sigaa =0, Azgl -2 -2+, |A| =0, aleshores, rangA <3
&2 -3 -2;

Considerem el menor d’ordre 2 principal ?1’

- 4
2‘ - 21 0, aleshores, rangA 3 2.

Per tant, rangA =2.
Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu ampliada format per 12, 22 i 42 columna:

1=-21 0, aleshores, rangA'=3.

Aleshores, el sistema és incompatible.

@ -4 -20
Sigaa=-1, A:gl -2 -1+, |A| =0, aleshores, rangA <3.
©2 -4 -2,

Notem que la segona i tercera fila son dependents de la primera, aleshores, rangA =1.
8@ -4 -240

A=¢l -2 -1|2+.
© -4 -2)4,

Notem que la segona i tercera fila son dependents de la primera, aleshores,

rangA'=1.
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rangA =rangA'=1<ndm.incognites =3. El sistema és compatible indeterminat.

El sistema es transformaria:
X - 2y -z =2, lasoluci6 depén de dos parametres:

ix=2+21 +m
ty =1 1,nl R.
lz=m
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Problema 1.1. setembre 2008.

. &l
Atesa la matriu A = g < | el vector X = g <, es demana obtenir raonadament:
4 Y @

a) El vector X tal que AX =0X.
b) Tots els vectors X tals que AX =3X.
c) Tots els vectors X tals que AX = 2X.

Solucié:
a)
AX =0X
- 1oae(o a0

A Sl -

2 Ay &g
ex-y 9 3@8. Igualant els elements de les dues matrius:
g2x + 4yg 0g

Xx-y=0 =0 0
% y , resolent el S|stema . , aleshores, X = g%
12X +4y = 0’ 1y=0 g
b)
AX =3X.

- 100
@2 45 E 5
X -

ex-y 0 +. Igualant els elements de les dues matrius:
Gox + 4y} gsy
iX-y=3X
1ox+4y =3y’
i-2x-y=0 . , L .
i , €l sistema és compatible indeterminat.
P2x+y=0

Lasolucié <& aleshores, X = —, al R.
ty=-2a’ *

c)

AX = 2X.

ad - 100 _ a0

2 4&; 2% 5

2 4@y YQ

ex-y 0 Igualant els elements de les dues matrius:
fox + 4y} §2yg
iX-y=2x
Lox+4y =2y
i-x-y=0 . , o .
i , el sistema és compatible indeterminat.
12x+2y =0
—-—a ea T

o
La solucioé aleshores, X = g
T

&IIO:

X
y
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Problema 1.2. setembre 2008.
ix+y+z-a+3

Atés el sistema d’equacions lineals | i2x- y+z=a+1, esdemana:
13x+ay+22—

a) Proveu que és compatible per a tot valor de a .

b) Obteniu raonadament el valor a per al qual el sistema és indeterminat.
c) Resoleu el sistema quan a =0, escrivint els calculs necessaris per a aixo.

Solucio:

Estudiem el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A'.
A 1 1(') a 1 1l +3(’)
82 -1 15, A=g2 -1 1la+is
B a 2; 8 a 2|4

Calculem el determinant de la matriu de coeficients:

|A|=0,sia=0.

|A| 1 0,siat 0.Enaquestcas el sistema és de Cramer per tant té solucié Unica.

d 1 19
Sigaa=0, A= 82 -1 1+, |A| =0, aleshores, rangA <3.
€& 0 2,

, o 1
Considerem el menor d’ordre 2 principal

111- 31 0, aleshores, rangA 3 2.

Per tant, rangA =2.

Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu ampliada format per 12, 22 i 42 columna:
ad 1 3¢
82 -1 14=0, aleshores, rangA'=2
3 0 4]
rangA =rangA'= 2 < nim.incognites = 3. El sistema és compatible indeterminat.

La tercera equacio és dependent de les dues primeres.
El sistema seria equivalent a:

ix+y+z=3 . R
i . Resoldrem el sistema pel métode de Gauss:
P2x-y+z=1
a 1 1380 a 1 36

T. El sistema és equivalent:
2-1115EZZEE0315
vz |x-—2+2m
i 3y+ _—, lasoluci6 és: ty=m , nT R.
roSyTes {z=5-3m
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Problema 1.1. juny 2008.
lax+y+z=1
Atés el sistema dependent del parametre real a .l X+ay+z =1, esdemanael
Ix+y+az=1
segient:
a) Determineu, raonadament, els valors de a per als quals el sistema és compatible
determinat, compatible indeterminat i incompatible.

b) Resoleu el sistema quan és compatible determinat.
c¢) Obteniu, raonadament, la solucio del sistema quan a =0.

Solucio:
Discutim el sistema estudiant el rang de la matriu de coeficients i 'ampliada del
sistema:

a 1 196 @ 1 1[0
A=¢l a 15, A=¢1 a 1f-
§1 1 ay & 1 afl
Calculem el determinant de la matriu de coeficients:
@ 1 19
A=1 a 1]=a®-3a+2.
§1 1 aj

|A|=0,sia®- 3a+2=0.Resolent I'equacio per la regla de Ruffini:
a=11-2.

|A| 1 0,siatl-2.Enaquestcas el sistema és de Cramer per tant té solucio unica.
Aplicant la regla de Cramer:

I 1 1 1

: 1a 1

Z:ZX:IAllz 11 a _ a’-2a+1 _ 1
i" Al a*-3a+2 (a-1)%(a+2) a+2
: a 11

Z:ﬁ 111

i A |1 1a _ a?-2a+1 _ 1
-:-y_ Al a®-3a+2 (a-D%(a+2) a+2
! a 1 1

I 1 a ]

-:-Z=|A3|: 114  a*-2a+1 _ 1
::: Al a®-3a+2 (a-1%@+2) a+2
i

|

a 1 16
Sia=1,A=cl 1 1+, Notem que la segona i tercera fila sén dependents de la

€ 1 1,

a

primera, aleshores, rangA =1.
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a 1 100

A=cl 11 1+. Notem gue la segona i tercera fila son dependents de la primera,
911y

aleshores, rangA'=1.

rangA =rangA'=1<ndm.incognites = 3. El sistema és compatible indeterminat.

®2 1 19
Sia=-2, A:g 1 -2 1+ |A=0,aleshores, rangA <3
§1 1 -2,
Calculant el menor principal d’ordre dos de la matriu A:
-2 1
‘ 1 2‘ =31 0, aleshores, rangA 3 2

Per tant, rangA =2
Considerem el menor d’ordre 3 de la matriu A’ format per la 12, 22, i 42 columna:

1=91 0, aleshores, rangA'=3

Aleshores, el sistema és incompatible.

c)

Si a =0 el sistema és compatible determinat. Substituint a =0, en la solucio general:

i 1 1
.I.X: -
i a+t2 2
I
Y av2 2
i1 1
(2= ==
] a+2 2
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Problema 1.2. juny 2008.

02, A :8617 29 8 Es demana
15 g 10 -17
gue calculeu, escrivint explicitament les operacions necessaries:

a) Les matrius A% i A3.

b) Els nombres reals a i b per als quals es verifica (I+A)® =al+bA .

Siguen | i A les matrius quadrades seguents: | :Ei

Solucio:
a)
, @7 29 @el?7 296 @l 0%
A = 0 ==
g-lo -17%-10 - 174 go - 1
e 17 - 2906

A’ =A’A=-IxA=-A= x.
glo 17 &
b)

(+A)* =(1+A)I+A)I+A)
=(1+2A +A?)(1+A)
=(I1+2A-DN(1+A) =
=(0+2A)(1+A)=
=2A(I+A) =
= 2A +2A?% =
=2A +2(-1) =
=-2:1+2:A.

Aleshores, a =-2,b=2.

(2+1A+A+A2J1+A) =
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Problema 1.1. setembre 2007.
i6x+3y+2z=5
Atés el sistema d’equacions lineals |l3x +4y + 6z = 3, es demana el seguent:
Ix+3y+2z=a
a) Justifiqueu que per a qualsevol valor del parametre real a , el sistema té solucio
Unica.
b) Trobeu la soluci6 del sistema en funcié del parametre a .
c) Determineu el valor de a per al qual la solucid (x,y, z) del sistema satisfa
X+y+z=1

Solucié:

a)

Calculem el determinant de la matriu A de coeficients:
6 3 2

|A|=]3 4 6/=-501 0.
1 3 2

Aleshores, el sistema és de Cramer, per a qualsevol valor del parametre a .

b

A)plicarem la regla de Cramer per resoldre el sistema:

i 5 3 2

: 3 4 6

f:ﬁleAll _|a 3 2 _-50+10a _5-a

i |A] -850 - 50 5

i 6 5 2

! 336

i _|A]_|1 a 2/ _30-30a_-3+3a

VS T s0 50 5

! 6 3 5

i 3 43

i _|As| |1 3 a]_-20+15a _4-3a

] -s0 -5 10

\

|

c)

Substituim els valors de la incognita en I'equacié x +y +z =1:
5-a  -3+3a ,4-3a
+ + =
5 5 10
8+a

1.

=1. Resolent I'equacio:

a=2
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Problema 1.2. setembre 2007.

Ateses les matrius A = §6 —| X = g +, es demana el seguent:
Y g

a) Obteniu raonadament tots els valors a per als quals g 2 ¢s I'inica solucié de

'equacio matricial AX = aX.
b) Resoleu I'equacié matricial AX = 2X.

Solucié:

AX = aX.

AX-ax=0, 0=22
goﬂ

06

AX - alxX =0, on |:aé 2
B 15

(A-alX=0.

A fi que el sistema tinga solucié Unica el determinant de la matriu quadrat A - al de

coeficients ha de ser distint de zero.

46 ad 00_o6-a 4 0
gllg go 1,2,%-1 1-ag

|A- a||=a@' a %zaz -7a+10.

A-al=

é -1 1-ay
|A- al=0, a?- 7a +10 = 0. Resolent I'equacio:
a=2>5.
Aleshores, I'equacié matricial té solucio Unica g T quan at25.
b)
AX = 2X.
&6 4Ex0_ a0
£1 185 Eys
abXx +4yo X o
- Xty g &g

. Igualant els elements de les dues matrius:

] 6X + 4y =2x
f-x+y=2y
14x+4y =0 . . .
i 0 La segona equacio és proporcional a la primera:
T-X-y=

., IX=m A
x+y:0,lasoIUC|oes::' ,nl R.

Ty=-m
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Problema 1.1. juny 2007.

PA+2 4 60 By +5 7 120
Ateses les matrius B(x) =¢2x+3 3 6+iC(y)=¢c2y+3 3 6+
Sax+4 2 6 Sy+4 2 6

a) Calculeu el determinant de la matriu 3B(x) i obteniu el valor de x per al qual el dit

determinant val 162.
b) Demostreu que la matriu C(y) no té inversa per a cap valor real de y.

Solucio:
Si M és una matriu quadrada d’'ordre 3 det(aM) = a* det(M) ja que de cada fila podem
treure factor a .

gex+2 4 60 x+2 4 1
3B(x)|=3°|c2x+3 3 64= 3°6[ x+1 -1 0/=3%x
S4x+4 2 6, 3x+2 -2 0
3B(x)| = 162
3%6x =162 . Resolent 'equacio:
x=1
b)

Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero.

Calculem |C(y)|:
88y+5 7 12¢ gesy 3 3 0¢
IC(y) =|c2y +3 3 6 - EF®F_3F6(} y-1 1 0:
QBy+4 2 65 [By+4 2 1jRen-r [K3y+4 2 1

Aleshores, C(y) no té inversa per a cap valor real dey.
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Problema 1.2. juny 2007.
ix+ay+z=9

Atés el sistema d’equacions lineals |l3x +5y +z =9, es demana el seguent:
lax+y+z=9

a) Proveu que és sempre compatible, obtenint els valors de a per als quals és

indeterminat.
b) Resoleu el sistema anteriorpera a =7.

Solucio:
Discutim el sistema estudiant el rang de la matriu de coeficients i 'ampliada del
sistema:

& a 10 a a 190
A=¢3 5 1L, A=@ 5 1[9-.

Sa 1 1; & 1 1j9,
Notem que la quarta columna de la matriu ampliada A’ és linealment dependent de la
tercera columna de la matriu A. Aleshores, rangA =rangA".

Aplicant el teorema de Rouché-Frobenius el sistema sempre és compatible.
Vegem quan és determinat i indeterminat.

|A|=0,si a?- 8a+7=0. Resolent I'equacio:
a=17.
|A| 1 0,siatl7.Enaquestcas el sstema és de Cramer per tant té soluci6 unica.
Si a =1, 7 el sistema és compatible indeterminat.
b)
IX+7y+z2=9
Sia=7.{3x +5y+z=9. |A| =0, aleshores, rangA <3
¥7x +y+z=9
El menor d’ordre 2 principal és:
17
‘3 5
Aleshores, rangA = 2.

La tercera equacio és dependent de les dues primers. El sistema és equivalent:
iX+7y+z=9

=-161 0, aleshores, rangA 3 2.

. El resoldrem pel métode de Gauss:

%3x+5y+z=9
A 7 190 A 7 1|90 . , .
T~ T. El sistema és equivalent:
3 5 19§0E2°3E1'E2 0 16 218@
X+7y+z=9 1x=m
: 8y ~7 lasoluci6 és: fy=m ,nl R.
7 y+tz=  _—
1z=9-8m
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Problema A.1. setembre 2006.

Donat el sistema d’equacions amb un parametre real | iincognites X, y, z,

‘|(I +2)x-y+z=0

| 3x+(l +6)y- 3z =0, es demana:

15x+5y+(l -2z =

a) Calculeu per a quins valors de | el sistema només admet la solucio
(xy,2)=(0,0,0).

b) Per a cada valor de | que fa indeterminat el sistema, obteniu totes les seues
solucions.

c¢) Expliqueu la posicié relativa dels tres plans definits per cadascun de les equacions
del sistemaquan | =-3.

Solucié:

a)

El sistema és homogeni (té tots els termes independents zero), aleshores és
compatible (sempre tindra la solucié (x,y, z) = (0,0, 0).

El sistema sera compatible determinat si €s un sistema de Cramer és a dir si el
determinant de la matriu A dels coeficients és distinta de zero. Calculem-lo:

l+2 -1 1

A|l=| 3 1 +6 -3|=1°+612+9 =I( +3)*.
5 5 | -2

|A|=0,si (I +3)* =0. Resolent I'equacio:

| =0,- 3.

El sistema és compatible determinatsi | 1 0, - 3.

b)

Siga | =0, |A| =0, rangA <3.

i2x-y+z=0

tax+6y-32=0.

15x+5y 2z=0

El menor principal d’ordre 2 E _61‘ =151 0, aleshores, rangA 3 2.

Aleshores, rangA =rangA'= 2 < nim.ncognites = 3. El sistema és compatible

indeterminat.
La tercera equacié depén de les dues primeres (la podem eliminar del sistema. El
sistema és:

i2x-y+z=0
13x+6y-32=0

-1 108 @2 -1 106
§3 6 - 3|0z . 2E§o -15 - 9)0;
1

—m
5

. El resoldrem pel métode de Gauss:

T. El sistema és equivalent:

X
I

1

|
3
=3
)
Py}

. La solucio és: jy

(3]

—_—— e — ——— —i —
N
1
3
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Sigal =-3, |A|=0, rangA <3.

i-x-y+z=0

%3x +3y - 3z =0 . Notem que la segona i tercera equacié son proporcionals a la
15x +5y- 5)z =0

primera, aleshores les podem eliminar. El sistema és transformaria:
-Xx-y+z=0.

ix=a-b

La solucio és, :’y:b . a,bl R.
i7-a

c)

Sil =-3.

rangA =rangA'= 1< ndm.incognites =3.
Els tres planols sén coincidents (tenen la mateixa equacio).
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Problema B.1. setembre 2006.

&2 1 06 el 0 290
A és una matriu 3” 3 tal que A? :g- 1 0 -1:iA° :g— 2 -1 0 = Esdemana:
&1 -1 2 §2 2 -3

a) Calculeu el determinant de la matriu A® ilainversa de A3.

b) Calculeu la matriu X = (x, y, z) que és solucié de I'equacié matricial XA® =BA?, en
gue B és la matriu fila B= (1, 2, 3).

c¢) Calculeu la matriu inversa de A.

Solucio:
a)
el 0 240
|A3|:g-2 -1 0 4=-110.Lamatriu A3 té inversa, (A3)'l:i3(Ade3)t.
K2 2 -3 |A|

B -6 -20
Adj(A3):g4 -7 -4%.

&2 -4 -1

B8 4 20 ®3 -4 -29
(A3)'1=__§-e -7 —4%286 7 4

&2 -2 -15 &2 2 13
b)
XA® = BAZ2. Multiplicant a la dreta per (A3)'l:
xad(az)* =az(as)*.
x =BA2(p3) ",

&2 1 0@e3 -4 -20 23 -4 -2
Xx=( 2 3)%-1 0 -15?;6 7 4:=(-3 -2 4)86 7 4:=(5 6 2

-1 -1 282 2 1, §2 2 1,
c)
Si |A3|:-110 aleshores, |A|* 0, per tant, A té inversa.
a3 (as)* =
A ><A2(A3) ' =1, aleshores la matriu inversa de A és:
At=Az(p3)*t

@2 1 00¢e3 -4 -20 @ -1 00
¢-1 0 -1¢6 7 4:=¢1 2 1=
§-1 -1 2,82 2 1,45 & 1 0
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Problema A.1. juny 2006.
ix+2y-3z=a
Donat el sistema d’equacions amb incognites x, vy, z, |l 2X +6y - 11z =2 es demana:
¥x -2y+7z=1
a) Determineu raonadament el valor de a per al qual el sistema és compatible.
b) Per a aquest valor obtingut en @) de a , calculeu el conjunt de solucions del sistema.

c) Expliqueu la posicio6 relativa dels tres plans definits per cadascuna de les tres
equacions del sistema, en funcié dels valors de a .

Solucio:

a)

Estudiarem el rang de la matriu A de coeficients i la matriu ampliada A’ pel metode de
Gauss:

8& 2 -3|ad 8&1 2 -3 a o ga 2 -3 a @
¢2 6 -11 2+F®~2~F F(;O -2 5 2a-2+F®2~; F(;O -2 5 |2a-2-.
@ -2 7 |15°RR0 4 -10] a-1 €0 0 0 |5a-5;
a rang A rangA’ Discussi6

a=1 2 2 Sistema c ompatible indeterminat

atl 2 3 Sistema incompatible

Siga a =1, el sistema inicial és equivalent al sistema:

_i_x:1-2m
iX+2y-3z= | .
:'X y- oz ,Iasolumoes,:'yzém ,nl R.
T -2y+5z2=0 i

fzzm
C)

Dos a dos els planols no compleixen la condicié de paral-lelisme ni coincidéncia.
Aleshores dos a dos s6n secants.

Siga a =1, el sistema inicial és compatible indeterminat, la solucié depén d'un
parametre aleshores els tres planols s’intersecten en una recta.

- Stz - 2w+
L R e R
- My -V

35



Ricard Peir6 i Estruch

Siga a ! 1 el sistema inicial és incompatible, els tres planols no s’intersecten i dos a
dos s’intersecten en una recta.

ke
25 4 -4

- 37 -2wa+d
o 1172z - I+
e Iy - T4
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Problema B.1. juny 2006.
2 2 16 2 4 106

Donades les matrius A = g 1 -1 -1:iT= g 1 -3 -1: esdemana:
§2 4 3, §1 2 1y

a) Proveu que la matriu T té inversa, T !, i calculeu la dita matriu inversa T 1.

b) Donada I'equacié amb matriu incognita B, A = T"!BT, calculeu el determinant de B.
c) Obteniu els elements de la matriu B considerada en I'apartat b).

Solucio:
a)
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero i a més a més,
a1 A\t
=—(AdjT) .
o (AdjT)
Calculem el determinant de la matriu T:

T

. lae1-2-1g el 2 19

T'lzm(AdjT)tz—lgO 1 1;=80 -1 -1-
€1 0 -25 &1 0 24

b)

det(MN) = det(M) : det(N)

det(T"1T) = det(l) = 1.
det(T"1) xdet(T) = det(l) =1

A=TIBT.
det(A) = det(T-1BT)
det(A) = det(T1)xdet(B) xdet(T).

2 2 1
det(B)=det(A)=|-1 -1 -14=2.
2 4 3

c)

A =T !BT. Multiplicant per T a I'esquerra i per T 'a la dreta:
TAT =TT BTT .
(a}e2 4 1%82 2 19'(?1 2 10

- -1 _ . . -
B=TAT '=¢-1 -3 -1 1 -1 -1¢0 -1 -1:=

€1 2 12 3 451 0 2,

@2 4 1gel 2 10 @ 0 09
=¢-1 -3 -1£0 -1 -1:=¢0 1 0=
§2 4 2%1 0 2,58 0 25
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Problema A.1. setembre 2005.

o ®706 @ 0 06 @@ a0
Donades les matrius A:gzé, B :g 2+, C :go 1 0+, D:gzéi E :85;, calculeu
8y &2 ©01; ¥y By
a0
raonadament la matriu X :gy; gue satisfa I'equacioé (ABt +C)X = (A‘D)E, on M
&5
significa la matriu transposada de la matriu M.
Solucio:
Calculem AB' +C:
3o ® 0 00 a7 2 -206 @@ 0 00 &7 2 -20
A ¢ = ¢ = ¢ * ¢ *
AB'+C=¢247 2 -2)+d0 1 0:={14 4 -4:+0 1 0:=4 5 - 4.
&3, §0 0 1, &1 6 -6, 0 0 1, §1 6 -5

Calculem (AtD)E
020 R0 00
(ADE=( 2 3k2:5:=105:= 50
23, &5 &80,
L’equacio a resoldre és:
(aB! +C)x = (a'D)E

&7 2 - 260 2200

314 5 - 4¥y;: gsoz. El resoldrem pel metode de Gauss:
§21 6 -558z, 30,
&7 2 -2|200 & 2 -2/20
314 5 -4 SO%E o e ¢cO -1 0 |- 10%. El sistema és compatible determinat i
€21 6 - 5|30 5050 0 -1| 30
i__-60

17X +2y - 22 = 20 L
equivalent a : y =-10 , la solucio és: :'y =10

{.z=30 z=-30
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Problema B.1. setembre 2005.
En el mercat podem trobar tres aliments preparats per a gats que es fabriquen posant,
per quilo, les seglients quantitats de carn, peix i verdura:

Aliment Migato: 600 g de carn, 300g de peix i 100g de verdura.

Aliment Catomeal: 300 g de carn, 400g de peix i 300g de verdura.

Aliment Comecat: 200 g de carn, 600g de peix i 200g de verdura.
Si volem oferir al nostre gat 470 g de carn, 370 g de peix i 160 g de verdura per quilo
d’aliment, quin percentatge de cadascun dels compostos anteriors hem de mesclar per
obtenir la proporcié desitjada?.

Solucié:

X = el percentatge d’aliment Migato.

y = el percentatge d’aliment Catomeal.
z = el percentatge d’aliment Comecat.
Si volem en la mescla 470 g de carn:

X_600 +—Y_300 + 2200 = 470 .
100 100 100
Si volem en la mescla 370 g de peix:
X_300 +—_400+-%_600 =370 .
100 100 100
Si volem en la mescla 160 g de verdura:
X_100 +—Y_300 + 2200 =160.
100 100 100

Considerem el sistema format per les tres equacions anteriors:
16x+3y+2z=470

{3x + 4y + 62 = 370.

ll'x+3y+22 =160

11X =62
Resolent el sistema: :'y =22.
1z=16

Em de mesclar el 62% d’aliment Migato, el 22% d’aliment Catomeal, i el 16% d’aliment
Comecat.
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Problema A.1. juny 2005.
Calculeu xg, X,, X5, X4, Y1, Y2, Y3, Y4, que satisfan les equacions seguents:
}i}A(X'AiA\_(gB,m ng;q :20 gyl Y20 Eez - 58 B:gelS 08
1 AX - AY = 3 Xip Vs Yei 1 35 11 1p
_e 17 -300
_E 10 18 5

Solucié:

j 2AX - 3AY =B

IAX-AY =C

Notem que |A| =11 0, aleshores, la matriu A té inversa.
] 2AX - 3AY =B
1AX-AY =C
j2A'AX - 3AT'AY = AT'B
TAIAX - ATAY =ATC
j2X-3Y=A"B
1"x -Y=A'C
jY=2A"'C- A"'B

%x =3A'C-A"'B

fX=A*(3C- B)

1vy=Afc-B)

Calculem la matriu inversa de la matriu A pel métode de Gauss:

. Multipliquem les dues equacions per A™*:

. Resolent el sistema pel métode de reduccio:

&2 -5|1 00 2 -5/1 00 2@ 0/6 100 a4 0|3 50
é—l 3|0 15FZ®F1+2F2§0 1)1 25F1®F1+5F2§0 11 26F1®%F1§0 111 25
5
Aleshores, A™* gl 20
@
aifac.p)=B 5%, 5 e 17 -300 218 0dl_a8 5&e 33 -906_ce 4 - 56
€1 2@§10 185 11 138 2810 535 &5 165
aifecB)=B 5% 566 e 17 - 300 218 0Q_o8 5016 -605_oe 3 - 50
1 2ge§10 185 811 13 & 280 355 &2 105
IX_aa(l Xzi_j_ge4 -50
| - - =
X3 Xag 5 16y
Aleshores,: g?’ ‘o e
.|_Y:ae/1 )’29:%3 - 50
| §Y3 Yag gZ 104
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Problema B.1. juny 2005.
ix+ay+a’z=1
El sistema d’equacions lineals : Xx+ay+az=a depén del parametre real a .
Ix+a?y+a2z=a?
Discutiu per a quins valors de a és incompatible, compatible determinat i compatible
indeterminat, i resoleu-lo en els casos compatibles.

Solucio:

Calculem el determinant de la matriu A de coeficients:
1 a a’

Al=L a a =a4—2aa3+a2=a2(a2—2a+1).
1 a? a?

|A|=0,si az(a2 - 2a +1):0. a?(a- 1% =0. Resolent 'equacié: a =0, 1.

a)
El sistema és de Cramer (compatible determinat) si a * 0, 1.
Resolent el sistema amb la regla de Cramer:

I 1 a a?

: a a a

POt s P B
: Al a*(a-1? a’(a-1?

i 1 1 a’

: 1 a a

{yolAsf 2" 2 a@-170+a) _1+a
i Al a?(a- 1) a’(a-1)? a
::: 1 a 1

i 1 a a

i A [t a® a? sa@-12 1
CTR a'@- 1 ata-y’ a
i

{

b

S)iga a =0, el sistema quedaria:

ix=1

%x = 0. El sistema és incompatible.

%x:O

g)iga a =1, el sistema quedaria:
ix+y+z=1

| : L, .
i Xx+y+z =1, lasegonaitercera equacié son iguals a la primera.
Ix+y+z=1
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El sistema es transformaria en I'equacié x +y +z =1 que és compatible indeterminat
les solucions s6n

ix=1-1-m
%y:l 1,nT R.
lz=m
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Problema A.1. setembre 2004.
Calculeu tots els valors reals X, vy, z, t per al quals es verifica AX = XA on X = g yo
ada 20

Als 43

Solucié:

AX—XA
2 e yo ax ywd 20

g3 4% ts gz t£3 45

&X + 27 y+2to ax +3y 2x+4yo
X+4z 3y+4tg z+3t 22+4g

iX+2z=x+3y

'}y+2t=2x+4y

[3X+4z=7+3t

{3y + 4t =2z + 4t

. lgualant els elements de les dues matrius:

i3y-2z=0

I

2x+3y- 2t =

:' y . Resoldrem el sistema pel métode de Gauss:
i3x+3z-3t=0

{3y-2z=0

20 1 -1/09 ® 0 1 -1/09 20 1 -1/08
¢c0O 3 -2 0 O+E®2~EEQO 3 -2 0|0+ ®E+Eg0 3 -2 0|0-=.
© 3 0 -2|0, 9 -3 2 o]0, o0 0 oo

El sistema és compatible determinat, depén de dos parametres. El sistema equivalent
és:

iXx+z-1t=0
13y-2z=0"

La solucio és:
ix=a-b
%y_za

i 3 ,ablR
:::zzb

ft=a
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Problema A.1. setembre 2004.
el -1 20 & 0 00
Tenim les matrius A=¢3 -5 6:,1=¢0 1 0-.
€1 -1 05 & 0 1
a) Justifiqgueu que existeix A™!, inversa de A, i calculeu el determinant A*
b) Calculeu la matriu B = A(A +4:I)

c) Determineu els nombres reals x, y, z, t que compleixen A™* =xA +y X,
A% =7ZA +tX.
Solucid:

a)
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero.

l=_8. Aleshores, A té inversa.

det(MN) = det(M)  det(N) .
AAL =],

det(AA 1) = det() = 1.
det(A) det(a 1) =1.

-8 >det(A'1)= 1, aleshores, det(A‘l)z - %

b)
@l -1 206l -1 25 & 0 0Q)
AA+4%)=(3 -5 6o£3 -5 6:+4¢0 1 Om=
€1 -1 0fK1 -1 05 & 0 1G4

@l -1 2@ -1 20 =24 0 00

=3 -5 643 -1 6:=¢0 -4 0i=-45
§1 -1 01 -1 45 £0 0 -4y

c)

A(A +4:1) =- 431,

2 10

AZ=AA +4x)=1.
edg

Aleshores, la matriu inversa de A és Al = -Tl(A +4X) = -TflA - 1.

Aleshores, x :-Tl' y=-1.

AA+4:1)=-4:1.

AZ +4Al = -4:].

A% =-4A- 4],
Aleshores, z=-4,t=-4.
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Problema B.1. setembre 2004.
ix y+z=|
Donat el sistema d’equacions lineals | ilx+2y-z=3l ,amb | parametre real:
1 2x+ly-2z=6
a) Determineu raonadament per a quins valors de | és compatible determinat,
compatible indeterminat i incompatible.

b) Calculeu el conjunt de les solucions del sistema per al cas compatible determinat.
c¢) Calculeu el conjunt de solucions del sistema per al cas compatible indeterminat.

Solucié
Estudiem el determinant de la matriu A de coeficients:
1 -1 1
Al=) 2 -1=1%-1-6.
2 1 -2
|A|=0,si12-1-6=0. (x+2)(x- 3)=0.Resolent 'equacit: | =-2,3.

Si | t-2,3 ésun sistema de Cramer, compatible determinat.
Resoldrem el sistema amb la regla de Cramer:

i I -1 1

: 31 2 -

:X_IAll | -2 _a4%-100 -6 _4 +2

i Al (| +2)(1 -3) (I +2)(1 -3) | +2

! 11 1

: | 3 -1

:y_|A2|:2 6 -2 _20°-8-6_2 -2

i Al (1 +2)(0-3) (1+2)(-3) |+2

: 1 -1 1

i I 2 3l

: _JAsl R 1 8] P-4l 412 _
NI 3) (1 +20-3

)

)\

|

Si | =-2 el sistema quedaria:

‘|x y+z=-2 881 -1 1 -29
|-2x+2y z =-6, lamatriu ampliada A'=¢-2 2 -1|-6+
Lox-2y-2z=6 €2 -2 -2| 6

|A| =0, rangA <3.

Té d’ordre 2 distint de zero,

) ;‘= 11 0, aleshores, rangA 3 2

Aleshores, rangA =2

Considerem el determinant format per la segona, tercera i quarta columna de la matriu
A’
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-1 1 -2

2 -1 -6/=301 0, aleshores, rangA'=3
-2 -2 6
Per tant, si | =-2 el sistema és incompatible.

Si | =3 el sistema quedaria:

IX-y+z=3 8& -1 1|30
:'3x+2y- z=9 ,lamatriuampliada A'=¢3 2 -1|9=+
L2x+3y- 2z=6 © 3 -2|6;

|A| =0, rangA <3.

Té d’ordre 2 distint de zero, ;

) j‘zll 0, aleshores, rangA 3 2.

Aleshores, rangA =2

Considerem el determinant format per la segona, tercera i quarta columna de la matriu
A’

-1 1 3
2 -1 9 =0,aleshores, rangA'=2.
3 -2 6

El sistema és compatible indeterminat. La tercera equacié depén de les dues primeres.
El sistema seria equivalent a:

iX-y+z=3 R
% y . El resolem pel metode de Gauss:
13x+2y-z=9
A -1 136 A -1 1136 _ . ,
T~ T. El sistema és equivalent:
3 2 - 19@E203E1'E2 0 -5 43@
Syl y4g =
%X y+z=3 . La solucio és:
1- 5y+4z=0
i 15-a
.I.X:
i 5
i 4 R
=—a ,al R.
V=3
Tz=a
%
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Problema A.1. juny 2004.

Determineu el valor real x per al qual es compleix la propietat segient:
& X 3 10

El determinat de la matriu 2B és 160, on B = gx +1 4 2-.
§ x 2-x% 1

Solucio:
e 2 X 23 2x¢
2B =[x+ 24 2%:
K 23 2(2- x*) 24,
2|B| =160 .
8(x3 - X%+ X- 1)=160
x3- x> +x-1=20
x3 - x? +x- 21 =0. Factoritzant amb la regla de Ruffini:
(x- 3)(Xx>+2x+7)=0
L’4nica soluci6 és x=3.
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Problema B.1. juny 2004.
a8® m 3 ('j ® 1 00
Tenim les matrius A:gl 0 -1 +iB= gl 0 0_.
§ 1 -(m+1, 0 0 1,

a) Per a quins valors reals de m és A inversible? Calculeu la matriu A™*.
b) En la matriu anterior A amb m =0, obteniu la matriu real quadrada X d’ordre 3 que
satisfa la igualtat B- AX =AB .

Solucié:
a)
Una matriu té inversa si i només si el seu determinant és distint de zero i a més a més,
) 1 Lt
Al=—(AdA)".
| AI( iA)

a@ m 3
|A| = 91 0 -1 4=m’-4m+3.

5 1 - (m+1),

|A|=0, si m? - 4m +3 = 0. Resolent I'equacio:
m=13.
La matriu A té inversa siinoméssi mt 1, 3.

e 1 m-4 16
AdA =gm?-m+3 -15 5m<
€ -m 3 -mp
. @1 m°+m+3 -mod
A |A|(Ad1 A m§m14 -515 3;
m -mg
b)
@ 0 30 @l 3 06
Sim=0,A=¢l 0 -1- A1_1§-4 -15 3-.
& 1 -1 gl 0 0y
B- AX =AB
AX =B- AB = (I- A)B. Multiplicant per A"* a l'esquerra:
ATAX =AY (I- AB.
X =AM AB.
X:A'l(I—A)B

18e1 3 Oggel 0 3%@ 1 06 1€e1 3 o%eo 1 -30%
X=3¢ 4 -15 34-1 1 110 o_=—g-4 -15 31 -1 1=:=
€1 0 05 -1 2.8 0 1 gl 0 0% 1-5 2,

1 22 o9

@3 -2 09 ¢ 3 +
_1¢ 18 -4 3.=5%6 -4 17
3%0 1 -3 8 ] :
- 1 -

e ¢0 - -1=

e 3 2

N
0]



