Ricard Peir6 i Estruch

Problema A.2. Setembre 2012

Enl'espaiestélarectariel pla P dequacions r° iP°x+mz =0, o0n
T

X+y-z=1
X-y-z=0
m és un parametre real. Obteniu raonadament:

a) Un vector director de la recta r.

b) El valor de m per al qual larectariel pla P son perpendiculars.

c) El valor de m per al qual larectariel pla P son paral-lels.

d) La distancia entre ri P quan es déna a m el valor obtingut en I'apartat c).

Solucio:

a)

Resolent el sistema format per les equacions de la recta r, les equacions
parametriques de la recta son:

i 1
i X==+]
i 2
ro |ly =— . Un punt de la recta és Pael, 1 02 el vector director és v =(14,0,1).
2 32 2 g

b

E)I vector caracteristic o normal del planol és a=(1, 0,m).

Una recta i un planol son perpendiculars si els vector director de la recta i el
caracteristic del planol son linealment dependents. Es a dir, si les seues components
sén proporcionals:

% = % Resolent I'equacio: m =1.

El planol que ho compleix és P, ° x+z =0.

c)

Una recta i un planol son paral-lels si els vector director de la recta i el caracteristic del
planol sén ortogonals i qualsevol punt de la recta no és del planol.

Dos vectors son ortogonals si el seu producte escalar é€s zero.

(1 0,1)(2,0,m) =0.

1+ 0+m =0. Resolent 'equaci6: m = -1.

El planol que ho compleixés P _, ° x-z=0.

Notem que el punt de la recta Péé‘a%, % Og no pertany al planol P _, © x- z =0 jaque

no satisfa la seua equacio, % 010.

Aleshores la recta i el planol son paral-lels quan m = - 1.
d)
En el apartat ¢) si m = - 1, larecta i el planol sén paral-lels.

La distancia entre la recta i el planol és igual a la distancia del punt PQE’ > 02 al
e a

planol P, ° x-z=0:

s |
2 -

dr,P_,)=d(P,P_,) =

N

‘ 12+02+(_1)2




Ricard Peir6 i Estruch

Problema B.2. Setembre 2012

En I'espai es donen els plans ¢, s i t d’equacions:
p°2x-y+z=3,s°x-y+z=2,t°3x-y-az=b,essentaib parametres reals, i
la recta r interseccio6 dels plans g, s . Obteniu raonadament:

a) Un punt, el vector director de i les equacions de la recta r.

b) L'equaci6 del pla que conté la recta r i passa pel punt (2,1, 3).

c) Els valors de a i b perqué el pla t continga la recta r, interseccié els plans¢ i s.

Solucio:
a)
L’equacio de la recta és el sistema format per les dues equacions dels planols.

12Xx-y+z=3

ro . Resolent el sistema obtenim I'equacié paramétrica de la recta:

%x- y+z=2

ix=1

rojy=I .Un puntde larectarés P(1,0,1) iel vector director, v =(0, 1 1).
'|1'2=1+I

b)

Siga A(2,1,3).

Notem que A no pertany a la recta r ja que no satisfa la primera de les dues equacions
de la recta:

j2x2-1+31 3

| .

i

El planol que cerquem és el planol que passa pel punt P i té vectors directors v, PA.

PA = (1 1 2). El planol que cerquem té equacio:

x-1vy z-
we|l o 1 1 [=0.Simplificant, W° x+y-z=0.
1 1 2

c)

Per a que una recta estiga continguda en el planol dos punts distints de la recta han
pertanyer al planol.

A partir de I'equacié paramétrica de la recta r siguen P(1,0,1), Q(1, 1, 2) dos punts de
larectar.

Substituint les coordenades de PiQ en el planol t © 3x- y- az =b.

i3X-0-axl=b

, . Simplificant:
13X-1-axXX=b

ja+tb=3 . ja=-1
i . Resolent el sistema | :
12a+b=2 ib=4
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Problema A.2. Juny 2012

ix=1+2a ix=-1
Es donen les rectes r, © |ly =a ir,° |ly =1+b ,essent aib parametres reals.
1z=2-a lz=-1-2b

Calculeu raonadament:
a) Les coordenades del puntde tallde r, ir,.

b) L’equacio del pla que conté aquestes dues rectes.
¢) La distancia del punt (0,0,1) alarectar,.

Solucio:
a)
Determinem la intersecci6 (punt de tall) de lesrectes r i r,.
11+2a=-1 .
:' a=1+b , €l sistema és compatible determinat i la soluci6 és: 1
{2-a=-1-2p !
Substituint el valor del parametre a en I'equacio de la recta r;:
ix=-1
:’y = -1, el punt d'intersecci6 és P(-1- 1, 3).
¥z =3
b)
El vector director de larecta r, és:v =(2,1,- 1).
El vector director de larecta r, és: w=(0,1,- 2).
Els vectors v i w son linealment independents, perque les components no son
proporcionals.
El planol que conté les rectes r, i r, és el planol que passa pel punt P(-1,- 1, 3) ité
direccio v =(2,1,- 1), w=(0,1, - 2).
La seua equacio és:

x+1 y+1 z-3
pPofl 2 1 -1|=0.Enformageneral, P ° -x+4y +2z- 3=0.

0 1 -2

c)
Un puntdelarecta r, és A(-11 - 1). Siga Q(0,0,1).
La distancia de Q alarecta r, €s:

v A9
d(Q,rz)zw.
’ ik
AQ=(-12). w AQ=[0 1 -2=(0-2-1).
1 -1 2

v 2G| =l0.- 2 =5, Il =|@.1.- 2] =+5.



Ricard Peir6 i Estruch

Problema B.2. Juny 2012
. ., iX-2y-2z2=1. L
Es dona la recta r d’'equacio r °© : y i el pla P dequacio
iX+5y-z=0
P °2x+y+nz =p,onnipsoén parametres reals.

Obteniu raonadament:

a) Tots els valors de n per als quals la interseccio de larectariel pla P és un punt.
b) El valor de ni el valor de p per als quals la recta r esta continguda en el pla P .
c) El valor de n i tots els valors de p per al quals la recta r no talla el pla P .

Solucio:
Per estudiar la posicio relativa de ri P estudiarem el sistema d’equacions format per
la recta i el planol.

Ix-2y-2z=1
:'x+5y-z:0 .
¥2x+y+nz=p
da -2 -20 &a -2 -2[10
La matriu de coeficients i 'ampliada és A:gl 5 -1-, A=¢cl 5 -1 0-=.
&2 1 ng ©2 1 n |,
detA=7n+23.

- 23

) 2
detA=O,S|7n+23:0,n:7,elmenor 10.

Sint % peratot pl R, rangA =3, rangA'= 3, nincognites = 3. El sistema és

compatible determinat, aleshores, la recta i el planol s’intersecten en un punt.

Sin =$, rangA =2.

Considerem la submatriu de A’ formada per la primera, segona i quarta columna.
1 -2

1 5 0=7p-9.

2 1 p

Si 7p- 9 =0, és adir, si ng, rangA'=2.

Aleshores, si n = g p= % , rangA =2, rangA'= 2, nincognites = 3. El sistema és

compatible indeterminat, aleshores, la recta esta continguda en el planol.
Si 7p-910,ésadir,sipt? g rangA'=3

Aleshores, si n = ? pt g rangA =2, rangA'= 3, nincognites = 3. El sistema és

incompatible, aleshores, la recta és paral-lela al planol.
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Problema A.2. Setembre 2011

Ix=3+I
: i . ix+2y-1=0
En I'espai es donen lesrectes r © }y: -1+2| 1s?© : y :
{7=24] i3y- z+2+a =0
1z=2+

Obteniu raonadament:

a) El valor de a perqué les rectes r i s estiguen contingudes en un planol.

b) L'equacié del planol que conté les rectes r i s per al valor de a obtingut en I'apartat
anterior.

c¢) L’equacio del planol perpendicular a la recta r que conté el punt (1,2, 1).

Solucio:
a)
Ix=3+l
Larectar© %y =-1+2| passapelpunt A3, - 1 2) ité vector director v =(1, 2,1).
lz=2+]
ix+2y-1=0 o
Passemlarectas?© i a forma parametrica:
13y-z+2+a =0
ix=1-2b
so° %y =b , passa pel punt B(1, 0,2 +a) ité vector director w=(-2,1,3).

1|'z =2+a+3b
Els vectors v, w son linealment independents.

A fi que les rectes r, s estiguen contingudes en un planol els vectors {v, w, AB} han de

ser linealment dependents, és a dir, el determinant format pels tres vectors ha de ser
Zero.

AB = (- 2,1,a).

1 2 1

-2 1 3|=0. Simplificant:
-2 1 a

5a - 15 =0. Resolent 'equacio: a =3.
Per tant, si a =3 les rectes estan contingudes en un planol.
b)
L’equacié del planol que conté ri s és el planol que passa pel punt A i té direcci6 v, w.
x-3 y+1l z-2
pel 1 2 1 |=0. Simplificant: x-y+z- 6 =0.
-2 1 3
c)
El planol perpendicular a r que passa per P(4, 2,1) és aquell que té vector normal o
caracteristic v i passa pel punt P.
El feix de planol que té vector caracteristic v té equacio:
WO° x+2y+z+D =0.
Si el punt P pertany al planol aleshores:
1+2:2+1+D =0. Resolent 'equacié: D=-6.
L’equacio del planol perpendicular a r que passa per P té equacio:
WO x+2y+z-6=0.
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Problema B.2. Setembre 2011

iXx-4y =0

Es donalarecta r© : 0 ielpla P, °(2+2a)x+y+az-2- 6a =0 dependent
1y-2z=

del parametre real a .

Obtingueu raonadament:

a) L’equacio del pla P, que passa pel punt (1 1, 0)

b) L'equacio del pla P, que és paral-lel a la recta r.

c) L’equaci6 del pla P, que és perpendicular a la recta r.

Solucio:

a)

Si el planol pa conté el punt (1,1, 0) les seues coordenades satisfan I'equacio:
(2+2a)l+1+a:0- 2- 6a =0. Resolent I'equacio:

1 , . N -
a :Z. Aleshores, I'equacié del planol que cerquem és:

5 1 7
P,°%—=x+y+=-z-—-=0.
7 2 4 2
b)
Una recta i un planol son paral-lels si el vector director de la recta és perpendicular al
vector caracteristic o normal del planol.

. iXx-4y =0 .
Escrivimlarecta r© en forma parametrica:
1y-z=0
ix =4l
re :'y =| ,elvectordirectorderés v=(4,11).
1z =1

El vector caracteristic del planol P, és a=(2+2a,1 a).

Els vectors v i a s6n ortogonal aleshores el seu producte escalar és zero:
(4,11)(2+2a,La)=0.

8+8a+l+a =0.

Resolent I'equacio:

a =-1. Aleshores, I'equacio del planol que cerquem és:

P,%°y-z+4=0.

c)

Una recta i un planol sén perpendiculars si el vector director de la recta és linealment
dependent al vector caracteristic o0 normal del planol. Les components dels vectors son
proporcionals.

4 = 1 = i. Resolent el sistema:

2+2a 1 a
a =1. Aleshores, I'equacio del planol que cerquem és:

P,°3x+y+z-8=0.
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Problema A.2. juny 2011

, . ixX+z=2 . 12x-y=3
En I'espai es donen les rectes r © § isoj .
12X-y+z=0 I1X-y-z2=2
Obteniu raonadament:
a) Un punt i un vector director de cada recta.
b) La posicio relativa de lesrectes ri s.
c) L’equacié6 del pla que conté ar i és paral-lel a s.
Solucio:
a)
iX+z=2 s
Passem larectar© | a la forma parametrica:
12x-y+z=0
ix=2-a

ro |ly:4- a . Unpunt és P(2, 4,0) iel vector directorés v =(-1 - 1,1).
'll'zza
Passem la recta s °© }ZX_ y=3 a la forma parametrica:
1X-y-2=2
ix=b
s© :'y =-3+2b.Unpuntés Q(0,- 3,1 iel vector director és w=(1,2,- 1).
¥z=1- b

b)
Els vectors v i w son linealment independents ja que no sén proporcionals, Tl 1 71 .
Aleshores les rectes son secants o bé es creuen.
Calculem %:
PQ=(-2-71).
Estudiem la linealitat dels vectors {v, w, P(j}.
Calculem el determinant format pels tres vectors:
-1 -1 1
1 2 -1=11 0, aleshores, els vectors son linealment independents, per tant, les
-2 -7 1
dues rectes es creuen.
c)

El planol que conté ari és paral-lel a s és el que passa pel punt P de larectar i té
vectors directors v, w:

X-2 y-4 z
Pol-1 -1 1|=0.Simplificant: P° -x-2z+2=0.
1 2 -
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Problema B.2. juny 2011

ix=l
En I'espai es donen les rectes r © |ly:1—l is°x-1=y=z-3.
1z=3

Obteniu raonadament:

a) Un vector director de cadascuna de les rectesri s.

b) L’equacié del pla perpendicular a la recta r que passa pel punt (0,1, 3).

c) El punt interseccié de les rectes ri s i 'equacié del pla P que conté aquestes rectes
ris.

Solucio:

a)
ix =l

Larecta r © %y =1- | que esta en forma paramétrica passa pel punt P(0,1, 3) ité
lz=3
|

vector director v =(, - 1, 0).
Larecta s°® x- 1=y =z - 3 que esta en forma continua passa pel punt Q(1 0, 3) i té
vector director w =(1,11).
Notem que v i w sOn linealment independents ja que no sén proporcionals.
b
E)I planol perpendicular a r que passa pel punt A(0, 1, 3) té vector caracteristic o
normal el vector director de la recta r.
El feix de planols que té vector caracteristic v =(1, - 1, 0) té equacio:
W x-y+D=0.
Com que el punt A és el planol W, satisfa la seua equacio:
0- 1+D =0. Resolent I'equacio:
D =1. El planol que cerquem és:
WP x-y+1=0.
c)
El punt intersecci6 de les dues rectes és punt que satisfa les equacions de les dues
ix =
rectes. Si substituim r © :'y =1-1 enlequaci6 de larecta s:
'll'z =3
| -1=1-1 =3- 3. Resolent el sistema:
| =1.
Aleshores el punt intersecci6 és R(4, 0, 3).
El planol P que conté les rectes r i s és el planol que passa per R i té per vectors
directors v, w:
x-1 'y z-3
Po°l 1 -1 O |=0.Simplificant: P° -x-y+2z-5=0.
1 1 1
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Problema A.2. setembre 2010

Es demana obtenir raonadament:

a) L'equacio6 del pla P que passa pels punts O(0,0,0), A(6,- 3,0) i B(3,0,1).

b) L’equacié de la recta r que passa pel punt P(8,7,- 2) i és perpendiculara P .
c) El punt Q del pla P la distancia al punt P del qual és menor que la distancia de
gualsevol altre punt del pla P al punt P.

Solucio:
a)

El planol P és el planol que passa pel punt O i té vectors directors, (76:, OB.
OA =(6,- 3,0), OB =(3,0,1).
L’equacio del planol P és:

X y z
Pole6 -3 0/=0.Simplificant, P ° -x- 2y+3z=0
3 0 1

b)

El vector caracteristic o normal del planol P és a=(-1,- 2,3)

La recta r que passa pel punt P(8,7,- 2) i és perpendicular a P és la que passa pel
punt P i té per vector director el vector caracteristic del planol P :

ix=8-a
rO(X,y,Z):(8,71—2)+a(-l_ 2,3) ro |y:7_2a
lz=-2+3a

c)
El punt Q que cerquem és la projeccio de P sobre el planol P que és la intersecci6 de
larectariel planol P .

Substituint les coordenades de I'equacié parametrica de la recta r en I'equacio del
planol P :

- (8-a)- 2(7- 2a)+3(-2+3a) =0. Simplificant:
14a - 28 = 0. Resolent I'equacio:

a=2.

Substituint el valor a =2 en

lequaci6 de la recta r les

coordenades del punt Q son:

Q(6, 3, 4).

K+2p=3x=10
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Problema B.2. setembre 2010

Donades les dues rectes r i s d’equacions r ° X 3 4. % =z-41s°x =%=% es
demana calcular raonadament:
a) Les coordenades del punt P d’interseccié de les rectesri s.
b) L’angle que formen les rectes ri s.
¢) L’equacio implicita Ax+By +Cz +D =0 del pla P que conté lesrectesris.
Solucio:
a)
Escrivim les rectes r i s en forma paramétrica:
ix=4+3a
X-4_y-4 _ . T s
Larectar?® 3 —T—z— 4,ésr°jy=4+2a,passapelpunt A(4,4,4) ité
lz=4+a

vector director v =(3, 2,1) .

ix=b
Larecta s® x = % = % €ss© :’y = 2b, passa pel punt B(0, 0, 0) i té vector director

1z =3b
w=(123).
Igualant les coordenades parameétriques de les dues rectes:
14+3a=b R
I , ia=-1
i 4+ 2a = 2b, Resolent el sistema i b=
14+a=3b '

Substituint a = -1 en I'equacio parametrica de la recta r el punt O intersecci6 de les
rectesris es:

P 2, 3).

b)

L’angle que formen les rectes r, s és igual a I'angle que formen els vectors directors
d’ambdues:

Aplicant el producte escalar v >w = |v| Jw|xcos d on d és I'angle que formen v i w:

(3,2,)(1, 2,3) =32 +22 +12+/12 +22 + 32 cosd..
10 =14cosd

d= arccosg » 44024'55"

c)

Notem que els vectors v, w son linealment independents, ja que les seues components
no sén proporcionals.

El planol P que conté les rectes r i s és el que passa pel punt P i té vectors directors v,
w:

x-1vy-2 z-3
Po| 3 2 1 | =0. Simplificant, P © x- 2y +z =0.
1 2 3

10
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Problema A.2. juny 2010

, . i5x+y-z=4

Donades les rectes d’equacionsr © | Y
12X-2y-z2=-5

a) Justificar que les rectes ri s és creuen.

b) Calcular raonadament la distancia entre les rectesri s.

c) Determinar I'equacié del pla P que és paral-lel i equidistant a les rectesri s.

. |
isoj , €s demana:
T

Solucio:

a)

Ho farem de forma vectorial. Escrivim les rectes r i s en forma parameétrica:
iIx=3-1

ro :'y = .Un puntderés A(3,0,11) iel vector director v =(-11,- 4).
lz=11- 4
iIx=-5+m

s°ofy=m .Unpuntdes és B(-5,0,4) i el vector director w = (1, 0).
lz=4
|

Els vectors v, w son linealment independents ja que les components no sén
proporcionals. Aleshores, les rectes r, s és tallen o bé és creuen.

AB=(-8,0,-7)
Estudiem la linealitat dels vectors {v, w, AB}. Calculem el determinant format pels tres
vectors:

-1 1 -4

1 1 0]|=-181 0, aleshores, {v, w, AB} son linealment independents. Per tant,
-8 0 -7
les rectes ris es creuen.

b)
Com que les rectesri s es creuen, d(r,s) = V" W AF
v w
-11 -4 i j k
[V,W,AB]: 1 1 0|=-18. v w=|[-11 -4{=4i- 4j-2k=(4,-4,-2).
-8 0 -7 1 1 0

Iv' w|=+4%+(-4)2 +(-2) =6.

_|lv.w. 78| _|-18] _
d(r,s)—| ||vw|| |—| 5 |—3.

c)
El planol que cerquem és el que passa pel punt mig del segment AB i té vector
caracteristiconormal v w = (4, - 4, - 2).

El punt mig del segment AB és M(j,@ _ 5, O+O,11+49, ME? 1,0, 156
e 2 2 2 g e 29

El feix de planols de vector caracteristic v w = (4, - 4, - 2) és:
P o 4x- 4y-2z+D =0, el punt M pertany al planol, aleshores:

4(-1)- 4x0-2 % +D =0. Resolent 'equacio: D = -19. El planol que cerquem és:

Po4x-4y-2z-19=0.

11
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Problema B.2. juny 2010
Siga la recta de vector director (2, - 1,1) que passa pel punt P(0, 3, - 1), Es demana:

a) Obtenir raonadament la distancia del punt A(0,1,0) alarectar.

b) Calcular raonadament I'angle que forma la recta que passa pels punts P i A amb la
rectar en el punt P.
¢) Si Q és el punt on la recta r talla el pla d’'equacié z =0, comprovar que el triangle de

vertexs APQ té angles iguals en els vertexs P i Q.
Solucio:

a)

-

W on v és el vector director de la

La distancia del punt A alarectar és d(A,r) =

rectariP un puntde larectar.
v=(2-11,PA=(0,-21).
i j ok
v PA=Z]2 -1 =i—2j—4k=(l—2,4).‘
0 -2

=2~ 7T =B

v’ PAH:@ =\/ﬁ
M Ve 2

v ﬁ“=1/12+(—2)2+42 =21.

d(A,r) = H

b)
El vector director de la recta que passa pels punts P , A és PA = ©,-217).
L’angle que formen dos rectes és igual a I'angle que formen els vectors directors.

v PA =|v| {‘ﬁ“ xcosd, on d és I'angle que formenvi PA:

2 - 11)(0,- 2,0 =22 +(-1)% +12J0% +(-2)? +1? cosd.

3 =4/30 cosd. cosdzi. d =arccos

3
J30 J/30
C)

Determinem el punt Q intersecci6 de la recta r talla el pla d’equacié z =0, resolent el
sistema format per les seues equacions:

» 56°4721"

ix =2l

L’equacio parametrica de larectar és r © %y =3-| . Substituint en 'equacié del
1z =-1+]

planol:

-1+1 =0. Resolent I'equacio:

I =1.

Les coordenades del punt Q son: Q(2,2,0).
Els vertexs P i Q del triangle tenen el mateix angle si els costats PA, QA s6n iguals:
PA :HFTAH =0% +(-2)2 +1%2 = 5.

QA =(-2-10).
QA =[QA] =4/(-2° +(-9* +0° =45,

12



Ricard Peir6 i Estruch

d(A,r}=1.8708% cm

56 78917

d(Q,A)=5cm

diP.A}=+5 cm

angle(r, FA)

13
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Problema 2.1. setembre 2009

Atesos els punts P(3,- 1, 4) i Q1 0,- 1) ielpla P dequacié P © x- 2y+2z+5=0 es
demana que calculeu raonadament:

a) L’equacio6 de la recta r que passa pel punt P i és perpendicular al pla P .

b) L’equacié dels plans que passen pel punt P i sén perpendiculars al pla P .

c) L’equacio6 del pla P' que passa pels punts P i Q i és perpendicular al pla P .

Solucio:

a)

El vector caracteristic o normal del planol P © x- 2y +2z+5=0ésa=(1 - 2,2)
Una recta és perpendicular a un planol si el vector director de la recta és el
caracteristic del planol. L’equacio paramétrica de la recta r és:

ix=3+a ‘
ro':"y:-l-za.rox_3=y+1:z—4 r°:’2X+y_7=O_

fz=4+2a -2 2 fy+z-5=0

I

b)

Les solucions sén infinites, com que la recta r és perpendicular al planol, la solucié és
el feix de planols que conté la recta r:

a(2x+y-7)+b(y+z-5)=0,0n a,b sénreal no nuls a la vegada.

c)
PQ=(-21-5).
Els vectors {a, PQ} son linealment independents ja que les components no sén

proporcionals.

Si dos planols sén perpendiculars, el vector caracteristic d’'un d’ells és director de
l'altre.

L’equacio6 del pla P' que passa pels punts P i Q i és perpendicular al pla P és el

planol que passa pel punt P i té vectors directors, {a, PQ}. La seua equacio és:
X-2 y+1 z-4

pPof 1 -2 2 |=0. Simplificant: P'° 8x+y- 3z- 3=0.
-2 1 -5

Problema 2.2. setembre 2009
Siga P el plad’equacié P © 3x+2y+4z- 12 =0. Calculeu raonadament:

a) Les equacions dels dos plans paral-lels a P que disten 5 unitats de P .
b) Els tres punts A, B, C, intersecci6 del pla P amb cadascun dels tres eixos
coordenats.

D
c) Els tres angles del triangle ABC.

Solucio:

El feix de planols paral-lels al planol P té equacio:

Pp?3x+2y+4z+D =0.

La distancia del dos planols paral-lels P, P, ésigual a la distancia d’'un punt P del
planol P al planol P .

Un punt del planol P és una solucié particular de la seua equacio:
P(0,0, 3).

14
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_[3>0+20+4x6+D|

| J3ze2zeaz |

5=d(P,Pp)=dP,Py)

2o :
12 +D| = 5429 . Aleshores:
12+D = 15\@ .Pertant, D=-12 + 5@. Hi ha dues solucions:

P,O3x+2y+4z-12+5429 =0, P, ° 3x+2y+4z-12- 5,29 =0.
b)

. . R . . ., iy=0 .
El punt A interseccio del planol P il'eix OX que té equacio, OX° :,y , €s determina
2=
resolent els sistema format per les tres equacions:
13x+2y+4z =12
%y =0 , les coordenades son A(4,0,0).
lz=0
. L, N S . L ix=0
El punt B interseccio del planol P il'eix OY que té equacio, OY ° : 0’ es
12=

determina resolent els sistema format per les tres equacions:
13x+2y+4z =12

:'x =0 , les coordenades sén B(0, 6, 0) .

%zzo

: . R - . . ix=0 .
El punt C interseccio del planol P il'eix OZ que té equacio, Oz ° : 0’ es determina

| =
resolent els sistema format per les tres equacions:
13x+2y+4z =12

%x =0 , les coordenades son C(0, 0, 3).
1y=0
c)

Calculem l'angle A del triangle AISC .
AB = (-4,6,0), AC = (-4, 0,3) . Per calcular I'angle utilitzarem el producte escalar dels
dos vectors:

(-4,6,0)(- 4,0,3)= /(- 4)2 +6% +0% /(- 4)? +0% +3° CoSA.

16

5+/52

D
Calculem l'angle B del triangle ABC.
BA =(4,- 6,0), BC=(0,- 6,3).

(4,- 6,0)(0, - 6,3)= /4% +(-6)? +0% /02 + (- 6)> +3 cOSB.

16 =54/52 cosA, cosB = , A =arccos » 63°3921".

8
5/13

36 =+/52 1/45 cosB, B =arccos » 41°54'32" .

6
65

C =180°- (A +B) =180°- (63°39'21"'+41°54'32") = 74°26'7".

15
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Problema 2.1. juny 2009
Siguen A, B i C els punts d’intersecci6 del pla d’equacié x+4y- 2z- 4=0 amb els
eixos coordenats OX, OY, OZ, respectivament. Es demana calcular raonadament:

D
a) L'area del triangle ABC.
D
b) El perimetre del triangle ABC.

D
c) Els tres angles interiors del triangle ABC.

Solucio:
a)
. . . . - iy=0 .
El punt A interseccio del planol i I'eix OX gue té equacio, OX° %y 0’ es determina
1Z=
resolent els sistema format per les tres equacions:
IX+4y-2z=4
:'y =0 , les coordenades sén A(4,0,0).
lz=0

. L, R - . ., ix=0 .
El punt B interseccio del planol i 'eix OY que té equacio, OY ° i 0’ es determina
12=

resolent els sistema format per les tres equacions:

iX+4y-2z=4
%x =0 , les coordenades son B(0, 1, 0).
lz=0

. ., . . , ., ix=0 .
El punt C intersecci6 del planol i I'eix OZ que té equacid, Oz ° : 0’ es determina
y =

resolent els sistema format per les tres equacions:

ix+4y-2z=4
%x =0 , les coordenades son C(0,0, - 2).
1y =0

AB =(-4,10), AC=(-4,0,- 2).
D _ —
L'area del triangle ABC és S g5 =%HAB' ACH.
ik
AB"AC=|-4 1 0|=-2i-8j+4k=(-2 - 8,4).
-4 0 -

HE' H:H = /(- 2)? +(-8)% +42 =221 . Aleshores: S .. =%HE' A—CH = J21.
c)

BC = (0, - 1, - 2). Les mesures dels costats son:

a:“ic“ =02 +(-1)? +(-2)2 = 5. bz“ﬁ“ = J(-4)? +0%2 +(-2)? =245

c=“ﬁ“=(-4,10)=J(-4)2 +12+0% =17,

El perimetre és la suma dels tres costats: a+b+c = 3v5 +4/17.

16



Ricard Peir6 i Estruch

c)
D
Calculem 'angle A del triangle ABC . Per calcular I'angle utilitzarem el producte
escalar dels vectors AB = (-4,10), AC = (-4,0,-2).
(-4,1,0)(-4,0,- 2)=24/17/5cos A .

& 0
16 = 2J17+/5cos A, cosA = i, A= arccosg 8 »29°4818".
\/85 <85 g
D
Calculem l'angle B del triangle ABC . Per calcular I'angle utilitzarem el producte
escalar dels vectors BA = (4,- ,0), BC=(0, - 1, - 2).

(4,-10)©O,-1- 2)=J1_7J§cosB. 1:J1_7£cosB, B=arccos§e !

5
» 83°4623".
\85 g

C =180°- (A +B) = 180°- (29°48'18"+83°46'23") = 66°25'19" .

Problema 2.2. juny 2009
Donats els punts O(0,0,0), A(4,4,0) i P(0,0,12), es demana obtenir raonadament:
a) L’equacio de la recta que passa per A i és perpendicular al pla d’equacié z =0.
b) L'equacio del pla gue complesca les dues seguents condicions:

1) Passe pel punt P i per un punt Q de la recta d’equaciéo x =y =4.

2) Siga perpendicular a la recta que passa per O i Q.

Solucio:
a)
Una recta és perpendicular a un planol si el vector director de la recta és el
caracteristic o normal del planol. El vector caracteristic del planol z=0 ésa=(0,0,1).
L’equacio de la recta r que passa pel punt A i té vector director a té equacio

ix=4
parameétrica: r °© |ly =4.

1z =1
b)
Notem que la recta d’equaci0 x =y =4 és larectar de 'apartat a).
Un punt genéric d’'aquesta recta és Q(4, 4,1 ).
Si el planol que cerquem és perpendicular a la recta que passa per O i Q, el vector
caracteristic d’aquest planol és 0Q =(4,4,1).
El feix de planols que té per vector caracteristic 0Q = (4,4,1) té equacio:
P p%4x+4y+1z+D=0.
Els punts P i Q pertanyen al planol que cerquem aleshores, satisfan la seua equacio:
j40+4>0+1 X2+D=0 _. . 112 +D =0
i . Simplificant: i , :
74x4+4x4+1 4 +D =0 i1 +D =32
| =8 . il =4

Resolent el sistema: : ,0bé, | . L’apartat té dues solucions:
1D =96 1D =48

, P2 4x+4y+8z+96 =0. Simplificant: P ° x+y+2z+24=0.

, P'©4x+4y +4z +48 =0. Simplificant: P'° x+y+z +12 =0.

17
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Problema 2.1. setembre 2008

Atesos els dos plans P, ° x+y+z=3 i P, °x+y-az =0, es demana que calculeu
raonadament:

a) El valor de a perque els plans P, i P, siguen perpendiculars i, per a aquest valor
de a obteniu les equacions parametriques de la recta interseccié d’aquests dos plans.
b) El valor de a perque els plans P, i P, siguen paral-lels, i per a aquest valor de a
obteniu les equacions parameétriques de la recta interseccio d’aquests dos plans P, i
P,.

Solucio:

a)

Dos planols sén perpendiculars si els seus vectors caracteristics o normals son
ortogonals (el seu producte escalar és zero).

El vector caracteristicde P, ésa=(111).

El vector caracteristicde P, ésb=(11- a).

ab=0.

1191 1%-a)=0.

1+1- a =0. Resolent I'equacio:

a=2.

La recta interseccio d’aquest dos planols té equacio general:

o IXty+z=3

r . Resolent el sistema I'equaci6é parameétrica de la recta és:

%x+y— 2z=0
ix=2-1
1z =1

b)
Dos planols son paral-lels si els seus vectors caracteristics son linealment dependents
(s6n proporcionals les seues components) i no tenen interseccio.

1_1_-2 Resolentelsistema:

1 1 1

a=-1.

En aquestcas els planolsson P, ° x+y+z=3 i P,°x+y+z=0.
1.1_1,0 . ,

_____ t — els planols son paral-lels.

1 1 1 3

La distancia entre dos planols paral-lels és igual a la distancia d’'un punt d’un planol a
I'altre planol.
Un punt del planol P, és una solucio particular de la seua equacio:

P(0, 0, 3) pertany al planol P .
0+0+3

TS =3,
12 + 12 + 12

diP,, P,)=dP,P,)=
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Problema 2.2. setembre 2008
Atesos el punt O(0,0,0) ielpla P ° x+y+z =6, es demana que calculeu

raonadament:

a) L’equacio6 de la recta r que passa per O i és perpendicular al pla P .
b) Les coordenades del punt simetric de O respecte del pla P .

c¢) L’equacié del pla que conte I'eix OX i larectar.

Solucio:

a)

Una recta és perpendicular a un planol si el vector caracteristic o normal del planol és
vector director de la recta.

El vector caracteristic del planol P és a=(1,11). L’equacio paramétrica de la recta r

és:

b)

Determinem el punt projeccio de O sobre el planol P . Que és la interseccio6 del planol
P amb la recta r (perpendicular al planol P que passa per O).

Resolent el sistema format per I'equacio6 del planol P ilarectar:

Substituint les coordenades paramétriques de r en el planol P :

| +1 +1 = 6. Resolent I'equacio:

| =2. El punt projeccio6 té coordenades:

0,(22 2).
El punt O'(x, y, z) simetric de O respecte del planol P compleix:
00' = 2x00,
ix=4
(%Y, 2)=2(2, 2,2). Resolent 'equaci6 vectorial: .ly =4, aleshores les coordenades
¥z=4
del punt simetric sén: O'(4, 4, 4)
c)
ix=a
L’eix OX té equacié: OX° :'y =0 el vector director és v =(1,0,0) .
lz=0

Els vectors de la rectar i I'eix OX sén linealment independents.
L’equacio del pla que conte I'eix OX i la rectar, és el planol que passa pel punt O i té
direccio els vectors {a, v}:
X Yy z
we il 1 = 0. Simplificant: W° y- z=0.
1 00
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Problema 2.1. juny 2008

Es donen els punts A(2,1,1) i B(1L0,- 1), ilarectardequacio r° x- 5=y = Z+22 .
Es demana que calculeu raonadament:
a) El punt C de r que equidista de A i B.
D
b) L'area del triangle ABC.
Solucio:
a)
) ix=5+a
., <. + L, 1
L’equacio paramétricade larecta r® x- 5=y =Z—2 esro .ly =a
) lz=-2-2a
Un punt qualsevol de la recta r de coordenades C(5 +a,a,- 2 - 2a).
Si C equidista de A i B si HEH = Hﬁ“ .
AC=(3+aa-1-3-2a). HTCHzJ(3+a)2 +(a-1%+(-3-2a) .
BC=(4+a a,- 1- 2a). Hﬁ:“ = J(4+a)2+a +(-1- 2a)2.
J@B+a)?+(a- )2 +(-3- 2a)? =+/(4 +a)® +a’ +(-1- 2a)° .
Elevant al quadrat i simplificant:
4a = - 2. Resolent I'equacio:
a ='71. Aleshores el punt de r que equidista de Ai b és:
c® L 0
e2 2 @
b)
AB=(-1-1-2), A—ngéi,ﬁ,- 29,
g2 2 o
N . P 1= —

L'area del triangle ABC és S 5 =EHAB ACH.

i j k
AB" AC=|-1 -1 -2/=-i-7j+4k=(-1-74).

5 -3

— = .2

2 2
HKé E“ = (- 1)? +(-7)? +4% =+/66 . Aleshores: S .. =%HE Ké” :—‘26.
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Problema 2.2. juny 2008
Ateses la recta r, interseccio dels plans y+z =01 x- 2y - 1=0 ila recta s d'equacio

s© %zy- 1=-z+3, es demana el seguent:

a) Obtenir, raonadament, les equacions parametriques deri s.
b) Expliqueu d’'un mode raonat quina és la posicié relativa de les rectesri s.
c¢) Calculeu la distancia entre les rectes ri s.

Solucio:
L iy+z=0 . , L
La recta r te equacio general r © %,x oyt Resolent el sistema, I'equacio
parametrica de r és:
ix=1+2
ro :'y = . El punt de r és P(J, 0, 0) i el vector director és v =(2,1,- 1)
'll'z =-1
Arreglant la recta s la seua equacio continua és: s °© g zy-1= z '13 :
IX=2m
L’equacio parametrica és: s °© :'y =1+m. El punt de s és Q(0, 1 3) i el vector director
¥z =3- 1
éesw=(21L1-1.
b)

Els vectors directors de les dues rectes son linealment dependents, aleshores, les
rectes son paral-leles o coincidents.

Calculem I?Q
PQ=(-113).
Estudiem la dependéncia lineal dels vectors {v, PQ}

Els vectors {v, PQ} son linealment independents ja que les components no sén

. 2,1 .

proporcionals, 7 Aleshores, les rectes son paral-leles.

c)

La distancia entre dues rectes paral-leles és igual a la distancia d’un punt d’'una recta a
I'altra recta:

po v
d(r,s)=d(P,s)=W.
i j k
PQ w=|-1 1 3|=-4i+5j- 3k =(-4,5- 3).

2 1 -

HP_(Q" wH = (- 42 +5% +(-3)2 =52 |w|= 2> + 12 +(- 1 =6

Aleshores la distancia entre les dues rectes és:

Po | 5 s
W e 3

d{r, s) =d(P,s) =
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Problema 2.1. setembre 2007

Ateselpla P ° 2x+y+3z-1=0 ielpunt Q(2, 1 3), es demana que calculeu:

a) La distancia del punt Q al pla P .

b) L'area del triangle els vertexs del qual P,, P,, P, son els punts d'interseccio del pla
P amb els eixos coordenats.

c) El volum de tetraedre de vertexs P, P,, P; i Q.

Solucio:

a)

40.P)= 20 +1+435x-1 _ 13 _ 13414
| V22+12+3? | 12 14

b)

El punt P, interseccio del planol i 'eix OX que té equacio, OX° , €s determina

resolent el sistema format per les tres equacions:

i2x+y+3z=1

[ N
iy=0 , les coordenades son P ¢, 0, 0+.
Lz =

. ., . _ , L, ix=0 .
El punt P, interseccio del planol i I'eix OY que té equacio, OY ° : 0’ es determina
1z
resolent el sistema format per les tres equacions:

12x+y+3z=1
:’x =0 , les coordenades son P, (0,1,0).
lz=0

. . R - . L, ix=0 .
El punt P, interseccio del planol i I'eix OZ que té equacio, OZ ° : 0’ es determina
iy =
resolent el sistema format per les tres equacions:

12x+y+3z=1
l N , aB 10
ix=0 , les coordenades son P, ¢0, 0, =+
T _ e 3o
1y=0
PP, ?flloo PP, =81 019

e2 o e2 3g

—_—

D
L'area del triangle P,P,P, és S :% PP, PP,|.

[ ¢
. - -1 1. 1 11
PP, PP =t 1 o|=lieljele =8 L 10
2 6° 2 &3'6 2g
-1 1
- 0 =
2 3
— |l A aéLo_«/l_ _114 _J14
Do B T T 1 _Ju
&3g &6g é&2g 6 2 6 12

El volum del tetraedre de vértexs P, P,,P, iQ és: V = é P.P,, PP, Ps. P,Q Q.
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PO=& 132
e2 @
'_1 1 0
2
. — —1 |-1 1| 13 llz=—====] 113 13
PP, PP, PQl=|——= 0 H==2.v=Z|PP, PP, PQl==2=22.
1' 2 1" 3 lQ 2 3 6 6 1 2 1 3 lQ 66 36
313
2

Problema 2.2. setembre 2007

Atesos els plans P, i P, d'equacions P, ° x+2y+z+3=0i
P,°%2x+y-z-6=0, esdemana el seglent:

a) Calculeu 'angle a que formenelsplans P, i P,.

b) Calculeu I'equacio parametrica de la recta r, interseccio dels plans P, i P, .

c) Comproveu que el pla P dequacio P ° x+y - 1=0 és el pla bisectorde P, i P,,

és adir, P forma un angle % amb cadascun dels plans P , on a és I'angle obtingut

en l'apartat a).

Solucio:

a)

El vector caracteristic del planol P, és a=(1, 2,1),

El vector caracteristic del planol P, ésb=(2,1 - 1).

L’angle que formen dos planols és I'angle que formen els vectors caracteristics
d’ambdoés. Ho calcularem mitjancant el producte escalar:

1202 1- 1) =v1% +22 +12,[22 +12 +(- 1) cosa

3=6cosa.a-= arccos% =60°.

b)

La recta r té equacié general la intersecci6 dels dos planols.
iX+2y+z=-3 . , L s .

o . Resolent el sistema, I'equacié paramétrica de la recta r és:

12Xx+y-z2=6

IX=5+|

ty=-4-1.

1z =1

c)

El vector caracteristic del planol P ° x+y-1=0 és c=(11 0)

Calculem I'angle b que formen els planols P, i P (angle que formen els vectors

caracteristics).
(1L 2,1)(L10)=+12 +22 +12/12 +12 + 02 cosb..

V3

3= «/gﬁcosb, b= arccos7 =30°. Aleshores, b :% .

Calculem l'angle ¢ que formen els planols P, i P
(2.1- 1)(11,0) =22 +1% +(- 1)* 12 + 1% + 02 cosg.

Na

3=4+/6+2cosg, g= arccos— = 30°. Aleshores, g=

N |
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Problema 2.1. juny 2007
Ateses les dues rectes ri s, que es tallen, d’equacions
poX-1_2y-1_2z- 3, goX-3_2y+3_z- 1,esdemanaqueca|culeu:
2 -6 6 -2 2 4
a) El punt P de tall de les rectes ri s.
b) Un vector direccional de r i un altre de s, i 'angle a que formen les rectesris en el
punt de tall P.
¢) L’equacio implicita ax +by +cz+d =0 del pla P que conté les rectesri s.

Solucio:
a)
, L3
Larectaro X 1=2Y"1_22-3 o foyma continuaés, ro X t="_2_-_ 2
-6 6 2 -3 3

i

Ix=1+2

1 1
L’equaci6é en forma paramétrica és: r ° |ly = > 3l

i

I 3

z=—+3l
172
y +§
Larectaso X3 =2Y*3_2-1 o torma continuaés so X3 =" 2-2-1
-2 2 4 -2 1 4

IX=3-2m

I
L’equacié en forma paramétrica és: s °© :'y =—+m.

i

{z=1+4m

Per determinar el punt d’'interseccioé de les dues rectes, igualem les coordenades de
les equacions parametriques:

i
:|:1+ 2l =3-2m

I -i-l -1
:'— - 3| =—— +m. Resolent el sistema: 1| 2
T 2 2 I m= 1
i3 1 2

{—+3l =1+4m
2

Substituint el valor | :E en I'equaci6 paramétrica de la recta r, el punt intersecci6 de

les dues rectes és: P(2, - 1, 3).

b)

El vector director de larectar, v =(2, - 3, 3). El vector director de la recta s és

w = (- 2,1, 4). L'angle que formen dues rectes és igual a I'angle que formen els seus
vectors directors. Utilitzarem el producte escalar per determinar-lo:

(2. - 3,3)(-2,1 4) =422 +(-3)? +324/(-2)® +1% +4% cosa.

5= «/221/2_1 cosa. a= arccosL » 76°32'55"

V221
c)

El planol P que conté les dues rectes secants r, s és igual al planol que passa per P i
té direccio els vectors linealment independents {v, w}. La seua equaci6 és:
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Xx-2 y+1 z-3
pPol 2 -3 3 | =0. Simplificant: P © -15x- 14y - 4z+28=0.
-2 1 4

Problema 2.2. juny 2007

ix=-2+3l
Atesos el punt Q(3, - 1, 4) ilarecta r d'equacio parametrica r © _{y =-2 es
1z =1+4]

demana el seguent:

a) Trobeu la distancia del punt Q a la rectarr.

b) Justifigueu que la recta s que passa per Qité (1 - 1,1) com a vector direccional no
tallaar.

c¢) Calculeu la distancia entre les rectes ri s.

Solucio:
a)
Un punt de larectar és A(-2, 0,1) iel vector director és v =(3,- 2, 4).
=
La distancia del punt Q alarectar és: d(Q,r) = W
v

i ] k
AQ=(5-13). AQ v=[5 -1 3/=2i-11j- 7k=(2 - 11 7).

3 -2 4

[AG" V| =+/2" +(- 10 + 77 =174, V] =37 + (-2)7 +47 =425

N Wz
LI
b)

Siga w = (1, - 1 1) el vector director de la recta s.
Els vectors {v, w} s6n linealment independents ja que les seues components no sén

proporcionals, % 1 —i Estudiem la linealitat dels vectors {v, w, AQ} Calculem el

determinant format pels tres vectors.
3 -2 4
1 -1 1/=61 0, aleshores, {v, w, AQ} son L.l.. Per tant les rectes es creuen.
5 -1 3
c)

o)
La distancia entre les dues rectes que es creuen és: d(r,s) = ||v . W” .
j k

i
[v,w,AdJ=6.v'W=3 22 4 =2i+j-k=(21-1). v w|=422 +1% +(- )% =+/6.
1 -1

|
d(r’s):"v'—w"‘:%ZJE'
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Problema 2.1. setembre 2006
En I'espai es consideren:
La recta r interseccio dels plans d’equacions implicites 2x- 2y - z=9 i

4x - y+z =42 . Larectas que passa pels punts (1, 3,- 4) i (3,- 5, - 2). Es demana:

a) Calculeu les equacions parameétriques de la rectar i de la recta s.

b) Justifiqueu que les rectes ri s es creuen.

c¢) Calculeu un vector direccional de la recta t, perpendicular comuna a les rectesri s.
Calculeu el punt P interseccio de les rectes s i t.

Solucio:
a)
. e 12x- 2y-z=9 . , .
La recta r té equacii implicita r © { , resolent el sistema, I'equacio
14X -y+z =42

i 25 1

i X=—- _|

M 2

N . &5 0.

parametricaés: r° jy=8- | , un punt de la recta r és Ag7, 8,0% i el vector

T _ e a

Z=

director és, v =(-1- 2,2).
L’equaci6é paramétrica de la recta que passa pels punts B(1, 3,- 4) i C(3,- 5, - 2), té

vector director BC = (2, - 8,2), la seua equacio és:

ix=1+2m
s %y=3- 8m
lz=-4+2m

b)

Els vectors directors de les rectes {v, BC} son linealment independents ja que les
components no son proporcionals, aleshores, les rectes s6n secants o es creuen.
Estudiem la linealitat dels vectors {v, BC, AB}.

AB = ?? - 6,- 42. Calculem el determinant format pels vectors {v, BC, AB}:
é 2
-1 -2 2

2 -8 2|=-2221 0, aleshores, els vectors {v, BC, AB} son L.1., per tant les
- 23

—— -6 -4
2
rectesr, s es creuen.
c)
El vector director de la recta t, perpendicular aris, és igual al vector v BC:
i ] k
v BC=|-1 -2 2/=12i+6j+12k = (12, 6,12).
2 -8 2
Un punt qualsevol de la rectar és M%EE- 1I 8-1,12
e2 2 %]

Un punt qualsevol de la recta s és N(1+2m 3- 8m- 4+2m).

Si M i N soén els punts que cerquem, aleshores el vector MN ha de ser L.D. del vector
v’ BC = (12, 6,12).
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WN=Fom 2411 3. 8m-8+1,-4+2m 1 8
e 2 2 o
m=§m+ll - E 8m+1 -52m-1 - 49.
e 2 2 @
Les components de v~ BC i MN son proporcionals:
1 23 s
2m+—1 - — 1
2 2 _-8mtl-5_2m1-4 posolentelsistema: ! 2.
12 6 12 {I s

Substituint m= > en I'equacio de la recta s la intersecci6 de les rectes s, t és:

P2, -1 - 3).
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Problema 2.2. setembre 2006

En I'espai es consideren:

El pla P que passa pels punts (11,1, 2), (5,7,5) i (7,- 1 - 2) ilarectar interseccio
dels plans d’equacions implicites x +y+z =151 2x- 7y +2z =3.

a) Calculeu I'equaci6é parametrica de r i la equacié implicita del pla P .

b) Calculeu el punt P d’interseccié deri P il'angle a que determinenri P .

c) Calculeu els punts M i N de la recta r la distancia al pla P dels quals és igual a 3 u.l.

Solucio:
a)
. , e iX+y+z=15
Resolent el sistema format per I'equacio implicita de la recta r © |
12X-y+2z2=3

ix=12-1|

l'equacio parametrica de larectar és: r © %y =3
1z =1

Siguen A(111,2), B(5,7,5) i C(7,- 1 - 2).

AB =(-6,6,3), AC = (-4, - 2, - 4). L'equaci6 implicita del planol P que passa pels
punts A, B, C és:

x-11 y-1 z-2
Po| -2 2 1 |=0.P°3x+6y-62z-27=0, simplificant:

2 1 2

Pox+2y-2z-9=0.
b) El punt interseccio de la recta i el planol és igual a la soluci6 del sistema format per
les seues equacions.
Si substituim les coordenades de I'equacié parametrica de la recta r, en I'equacio
implicita del planol P :
12-1 +2:3- 2l - 9=0. Resolent 'equacio:
| =3. Substituint aquest valor en I'equacioé parametrica de la recta r. El punt
d’intersecci6 té coordenades:
P(9, 3, 3).
L'angle a que formen una recta i un planol és igual a I'angle complementari de I'angle

gue forma el vector director de la recta i el caracteristic o normal del planol.
El vector caracteristic del planol P és a=(1 2,- 2)

El vector director de larectarés v =(-1,0,1).
Utilitzarem el producte escalar per calcular 'angle que formen el dos vectors:

(-1,0,1)(1 2 - 2) = (- )% +02 +12 /12 + 22 + (- 2) cos(90°- @) .

- 3 =34/2cos(90°-a), aleshores, a =45°.

c)

A partir de I'equacié paramétrica de la recta r, un punt qualsevol d’aquesta és:
Q@2-1,31).

Volem que d(Q, P)=3, aleshores:

|12— | +23- 2| - 9|
| V12 427 +(-2)° |
|- 3l +9| =9. Resolent 'equacid, | =0, 6. Substituint aquests valors en I'equacio

paramétrica del planol les coordenades dels punts M i N que cerquem son:
M(12, 3,0), N(6, 3,6).

= 3. Simplificant:
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Problema 2.1. juny 2006

En I'espai es consideren:

La recta r interseccio de dos plans d’equacions: x+y-z=512x+y- 2z =2 ilarecta
s que passa pels punts P(3,10,5) i Q(5,12, 6). Es demana:

a) Calculeu les equacions parametriques de la rectar i de la recta s.

b) Calculeu el punt H interseccié de risilangle a que determinenris.

c) Calculeu els punts M i N de la recta r que als quals I'area de cadascun dels triangles
de vértexs PQM i PQN és 3 unitats d'area.

Solucio:
a)
. , e iX+y-2z=5
Resolent el sistema format per I'equacié implicita de larecta r°
12X+y-2z2=2
ix=-3+|
'equaci6é parametrica de la recta és: r © .ly =8 . El vector director és v =(1,0,1).
1z =1
IXx=3+2m
El vector director de s és PQ =(2, 2,1), I'equacio parametrica és: s © :’y =10+ 2m.
lz=5+m
b)
La interseccio H de les rectes r i s és la solucié del sistema que formen les dues
rectes. Igualant les coordenades de les equacions parametriques de les dues rectes:

-3+ =3+2m .
:'8 =10+2m . Resolent el sistema: i
[l =5+m !
Susbtituint | =5 en I'equacio parametrica de la recta r, el punt interseccio és:
H(1, 8, 4)

L’'angle que formen dues rectes és I'angle que formen els seus vectors directors:
Utilitzarem el producte escalar per a calcular-lo:

(10,1)(2 2,1) =12 +0? +12/22 +22 +12 cosa .

3=3«/§cosa, a =45°,
c)

A partir de I'equacié parametrica de la recta r, les coordenades d’un punt qualsevol
sén: A(-3+1,81).

PA=(-6+l,-21 - 5).

| =4
m=-1

D —  —
L'area del triangle PQA €s: Sy, = %HPQ' PAH. Volem que aquesta area siga 3.
i j k
PQ PA=| 2 2 1 |=(@ -8-1+4,-2 +8).
-6+l -2 1-5

2

[PQ PAl" =(21 - 8 +(-1 +4)* +(-21 +8) =017 721 +144.

%“P_d PA| = 3. Elevant al quadrat: 912 - 72| +144 =36 . Resolent I'equaci6: | =6, 2.

Substituint els dos valors en I'equacié parametrica de r, els punts M, N que cerquem
son: M(3,8,6), N(-18,2).
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Problema 2.2. juny 2006

Donats els punts A(4,- 4,9), B(2,0,5), C(4,2,6), L(1L1 4), MO, 2,3), N(3,0,5), es
demana:

a) Calculeu la distancia d del punt C al punt mitja del segment d’extrems A, Bil'area S
del triangle de vértexs A, B, C.

b) Calculeu les equacions implicites del pla d que passa pels punts A, B, C i del pla d'
que passa pels punts L, M, N.

c¢) Calculeu I'equacié paramétrica de la recta r intersecci6 dels plans d, d' i'angle a
gue determinen els plans d, d'.

Solucio:
a)
El punt mig D del segment d’extrems A, B té coordenades:

Dge4+2,- 4+0 950 gimpiificant: D3, - 2, 7).
e 2 2 2 g
CD=(-1- 47).

d=d(C,D) = HC—DH =JCD2+ (47 +12 =342,

AB = (-2,4,- 4), AC =(0,6,- 3), son linealment independents.

D — —
L'area del triangle ABC és S 5 =%HAB' ACH.

i ] K
AB° AC=|-2 4 -4/=12i- 6j- 12k = (12, - 6, - 12).
0 6 -3

HA_B' EH = 122 +(-6)? +(- 12)? =18. Aleshores: S g =%HE AT:H =9.
b)
L’equacio implicita del planol que passa pels punts A, B, C és:
X-4 y+4 z-9
de|-2 4 - 4|=0. Simplificant: d° 2x- y- 2z+6=0
0 6 -3
LM = (-11- 1), LN = (2, - 1,1), sbn linealment independents.
L’equacio implicita del planol que passa pels punts L, M, N és:
x-1vy-12z-4
do|-1 1 -1|=0. Simplificant: d° -y- z+5=0

2 -1 1
c)
La recta r té per equacié implicita el sistema format per les equacions dels planols d,
12X-y-22=-6 . o - .
d:ro° : y . . Resolent el sistema, I'equacio parameétrica de r és:
iy+tz=
i -1
[ X=—+%+ |
i 2
rejy=5-1
=
i
7
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L’angle que formen els planols d, d' és I'angle que formen els seus vectors

caracteristics o normals.
El vector caracteristic del planol d és a=(2,- 1 - 2). El vector caracteristic del planol

d és b=(0,- 1- 1). Aplicant el producte escalar:
2-1-2)0-1-1) =+/22 +(-1)? +(-2)24/0% +(- )2 +(- )2 cosa.

N

3= 3«[2—cosa .a= arccos-z— =459,

Problema 2.1. setembre 2005

Un paral-lelepipede rectangular (o ortoedre) té tres de les seues arestes sobre les
ix=0 ixX-2y=0. i2x+y=0

rectes:lo:' ,m°:' y |n°:' y
1y=0 12=0 12=0

(12,21, - 11). Es demana:

a) Trobar els vértexs restants.

b) Calcular el seu volum.

, i un dels seus vertexs és

Solucio:
a)
Les tres rectes en forma parametrica tenen les segiients expressions:
iIx=0
|©o :'y =0, el vector director és a=(0,0,1).
iz=a
ix=2b
m?° {y=>b ,elvector director és b=(2,10).
¥z=0
Ix=g
ne° %y =-2g, el vector director és c = (1, - 2,0).
%zzo
Notem que els vectors directors sén ortogonals (el producte escalar de dos qualsevol

d’ells és zero).
Notem que el punt P(12, 21, - 11) no pertany a cap de les rectes ja que no satisfa cap

de les tres equacions.
Un altre vertex del paral-lelepipede és la interseccio de les tres rectes. La solucio és el
punt O(0, 0,0).

El planol que conté les rectes |, m és el planol
gue passa per O i té vector caracteristic
c=(1 - 2,0) (perpendicular a les rectes |, m.

La seua equacio és:

P, ° Xx- 2y =0. Analogament:

L’equacio del planol que conté les rectes |, n
té equacié: P, ° 2x+y =0. B

L’equacio6 del planol que conté les rectes m,
nté equacio: P, °z=0.

Notem que el punt P és exterior al tres planols.
Siga el vertex A sobre la recta m.

Les seues coordenades so6n A(2b,b, 0).

D F
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Siga el vertex B sobre la recta n.
Les seues coordenades sén B(c, - 2¢, 0) .
El vertexs C sobre el planol P, té coordenades: C(2b +g,b - 2g 0).

Siga D el vertex sobre la recta |.
Les seues coordenades son D(0,0,a).

El vertexs E sobre el planol P, té coordenades: E(2b, b, a).
El vertexs F sobre el planol P, té coordenades: F(g, - 2¢, a).
El vertex P té coordenades: P(2b+¢ b- 2¢,a), P(12, 21, - 11).

i2b+g=12 la=-11
Igualant les coordenades de P: :'b - 2g=21. Resolent el sistema: %b =9
fa=-11 lg=-6

Les coordenades dels vertexs de I'ortoedre son:
0(0,0,0), A(18,9,0), B(-6,12,0), C(12,21,0).
D(0, 0, - 11), E(19,8, - 11), F(-6,12, - 11), P(12, 21, - 11).

b)
El volum de l'ortoedre és: V = HO—A (ﬁ, CTDJ‘

OA = (18, 9,0), OB =(-6,12,0), OD = (0, 0, - 11).

18 9 0
[OA,OB,OD]: -6 12 0 [=-2970.
0 0 -1

v:‘o—A,cﬁ,o—DJ:zg?o.
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Problema 2.2. setembre 2005

Donatselsplans p® 5x- y-z=0,s° x+y-z=0ielpunt P9, 4, - 1), determineu:
a) L’equacio6 del pla que passa pel punt P i és perpendiculara g i s.

b) El punt simétric de P respecte de la recta r, interseccié dels plans g i s .

Solucio:
a)

R , . , 5, -1
Els planols ¢ i s son secants ja que 1 1 B

El planol perpendicular a dos planols ¢ i s que passa per P té vectors directors els
vectors caracteristics dels dos planols ¢ i s .
El vector caracteristicde f ésa=(5-1-1).
El vector caracteristicde s ésb=(11 - 1).
El planol gue cerquem té equacio implicita:

Xx-9 y-4 z+
we | 5 -1 -1|=0. Simplificant: W° x+2y +3z- 14 =0.

1 1 -1

b)
L’equacio implicita de larectar és: r©° :'SX y-z= O.
i1X+y-z=0
El planol W és perpendicular a la recta r ja que és perpendicular als planols que la
contenen. A més a més, el planol W conté el punt P.
El punt projeccié P, del punt P sobre la recta r és la interseccio de la recta r i el planol
W.

15x-y-2=0 ix=1

:'x +y-2z=0 , la soluci6 del sistema és: :'y = 2. El punt projeccio6 té coordenades:
Ix+2y+3z=14 {z=3

P,(123).

El punt simétric P’ del punt P respecte de la recta r compleix que PP =2 xPP(; :
Siga P'(x,y, z).

PP'=(x-9,y- 4z+1), PP, =(-8,- 2,4).

(x- 9,y-4,z+1)=2(-8, - 2, 4). Igualant les components:

ix-9=-16 ix=-7

%y- 4 =-4 .Resolent el sistema }y =0 .

{z+1=8 {z2=7

El punt simetric el punt P respecte de la recta r té coordenades:

P'(-7,0,7).
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Problema 2.1. juny 2005

. R . X
Es considerenelpla P ° y+z-12m =0 (m parametre real) i les rectes: u° j
Ty

=z
iX=2 ix=3 . . .- .,
vOej , WO i . Siguen A, B i C els punts d’interseccié de P amb u, v, w,
iy =2z iy =3z
respectivament.

a) Calculeu les coordenades de A, B i C en funci6 de M.

D
b) Trobeu els valors de m per als quals I'area del triangle ABC és 1u.a.

Solucio:

a)

El punt A és la intersecci6 del planol P amb la recta u. Resolent el sistema format per
les seues equacions:

ix=1 ix=1

%y =z , la solucio és: :'y =6m. Les coordenades de A son: A(1, 6m, 6m).
1|'y+z:12m 'll'z:Gm

Analogament el punt B i C:

ix=2 ix=2

:’y =2z , la soluci6 és: :’y = 8m. Les coordenades de B sén: B(2, 8m, 4m).
¥y+z=12m 'll'z=4m

ix=3 ix=3

%y =3z , la solucio és: .ly =9m. Les coordenades de C son: C(3, 9m, 3m).
¥y+z=12m '|1'2=3m

b)

D _ —
L'area del triangle ABC és S ;. =%HAB’ ACH=1.

AB = (1, 2m, - 2m), AC = (2, 3m, - 3m).

i k
AB"  AC=[1 2m - 2m|=-mj- mk =(0,- m,-m).
2 3m -3m

A/2m?

2

HA_é E“ = 0% +(-m)2 +(-m)? =+2m? . Aleshores: S . :%HE E“ =

A/ 2m?
2

=1. Resolent 'equacié, m = +/2.
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Problema 2.2. juny 2005
Trobeu les equacions dels plans que passen pel punt (-7, 2, - 3) i que les projeccions

perpendiculars de I'origen sobre els esmentats plans son punts de la recta
(xy,2)=(0,41)+110,0).

Solucio:
Siga P(-7,2, - 3).

Siga O, el punt projeccio de l'origen O sobre larecta r © (x,y,z) =(0,4, 1) +(10,0).
Aleshores, O, (t, 4,1).

El vector OOr; =(t,4,1) és ortogonal al planol que cerquem, aleshores és el seu vector
caracteristic.

Considerem el feix de planol que té per vector caracteristic OO, = (t,4,1) . La seua
equacio és:

Potx+4y+z+D =0.

El punt P pertany al planol, aleshores:

- 7t+4:2- 3+D =0. Resolent I'equacio:

D =-5+7t. Aleshores el planol quedaria:

POtx+4y+z+-5+7t=0.

El punt O, pertany al planol, aleshores:

t:it+4:4+1+-5+7t=0.

t? + 7t +12 = 0. Resolent I'equacio:

t=-3,- 4.

Els planols que compleixen les condicions del problema sén:
P,°-3x+4y+z-26=0,P, °-4x+4y+z-33=0.
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Problema 2.1. setembre 2004
a) Calculeu el pla que passa pel punt P(-2, 4, - 3) i és perpendicular a la recta

re(x,yv,2)=(120)+t1- 21
b) Calculeu la distancia entre el punt P i la rectar.

Solucié:

a)

Un planol i una recta sén perpendiculars si el vector director de la recta és caracteristic
del planol.

El vector director de larectarésv =(1,- 2,1).

El feix de planols perpendicular a la recta r té equacio:

Po°x-2y+z+D=0.

El planol que cerquem passa pel punt P(- 2, 4, - 3), aleshores, satisfa I'equacio del
planol:

- 2-2:4-3+D =0.Resolent 'equacio:

D =13 . L’equacio del planol que cerquem és:

P°x-2y+z+13=0.

b)
Ix=1+t
L’equacio parametrica de larectar és: r © :’y =2-2t
{z=t
La intersecci6 de la rectar i el planol P ens dona el punt projeccié P, del punt P sobre
el planol.

Substituim les coordenades de I'equacio paramétrica de la recta r en el planol P :
1+t- 2(2- 2t)+t+13 =0. Resolent I'equacio:

t= ?5 Substituint aquest valor el 'equacié de r, les coordenades del punt projeccio
son:
@2 16 -50
€33 3 4
La distancia del punt P a la recta és igual a la distancia entre P i P, .

PP, = gei i,fg. Aleshores:

&3'3'34

d@nn=HE§;

2 2 2

o o o 4

=\/§_+ +oo+ feoT =43,
e3g e3g e3g 3

|- A

— LT onAésun
vl

També hauriem pogut utilitzar la féormula de la distancia d(P, r) =

punt qualsevol de la recta r.
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Problema 2.2. setembre 2004
Considerem els punts A(1 0,0), B(0,1 0), C(0,0,1), D(2,1, 2) . Es demana que:

a) Calculeu I'area del triangle de vertexs B, C i D.
b) El volum del tetraedre de vertexs A, B, C i D.
c) Calculeu la distancia del punt A al pla que passa pels punts B, C i D.

Solucio:
a)

BC = 0,-121), BD = (2,0, 2). Els vectors son linealment independents, aleshores els
punts B, C i D formen un triangle.

D [
L'area del triangle BCD és Sy, =%Vﬁ BDH.
ik
BC BD=[0 -1 1=-21+2j+2k=(-2272).
2 0 2

H% ﬁ“ = J(-2)? +2% +2% =2:[3 . Aleshores: S, =%"ﬁ ﬁ)“ =./3.
b)

BA=(1-10).
El volum de tetraedre és:
1 -10
Vzl‘[BA:, BC, B[j]‘: 0 -1 1=14=2.
6 5 0 6 3
c)

L’equacio del planol que passa pels punts B, C i D té vector caracteristic
BC  BD =(-2,2,2).

P°-x+y+z+D=0.

El punt B és del planol, aleshores:

1+D =0.

Per tant, D =- 1. Aleshores, I'equacio6 del planol és:
P°-x+y+z-1=0.

La distancia del punt A al planol P és:

| -1+040-1| 243

Wepzezez| 3 areaBCD=\3 cm?

Volum=2/3 cm?®
d(A, BCD)=2V3/3 cm

D

, B

d(A,P)
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Problema 2.1. juny 2004
Donats els plans P, ° x+y+z=-5, P, ° x- 3y- z=3 ilarecta

a) Determineu raonadament la posicio relativa de la rectar i la recta s intersecci6 dels
plans P, i P,.
b) Calculeu raonadament I'equacié del pla que conté la recta s anterior i €s paral-lel ar

Solucio:
Xx-2 _y-1_z R . . .
373 esta en forma continua. Un punt de la recta és P(2,1,0) i

el vector director v =(2, 3, 2).
L’equacio implicita de la recta r esta formada pel sistema d’equacions dels dos planols.
IX+y+z=-5

Larectar?®

SO , resolent el sistema determinem la seua equacié parametrica:
iX-3y-z=3
IX=-1+|

s© %y =| , un punt de larecta és: Q(- 1,0, - 4) i el vector director w = (11, - 2).
1|'z =-4-2

Els vectors {v, w} son linealment independents ja que les components no son
proporcionals, aleshores les rectes sén secants o es creuen.
PQ=(-3-1-4).
Estudiem la dependéncia lineal dels vectors {v, w, PQ} Calculem el determinant format
pels tres vectors:
2 3 2
1 1 -2[=2210,aleshores, {v, w, PQ} son linealment independents, aleshores,
-3 -1 -4
les dues rectes es creuen.
b
E)I planol que conté la recta s i és paral-lela a la recta r és la que conté el punt
Q(-1,0, - 4) de larecta s i té per vectors directors {v, w} directors de les dues rectes.

La seua equacio implicita és:

X+l y z+4
we| 2 3 2 |=0.Simplificant, W° -8x+6y- z-12=0.
1 1 -2
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Problema 2.2. juny 2004

Tenimlarectar® (x,y,z)=(t+12t,3t),elpla P° x-2y-z=0ielpunt P(111)

a) Determineu 'equacio del pla P ; que passa pel punt P i és paral-lel al pla P .

b) Determineu I'equacio del pla P, que conté la recta r i passa pel punt P.

c) Calculeu 'equacié parametrica de la recta interseccio dels plans anteriors, P, i P,.

Solucio:

a)

Dos planols son paral-lels si tenen els vectors caracteristics linealment dependents i no
tenen interseccio.

El feix d planols paral-lelsa P té equacio P, ° x- 2y-z+D =0.

De tots aquest volem el que passa pel punt P, aleshores el punt P satisfa la seua
equacio:

1- 2- 1+D =0. Resolent I'equacio:

D = 2. Aleshores, I'equaci6 de P, és:

P,°x-2y-z+2=0.

Notem que P ,i P, son paral-lels.

b)

Notem que el punt P no pertany a la recta r ja que no satisfa la seua equacio.

Un punt de larectar és A(L0,0) i el vector director és v =(1, 2, 3) .

El planol que conté la recta r i passa per P és el que passa pel punt P i té per vectors
directors, v =(1,2,3) i AP = (0,11 la seua equacio és:

x-1 y-1 z-
P,°| 1 2 3 [=0. Simplificant: P, ° -x-y+z+1=0

0 1 1

c)
La recta s intersecci6 dels planols P, i P, té per equacio implicita el sistema format
per les dues equacions dels planols:
iXx-2y-z+2=0

, , resolent el sistema, I'equacié paramétrica és:
7-X-y+z+1=0

SO

ix=m
|

s°iy=1.
{z=
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Problema 4.1. setembre 2003
En l'espai R® considerem el punt P(3, 2, 3) i la recta r intersecci6 dels plans
d’equacions x+3y- 4z=0 i x+2y- 2z =1. Calculeu:

a) La distancia d del punt P fins a la rectar.
b) Els punts M i Nde la recta r que complisquen que la seua distancia al punt P és

J5d.

c) L'area del triangle de vertexs P, M, N.

Solucio:
a)

. L ix+3y-4z=0 : .,
La recta r té equacio implicita r © :'X Y= 222" Resolent el sistema, I'equacio

T1X+2y-2z=1
ix=3-2a
parametrica és r °© |ly =-1+2a,unpuntde larectaés A(3, - 1 0) i el vector director,
lz=a
v=(-221).
PA=(0,- 3,- 3)
P4
La distancia d’'un punt P alarectar és d(P, r) :W.
v

i i kK
v PA=|-2 2 1|=-3i-6j+6k=(-3,-6,6).

0O -3 -3
Hv' ﬁ“ =37 +(-6) +6% =9, |v|=(-22 +2% +1% =3

P s

dP,r)==———===3

M3

b)
Un punt qualsevol de la recta r té coordenades Q(3- 2a, - 1+2a,a).
PQ =(-2a,- 3+2a,a- 3).

La distanciade P a Q és “?Q‘

=53

J(- 2a)? +(-3+2a)? +(a - 3)> =34/5 . Resolent l'equacié: a =3, - 1.

Si a =3 les coordenades del punt de r que compleix les condicions és: M(- 3, 5, 3).
Si a =-1 les coordenades del punt de r que compleix les condicions és: N(5, - 3, - 1).
c)

D - —
L'area del triangle PMN és S, =%HPM' PNH.

PM=(-6,30), PN=(2 -5, - 4).

[ i k
PM"PN=|-6 3 0]|=-12i- 24j+24k = (- 12, - 24, 24).
2 -5 -4

HW' ﬁ\lu = J(-12)? + (- 24)? +24% =36. Aleshores: S, :%VW' W\JH =18.
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Problema 4.2. setembre 2003

Tenim que P i P' son els plans de I'espai R*, determinats de la manera seguent:
El pla P passa pels punts (0, 2,1), (3,-11,i (1, -15) ielpla P' passa pels punts
(3,0,2), (2,12, (5 4, - 2). Calculeu:

a) Una equacio parametrica de la recta r intersecci6 dels plans P i P"'.
b) L'angle a que formen els plans P i P".

c¢) L’equacio del pla que conté la recta r i forma 90 graus amb el pla P .
Solucio:

Siguen A(0,2,1), B(3,-11),i C(1-15).

AB = (3,- 3,0), AC = (4 - 3,4). Aquests vectors son linealment independents.

El planol P passa pel punt A i té vectors directors AB = 3,- 3,0), AC = (1-3,4).La
seua equacié implicita és:

X y-2 z-
PeB -3 0 |=0. Simplificant: P © -2x- 2y- z+5=0.
1 -3 4

Siguen P(3,0,2), Q2,1 1), R(5, 4, - 2).

P(j =(-11-1), PR = (2, 4, - 4). Aquests vectors son linealment independents.
El planol P' té equaci6 implicita:

X-3 y z-2
P©of-1 1 -1|=0.Simplificant: P'°y+z-2=0.
2 4 -4

La recta r intersecci6 dels planols P i P' té equacio implicita:
j-2x-2y-z+5=0

roj . Resolent el sistema, I'equacio paramétrica de la recta r és:
iy+z-2=0
i 1 1
o202 . 5
rejy=2-1 .Unpuntdelarectaés Mg? 2, 021 el vector director és v =(1,- 2 2)
[ e a
I
7
b)
Els vectors caracteristics dels planols P i P' sbn a=(-2,- 2,- 1), b=(0,1 1,
respectivament.

L’'angle que formen dos planols és igual a I'angle que formen els seus vectors
caracteristics. Aplicarem el producte escalar per calcular-lo:

-2,- 2,- D(0,11) = (- 2)2 +(-2)? +(-9?J0? +1° +2% cosa.

3:3«/§cosa. a =450,
c)

Dos planols son perpendicular si el vector caracteristic d'un d’ells és director de I'altre.

El planol que cerquem passa pel punt ME%, 2,02ité per vectors directors,
e a
v=(-22)ia=(-2- 2 -1).Laseua equacio vectorial és:

Wo (x,y,2) =&, 2,0%41 (1, - 2, 2) +n(-2,- 2, - ).
e2 a
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Problema 4.1. juny 2003

Tenim que rir son les rectes de I'espai R*®, determinades de la manera segiient:

R passa pels punts A(3,6,7) i B(7,8, 3) ir és laintersecci6 dels plans d’equacions
X-4y-z=-101i 3x- 4y +z=-2. Calculeu:

a) De cadascuna de les rectes r, I’, una equacio paraméetrica i determineu la posicio
relativa de les dues.

b) La distancia d entre lesrectesrir’.
c) L'area del triangle de vértex A, B i C, on C és un punt qualsevol de la recta r'.

Solucio:
a)
ix=3+4l
AB = (4,2, - 4), L'equacio paramétrica de larectar és: r © :’y =6+2l .
lz=7- 4
El vector director és v = (4, 2,- 4).
, . ) iX-4y-z=-10 .
L'equaci6 implicita de larectar és: r'© j . Resolent el sistema,
13X-4y+z=-2
IXx=-3+2m
'equacio parametrica és: r'° :'y =m . Un punt de la recta és P(- 3,0, 7) i el vector
lz=7-2m

director és w =(2,1, - 2).

Estudiem la posicio relativaderir’:
Els vectors v, W} son linealment dependents ja que les components sén proporcionals

4 2 _ -4 . L
> = 1 = " aleshores les rectes son paral-leles o coincidents.
AP = (-6, - 6,0).

Estudiem la dependencia lineal dels vectors {v, AP}.
Els vectors {v, AP} son linealment independents ja que les components no sén

. 4 2 .
proporcionals, —61 = aleshores, les rectes sén paral-leles.

b)
La distancia entre dues rectes paral-leles és igual a distancia entre un punt d’'una
| )
d'elles a l'altra: d(r,r')=d(P,r) :W :
v
i ik

V AP =|4 2 - 4 =-24i+24j- 12k =(- 24, 24, - 12).

-6 -6 0

Hv’ EH = J(-24)2 + 247 + (- 12)2 =36, V| =(- 4)2 + 2% +(-4)? =6.

c)

L’altura de qualsevol triangle de vértex A, B i C, on C és un punt qualsevol de la recta
r' és la mateixa ja que les rectes sén paral-leles.

Aquesta altura mesura la distancia d de I'apartat b). Aleshores I'area del triangle és:
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e e

S = 18.
ABC 2 2

Problema 4.2. juny 2003

Tenimquer és larectai P de R®, determinades de la manera segiient:

r passa pels punts (2,2,4) i (-1,2,1) i P passapels punts (10,1, (1, - 2,0) i (3,0,0).
Es demana:

a) Demostreu que la rectar no és paral-lelaa P .

b) Calculeu el punt P d’interseccié de ri P il'angle que formen larectarielpla P .

c) Determineu els punts S i T de la recta r que complisquen que la seua distancia a P
siga 4.

Solucié:
a)
Siga A(2,2,4) i B(-121), AB = (-3,0, - 3) vector director de larectarr.
L’equacio vectorial de larectarésr© (2- 31,2,4- 3l).
Siga K(1,0,1), L(1 - 1,0) i M(3,0,0), KL=(0,-1-1), KM=(2,0,- 1).
L’equacio del planol que passa per K, L, M té equacié implicita:

x-1 vy z-
P°|l 0O -1 -1|=0.Simplificant: P ° x- 2y+2z-3=0.

2 0O -1

Un planol i una recta son paral-lels si el vector caracteristic del planol i el director de la

recta son ortogonals i no tenen interseccio.
El vector caracteristic del planol és: a=(1, - 2,2).

Calculem el producte escalar del dos vectors:
(-3,0,-3)1L-22)=-91 0, els vectors no sén ortogonals aleshores la recta i el

planol son secants.

b)

Resolem el sistema format per la recta i el planol. Substituim les coordenades de
I'equacié vectorial de la recta en el planol:

2-3l -2:2+2(4- 31)- 3=0.Resolent I'equacio:

I =%. Substituint en I'equacié vectorial de la recta, les coordenades del punt

interseccio son: P(1, 2, 3).

L'angle a que formen una recta i un planol és el complementari de I'angle que formen
el vector director de la recta i el caracteristic del planol. Utilitzarem el producte escalar:

-3,0, - 3)(L - 2,2)|=y/(-3)% +0? +32 /1% +(-2)? +22 c0S(90° a).
9 =942 cos(90°-a). a =45°.

c)
Un punt qualsevol de la recta r té coordenades: Q(2- 31,2,4- 3l), d(Q,P)=4:

|2- 3l - 22+ 2(4- 3l )-3|_

—_— = 4. Simplificant:
|- o + 3| =12. Resolent I'equacié: | =-1, g . Substituint en I'equaci6 vectorial de r:
Sil =-1, (5.2,7).Si | =g, T(-3,2,- 1).
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