
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

El triangle 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ricard Peiró i Estruch 



 



 

 
 

A Anna i Ricard 



 

 
 
 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 5 

Coneixements preliminars: 
 
Angles de la circumferència. 
 

Angle Definició  Mesura 
Central  S’anomena angle central 

∠AOB, l’angle el vèrtex del 
qual és el centre de la 
circumferència i els seus 
costats contenen radis. 
El conjunt del punts de la 
circumferència interiors a 
l’angle s’anomena arc de la 
circumferència. 

 L’ angle central mesura 
el mateix que l’arc que 
abraça. 

Inscrit 
 

S’anomena angle inscrit 
∠BAC, l’angle el vèrtex del 
qual és un punt de la  
circumferència, i els costats 
són dues cordes  
de la mateixa. 
 

 L’angle inscrit d’una 
circumferència,  
mesura la meitat que 
l’arc que abraça. 

Semiinscrit  
S’anomena angle 
semiinscrit ∠BAC,  
l’angle el vèrtex del qual és 
un punt de la 
circumferència, un costat és 
una corda i l’altre costat és 
tangent a la circumferència. 
 
 
 
 

 L’angle semiinscrit 
mesura la meitat de 
l’arc de circumferència 
que abraça. 

interior S’anomena angle interior 
∠BAC, l’angle el vèrtex del 
qual és un punt interior de la 
circumferència, i els costats 
són cordes de la 
circumferència. 
 
 
 
 

 L’angle interior mesura 
la semisuma dels arcs 
que abraça. 

exterior S’anomena angle exterior 
∠BAC, l’angle el vèrtex del 
qual és un punt exterior a la 
circumferència, i els costats 
són cordes o rectes 
tangents de la 
circumferència. 
 
 
 

 L’angle exterior, mesura 
la semidiferència dels 
arcs que abraça. 
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Teorema de Tales 
 
Si dues rectes secants r, s són tallades per  
paral· leles a, b, els segments que determinen  
sobre una de les secants són proporcionals  
als segments que determinen en l’altra secant. 
 

a) 
'B'A

'OA

AB

OA =  

També s’acompleix: 

b) 
'OB

'OA

OB

OA
=       c)   

'BB

OB

'AA

OA =  

 
 
 
Demostració de l’apartat a) : 
Dibuixem les diagonals del trapezi 
AA’B’B. 

Notem que els triangles 
∆

'ABA , 
∆

'A'AB   
tenen la mateixa àrea ja que considerant  
la base 'AA dels dos triangles tenen la  
mateixa altura h ja que 'AA  i 'BB  són  
paral· lels. 
 

àrea
∆

'ABA  = àrea
∆

'A'AB  
Aleshores: 
 

∆

∆

∆

∆

=
'A'ABàrea

'OAAàrea

'ABAàrea

'OAAàrea
   (1) 

Considerem els triangles 
∆

'ABA , 
∆

'OAA    
 
 
Notem que h’ és: 
 

• L’altura del triangle 
∆

'ABA  sobre el  
costat AB . 

 

• L’altura del triangle 
∆

'OAA  sobre el  
costat OB . 

Aleshores: 

2
'hOA

'OAAàrea
⋅=

∆
        

2
'hAB

'ABAàrea
⋅=

∆
 

Per tant, 
AB

OA

'ABAàrea

'OAAàrea =
∆

∆
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Anàlogament demostraríem que: 

'B'A

'OA

'A'ABàrea

'OAAàrea =
∆

∆

 

 

L’expressió (1) quedaria: 
'B'A

'OA

AB

OA =  

 
 
 
Triangles semblants. 

Dos triangle 
∆∆

'C'B'A,ABC són semblants (ho representarem per 
∆∆

≈ 'C'B'AABC ) si 
tenen els costats corresponents iguals i els costats corresponents proporcionals.  

És a dir, 'CC,'BB,'AA ===   i   
'c

c
'b

b
'a

a ==  

 
  
 
 
Criteris de semblança de triangles. 

Siguen els triangles 
∆∆

'C'B'A,ABC  
 
Criteri 1. 

Si 
AC

AB

'C'A

'B'A
,'ÂÂ == ,  aleshores, 

∆∆
≈ 'C'B'AABC  

És a dir, dos triangles són semblants si tenen un angle igual i els costats 
corresponents que formen l’angle proporcionals.  
 
Criteri 2. 

Si 'B̂B̂,'ÂÂ == ,  aleshores, 
∆∆

≈ 'C'B'AABC  
És a dir, dos triangles són semblants s i tenen dos angles corresponents iguals. 
 
Criteri 3. 
És a dir, dos triangles són semblants si tenen els tres costats corresponents 
proporcionals. 
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Quadrilàters cíclics. 
 
Una quadrilàter és cíclic si es pot inscriure en una circumferència. 
 
Propietat: 
Un quadrilàter és cíclic (inscriptible en una circumferència)  si i només si els seus 
angles oposats sumen 180º 
 
Condició necessària. 
 
Siga un quadrilàter cíclic ABCD. 
Els arcs dels angles BCD,BAD ∠∠  formen la 
circumferència. 
Per ser angles inscrits mesuren la meitat dels arcs que 
abracen. 

Per tant, la suma els angles és 
2

º360
BCDBAD =∠+∠  

 
Condició suficient. 
Suposem que el quadrilàter ABCD la suma dels angles oposats és 180º. 

º180ABCCDA =∠+∠  

Considerem la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC  
Provarem que C pertany a la circumferència circumscrita. 
 
Suposem que D està en l’exterior de la circumferència 
Aleshores el segment AD , o el segment CD  talla la 
circumferència en un punt distint de D. 
 
Suposem que el costat AD  talla la circumferència en el 
punt E. 
El quadrilàter ABCE és cíclic aleshores, 

º180ABCCEA =∠+∠  
 

Aleshores CDACEA ∠=∠ , per tant els segments CD,CE  són paral· lels, la qual cosa 
és absurda. 
Per tant D pertany a la circumferència. 
 
Suposem que D està en l’interior de la circumferència. 
Considerem la recta que passa pels punts A, D. 
Aquesta recta talla la circumferència en el punt E. 
El quadrilàter ABCE és cíclic aleshores, 

º180ABCCEA =∠+∠  
Aleshores CDACEA ∠=∠ , per tant els segments CD,CE  
són paral· lels, la qual cosa és absurda. 
Per tant D pertany a la circumferència. 
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Teorema de Ptolomeu. 
 
Un quadrilàter ABCD és cíclic (inscrit en una circumferència) si i només si la suma dels 
productes dels costats oposats és igual al producte de les diagonals 

BDACBCADCDAB ⋅=⋅+⋅ . 

 
Condició necessària: 
Suposem, sense restar generalitat, que ABDBAD ∠≥∠  
Siga P un punt de la diagonal BD tal que CADBAP ∠=∠  

 

Els triangles 
∆

BAP , 
∆

CAD  són semblants ja que ACDABP ∠=∠ , i CADBAP ∠=∠ , 
aleshores,  

CD

BP

AC

AB
= , per tant,  BPACCDAB ⋅=⋅    (1) 

 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

APD  són semblants ja que, 
PADPACDACPACBAPBAC ∠=∠+∠=∠+∠=∠ , i ADPACB ∠=∠ , aleshores, 

PD

AD

BC

AC
= , per tant,  PDACADBC ⋅=⋅    (2) 

 
Sumant les expressions (1), (2) 

( ) BDACPDBPACBCADCDAB ⋅=+=⋅+⋅  
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Condició suficient: 
Siga un quadrilàter ABCD que satisfà la igualtat BDACBCADCDAB ⋅=⋅+⋅  
 
Siga un punt P’ tal que  CAD'BAP ∠=∠ , ACD'ABP ∠=∠  
 

Els triangles 
∆

'BAP , 
∆

CAD  són semblants  

CD

'BP

AC

AB
= , per tant, 'BPACCDAB ⋅=⋅    (3) 

 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

D'AP  són semblants 

D'P

AD

BC

AC
= , per tant,  D'PACADBC ⋅=⋅    (4) 

 
Sumant les expressions (3), (4) 
 

( ) BCADCDABD'P'BPAC ⋅+⋅=+  

Per hipòtesi BDACBCADCDAB ⋅=⋅+⋅  
 
Aleshores: 

BDD'P'BP =+ , per tant P’ pertany a la diagonal BD 
 

ACD'ABPABD ∠=∠=∠ , per tant C pertany a la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABD . 
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Potència d’un punt respecte d’una circumferència. 
 
Teorema: 
Siga la circumferència C de centre O. Siga P un punt qualsevol del plànol. 
Siga la recta r que passa pel punt P, que talla la circumferència C en els punts A, A’. 
Siga la recta s que passa pel punt P, que talla la circumferència C en els punts B, B’. 
 
Aleshores: k'PBPB'PAPA =⋅=⋅ , a aquesta constant s’anomena potència del punt P 
respecte de la circumferència C. 
 
Si P és exterior a la circumferència C tenim que: 22 rdk −= , on POd = ,  radir = de la 
circumferència. 
Si P és interior a la circumferència C tenim que: 22 drk −= . 
 
Demostració: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

En les dues figures, els triangles 
∆∆

'PBA,'PAB  són semblants, aleshores: 
 

PB

'PA

PA

'PB =  per tant, 'PBPB'PAPA ⋅=⋅   

Si P és exterior a la circumferència: 

 
Considerem la recta t que passa pels punts P, O, que talla la circumferència C en els 
punts D, D’. Per la propietat anterior: 'PDPD'PAPA ⋅=⋅   
Siguen: rOD,dPO ==  

( ) ( ) ( ) 22 rd)rd(rd'ODPOODPO'PDPD −=+⋅−=+⋅−=⋅ , 

Aleshores, 22 rd'PAPA −=⋅  
 
Anàlogament si P és interior a la circumferència 22 drk −=  
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Teorema de Pitàgores 
 

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC ,  º90Â =   
d’hipotenusa a i catets b, c  
Aleshores, 222 cba +=  
 
Demostració: 
 
Considerem els 2 quadrats següents : 
de costat cb + . 
 
Els dos quadrats són iguals, per tant, 
tenen la mateixa àrea. 
 
El primer quadrat la seua àrea és: 
 

bc2cb)cb(S 222 ++=+=  
 
 
El segon quadrat l’hem descompost 
en 4 triangles rectangles iguals i de 
catets b, c i hipotenusa a, i un quadrat  
de costat a. La seua àrea és la suma de  
les àrees dels 4 triangles i la del quadrat, 
 

2a
2

bc
4S +





=  

 
Igualant les àrees, 

222 a
2
bc

4bc2cb +




=++  

Simplificant podem concloure que, 222 cba +=  
 
 
El teorema de Pitàgores també es pot enunciar de la forma següent: 
El quadrat construït sobre la hipotenusa d’un triangle  
rectangle té la mateixa àrea que la suma de les àrees  
dels quadrats construïts sobre els catets: 

2aàreaM =  
2bàreaP =  
2càreaN =  

222 cba +=  
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Generalització del teorema de Pitàgores: 
 
L’àrea de la figura construïda sobre la hipotenusa és la mateixa que la suma de les 
àrees de les figures semblants construïdes sobre els catets. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                         PàreaNàreaMàrea +=  
 
Teorema invers del teorema de Pitàgores: 

Siga un triangle 
∆

ABC  tal que 222 cba +=  

Aleshores el triangle 
∆

ABC  és rectangle i l’angle º90BAC =∠  
 
Demostració: 

                 

Construïm el triangle rectangle 
∆

'C'B'A  de catets b, c que tindrà hipotenusa d 
Pel teorema de Pitàgores:  222 cbd +=  
Per hipòtesi 222 cba +=  
Aleshores, da =  

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

'C'B'A  tenen els costats corresponents iguals per tant són iguals. 
Alehsores º90'C'A'BBAC =∠=∠  
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Teorema de l’altura i del catet en un triangle rectangle. 

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC ,  º90Â =  
Siga l’altura AHh =  sobre la hipotenusa. 
Siga BHm =  la projecció del catet c sobre 
la hipotenusa. 
Siga HCn =  la projecció del catet b sobre 
la hipotenusa. 
Aleshores, 
a) nmh2 ⋅=         Teorema de l’altura. 
b) anb2 ⋅=          Teorema del catet. 
c) amc 2 ⋅=         Teorema del catet. 
Demostració:  
 
a) 

Els triangles 
∆∆

ACHiABH  són semblants, aleshores, 

⇒=
HC

AH

AH

BH
⇒=

n
h

h
m

nmh2 ⋅=  

 
b)  

Els triangles 
∆∆

ACHiABC  són semblants, aleshores, 

⇒=⇒=
b
n

a
b

AC

HC

BC

AC
anb2 ⋅=  

 
c) 

Els triangles 
∆∆

ABHiABC  són semblants, aleshores, 

⇒=⇒=
c
m

a
c

AB

BH

BC

AB
amc 2 ⋅=  

 
Nota: Sumant les igualtats b)  i  c) ens dóna una demostració del teorema de 
Pitàgores. 
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Raons trigonomètriques d’un angle agut. 

Considerarem el triangle rectangle 
∆

ABC  on º90A =  
 
Recordem que en qualsevol triangle rectangle 
es complia el teorema de Pitàgores: 

222 cba +=  
 
Siga BCA∠=α  
Definim sinus de l’angle α i ho representem per  sin α  

hipotenusa
oposatcatet

CB

AB
sin ==α  

Definim cosinus de l’angle α i ho representem per cos α  

hipotenusa
contigucatet

CB

CA
cos ==α  

Definim tangent de l’angle α i ho representem per tg α  

contigucatet
oposatcatet

CA

AB
tg ==α  

 
Nota: Pel teorema de Tales, les raons trigonomètriques de l’angle α no depenen del 
triangle rectangle escollit. 
 
 
Relacions fonamentals entre les raons trigonomètriques. 
Donat un angle α es compleixen les següents relacions: 
 

1cossin 22 =α+α  
 

α
α=α

cos
sin

tg  

 
Raons trigonomètriques dels angles  α+β,   α−β. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Raons trigonomètriques de l’angle doble.  2α. 
 
 
 
 
 
 

β⋅α+β⋅α=β+α sincoscossin)sin(     
β⋅α−β⋅α=β+α sinsincoscos)cos(  

β⋅α−
β+α=β+α

tgtg1
tgtg

)(tg  

α⋅α=α cossin22sin  
α−α=α 22 sincos2cos  

α−
α=α
2tg1

tg2
2tg  

β⋅α−β⋅α=β−α sincoscossin)sin(  
β⋅α+β⋅α=β−α sinsincoscos)cos(  

β⋅α+
β−α=β−α

tgtg1
tgtg

)(tg  
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Raons trigonomètriques de l’angle meitat 
2
α . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nota: El signe de les raons trigonomètriques de l’angle meitat depenen del quadrant 

on es trobe l’angle 
2
α

 

 
Transformacions de sumes de cosinus (sinus) en productes. 
 

    
2

BA
cos

2
BA

cos2BcosAcos
−⋅+=+  

    
2

BA
sin

2
BA

sin2BcosAcos
−⋅+−=−  

   
2

BA
cos

2
BA

sin2BsinAsin
−⋅+=+  

    
2

BA
sin

2
BA

cos2BsinAsin
−⋅+=−  

 
Transformacions de productes de cosinus-sinus en sumes i 
diferències. 
 

     ( ))cos()cos(
2
1

coscos β−α+β+α=β⋅α  

     ( ))cos()cos(
2
1

sinsin β−α−β+α−=β⋅α  

     ( ))sin()sin(
2
1

cossin β−α+β+α=β⋅α  

     ( ))sin()sin(
2
1

sincos β−α−β+α=β⋅α  

2
cos1

2
sin

α−±=α  

2
cos1

2
cos

α+±=α  

α+
α−±=α

cos1
cos1

2
tg  
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Teorema dels sinus 
 
Els costats d’un triangle són proporcionals als sinus dels angles oposats: 

Csin
c

Bsin
b

Asin
a ==  

 
Demostració: 

Considerem qualssevol dels triangles 
∆

ABC . 

Tracem als triangles 
∆

ABC  l’altura corresponent al vèrtex C. 
 

  
 

Bsin
b

Asin
a

BsinaAsinb
BsinaHC

AsinbHC =⇒⋅=⋅⇒




⋅=
⋅=

 

Anàlogament si tracem l’altura corresponent al vèrtex A obtindríem: 

Csin
c

Bsin
b =  

 
Teorema del cosinus. 
 

Siga el triangle 
∆

ABC . Es compleixen les següents igualtats. 
 

Ccosab2bac

Bcosac2cab

Acosbc2cba

222

222

222

⋅−+=

⋅−+=

⋅−+=

 

 
Demostració: 
 
Considerarem tres casos: 
1.- L’angle A recte. 
2.- L’angle A agut. 
3.- L’angle A obtús. 
 
1.- És l’enunciat del teorema de Pitàgores. 
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2.- 
 

Tracem al triangle 
∆

ABC  l’altura corresponent al 
vèrtex B. 
 

El triangle 
∆

CHB és rectangle. 
Pel teorema de Pitàgores, 

( ) HAb2HAbBHHAbBHCHBHa
22222222 ⋅−++=−+=+=    (1) 

 

El triangle 
∆

HAB  és rectangle. 

Pel teorema de Pitàgores  222
cHABA =+  

AcoscHA
c

HA
Acos ⋅=⇒=  

 
Substituint en (1) 
 

Acosbc2cbHAb2HAbBHa 222222 ⋅−+=⋅−++=  
 
3.-  
 

Tracem al triangle 
∆

ABC  l’altura  
corresponent al vèrtex B. 

El triangle 
∆

CHB és rectangle. 
 
Pel teorema de Pitàgores:  

( ) HAb2HAbBHHAbBHCHBHa
22222222 ⋅+++=++=+=    (1) 

El triangle 
∆

HAB  és rectangle.  

Pel teorema de Pitàgores  222
cHABA =+  

( ) AcoscHA
c

HA
Aº180cos ⋅−=⇒=−  

 
Substituint en (1) 
 

Acosbc2cbHAb2HAbBHa 222222 ⋅−+=⋅+++=  
 
Anàlogament es demostren les altres dues igualtats de l’enunciat del teorema. 
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Teorema de la tangent (Viète) 
 

Siga el triangle 
∆

ABC . 

Aleshores, 
ba
ba

2
BA

tg

2
BA

tg

−
+=

−

+

 

 
Demostració: 

Utilitzarem el teorema dels sinus     
Bsin

b
Asin

a =  i les transformacions de productes 

en sumes: 

                ( ))sin()sin(
2
1

cossin β−α+β+α=β⋅α  

                ( ))sin()sin(
2
1

sincos β−α−β+α=β⋅α  

 
 

=
−⋅+

−
⋅

+

=
−

+

2
BA

sin
2

BA
cos

2
BA

cos
2

BA
sin

2
BA

tg

2
BA

tg
 

                    
( )

( )
=

−
+=

−

+
=

BsinAsin
BsinAsin

BsinAsin
2
1

BsinAsin
2
1

 

                     
ba
ba

Bsin
b

Bsina

Bsin
b

Bsina

−
+=

−⋅

+⋅

=  
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TRIANGLES. 
Un triangle

∆
ABC   és la figura geomètrica del 

plànol formada per 3 segments anomenats 
costats els extrems dels quals es tallen 2 a 2 en 
3 punts anomenats vèrtexs.  
 
Els vèrtexs s’escriuen en lletres  
majúscules i el costat oposat al  
vèrtex en la mateixa lletra minúscula. 
 
 
Igualtat de triangles:  
Dos triangles 

∆
ABC , 

∆
'C'B'A  són iguals si els costats i els angles corresponents són 

iguals. 
 
Criteris d’igualtat de triangles. 
 
Criteri 1. 

Dos triangles
∆

ABC , 
∆

'C'B'A   són iguals si 'ÂÂ = , 'bb = , 'cc = , és a dir, 
dos triangles són iguals si tenen iguals dos costats i l’angle comprés entre ells. 
 
Criteri 2. 

Dos triangles 
∆

ABC , 
∆

'C'B'A   són iguals si 'cc = , 'ÂÂ = , 'B̂B̂ = , és a dir, 
dos triangles són iguals si tenen igual un costat i els angles continguts. 
 
Criteri 3. 

Dos triangles 
∆

ABC , 
∆

'C'B'A   són iguals si  'aa = , 'bb = , 'cc = , és a dir, 
dos triangles són iguals si tenen els costats corresponents són iguals. 
 
Criteri 4. 

Dos triangles 
∆

ABC , 
∆

'C'B'A   són iguals si  'aa = , 'bb = , ba > ,  'ÂÂ = , és a dir, 
dos triangles són iguals si tenen dos costats iguals i iguals l’angle oposats al major 
d’ells. 
 
Classificació dels triangles: 
Segons els costats: 
 Equilàter: Té els 3 costats són iguals. 
 Isòsceles: Té 2 costats iguals. 
 Escalè: Té els tres costats desiguals. 
Segons els angles: 
 Acutangle: Té els 3 angles aguts. 
 Rectangle : Té un angle recte i els altres aguts. 
 Obtusangle: Té un angle obtús i els altres aguts. 
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Propietats 
 

a)  Si un triangle 
∆

ABC té dos costats iguals ACAB = , els seus angles oposats són 
iguals. 
 

Considerem el triangle 
∆

ABC  i el triangle 
∆

ACB  que resulta de la simetria del triangle 
∆

ABC  respecte de la bisectriu de l’angle 
BAC∠ . 

Els dos triangles tenen dos costats iguals i 
l’angle que formen igual. Per tant són 
iguals, aleshores ACBABC ∠=∠ . 
 

 

b)  En un triangle 
∆

ABC , a major costat s’oposa 
major angle.  

Hem de provar que si ACAB > , aleshores B̂Ĉ > . 
 
Siga El punt D sobre el costat AB  tal que 

ADAC = . 

Com el triangle 
∆

ADC és isòsceles ACDADC ∠=∠  

Com ACDĈ ∠>   i  B̂ADC >∠ , aleshores, B̂Ĉ > . 
 
1.- La suma de dos costats és major que l’altre costat. 
 

Siga el triangle 
∆

ABC  i suposem que BCa =  és el costat major. 

 
Hem de provar que ACABBC +<  

Prolonguem el costat AB  i en la prolongació construïm el segment AD , tal que 

ADAC =  (el triangle 
∆

ADC és isòsceles), aleshores  ADCACD ∠=∠ . 
 

ADCACDBCD ∠=∠>∠  
Com que l’angle major s’oposa major angle, temin que: 

BCACABAD >+=  
 
 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 22 

2.- La suma dels angles d’un triangle mesura 180º.  
 
Considerem la recta paral· lela al costa AB  que passa per C 
Aleshores º180Ĉ =β++α  

α=Â ,  β=B̂ , per ser angles alterns-
interns sobre costats paral· lels. 

Per tant, º180ĈB̂Â =++  
 
 
 
 
 
ALTRES ELEMENTS D’UN TRIANGLE: 
 
 
Mitjanes i baricentre. 
 
La mitjana: És el segment que uneix un vèrtex i el punt mig del costat oposat al vèrtex. 
 
Propietat: 
Les 3 mitjanes d’un triangle es creuen en un punt G anomenat baricentre o centre de 
gravetat del triangle. 

 
Siguen les mitjanes cb CM,BM  que es tallen en el punt G. 

cbMM  és la paral· lela mitjana del triangle 
∆

ABC . 

Aleshores els triangles 
∆

ABC , 
∆

cbMAM  són semblants i 
2
a

MM cb =  

 

Els triangles 
∆

cbMGM , 
∆

GBCsón semblants i la raó de semblança és 
2
1

 

Aleshores bGM2BG ⋅= ,   cGM2CG ⋅= , o bé, bb GM3BM ⋅= ,   cc GM3CM ⋅=  
Aleshores  
 
Siga G’ el punt d’intersecció de les mitjanes corresponents als vèrtexs A i B 

bb M'G3BM ⋅= , aa M'G3AM ⋅=  
 

bb M'GGM = , aleshores G=G’ 
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Propietat del baricentre d’un triangle: 
 

Siga el triangle 
∆

ABC . Siga G el baricentre del 
triangle, aleshores   

cGM2CG ⋅= ,  AGM2AG ⋅= ,   BGM2BG ⋅=  
 
El baricentre d’un triangle està a doble distància 
del vèrtex que del punt mig del costat oposat. 
 
Demostració: veure el teorema anterior. 
 
Propietat: la mesura de les mitjanes: 

La mitjana sobre el vèrtex A mesura 
2

ac2b2
m

222

A
−+=    

La mitjana sobre el vèrtex B mesura 
2

bc2a2
m

222

B
−+=   

La mitjana sobre el vèrtex C mesura 
2

cb2a2
m

222

C
−+=  

 
Demostració: 
 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABC  
Acosbc2cba 222 ⋅−+=     222 cbaAcosbc2 −−=⋅−⇒     (1) 

 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

CAMC  

2
c

b2m2Acosbc2Acosbc
2
c

bm
2

22
C

2
22

C −−=⋅−⇒⋅−




+=     (2) 

 
Igualant les expressions (1) i (2) 
 

4
cb2a2

m
2

c
b2m2cba

222
2
C

2
22

C
222 −+=⇒−−=−−  

 

Aleshores,  
2

cb2a2
m

222

C
−+=  

Anàlogament, demostraríem la mesura de les altres mitjanes. 
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Mediatrius i circumcentre. 
 
La mediatriu: és la recta que passa pel punt mig de cada costat i és perpendicular al 
costat. 
 
Propietat: 
Les 3 mediatrius d’un triangle es creuen en un punt 
que s’anomena circumcentre, que té la propietat 
de ser el centre de la circumferència circumscrita al 
triangle. 
 
Demostració: 
Siguen ca m,m  les mediatrius que es tallen en el 
punt O, aleshores: 

OBOA,OCOB ==  

Per tant, OCOA = , és a dir, O pertany a la 
mediatriu del segment AC . 
També O equidista dels vèrtexs A, B, C, aleshores, 
és el centre de la circumferència que passa pels tres vèrtexs.  
 
Càlcul del diàmetre del cercle circumscrit a un triangle. 
 
El diàmetre de la circumferència circumscrita és igual 
a la constant de la proporció del teorema dels sinus. 
 

Considerem el triangle 
∆

ABC . 
Considerem el cercle circumscrit al triangle. 
 
Tracem el diàmetre AD   i la corda DC . 

Considerem el triangle 
∆

ADC. 
 
Per ser B, D angles inscrits a la circumferència, i 
abracen el mateix arc tenim que DB = . 
 
Siga l’angle α = ∠ACD. 
L’angle º90=α , perquè un angle inscrit en la circumferència mesura la meitat de l’arc 
que abraça. 
 

Per tant, BsinADDsinADb ⋅=⋅=  

Aleshores,  el diàmetre  
Bsin

b
AD =  

 
És a dir, el diàmetre d’un cercle circumscrit a un triangle és igual a la raó de 
proporcionalitat del teorema dels sinus. 

R2
Csin

c
Bsin

b
Asin

a ===  
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Bisectrius i incentre.  
 
La bisectriu: És la recta que passa pel vèrtex que formen dos costats i divideix per la 
meitat a l’angle que formen els mateixos costats. 
 
Propietat: 
Les 3 bisectrius d’un triangle es creuen en un punt 
que s’anomena incentre, que té la propietat de ser 
el centre de la circumferència inscrita al triangle. 
 
Demostració: 
Siguen 21 b,b  les bisectrius corresponents als 
vèrtexs A, B, les quals es tallen en el punt I. 
El punt I equidista dels costats b, c. 
El punt I equidista dels costats a, c. 
Aleshores el punt I equidista dels costats a, c. Per tant el punt I pertany a la bisectriu 
corresponent al vèrtex C. 
El punt I equidista dels tres costats, aquesta distància serà el radi de la circumferència 
tangent als costats. 
 
Nota: si la distància del centre d’una circumferència a una recta és igual al radi la recta 
és tangent a la circumferència. 
 
 
Propietat de la bisectriu d’un triangle: 

Siga el triangle 
∆

ABC  considerem el punt P intersecció de la bisectriu de l’angle ACB∠  
amb el costat AB . 

Aleshores: 
PB

AC

AP

AB =  

La bisectriu d’un angle d’un triangle 
∆

ABC  
divideix al costat oposat en parts proporcionals 
als costats adjacents. 
 
Demostració: 
Siga α=∠=∠ PCBACP  
 
S’observa que els angles:  

)B(º180CPB α+−=∠ ,  α+=∠ BCPA  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

CPB: 

))C(º180sin(
a

sin
PB

α+−
=

α
     

PB

a
sin

)Csin( =
α

α+⇒         (1) 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

APC  

)Csin(
b

sin
AP

α+
=

α
            

AP

b
sin

)Csin( =
α

α+⇒          (2) 

De les igualtats (1), (2) tenim: 

PB

b

AP

c =  
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Circumferències exinscrites. 
 
Considerem ab  la bisectriu de l’angle A, bB  la bisectriu de l’angle exterior de B i cB  la 
bisectriu de l’angle exterior de C. 
Les tres bisectrius s’intersecten en un punt aI  (exincentre de a) que equidista de les 
rectes que formen els costats. 

 
 
Anàlogament aconseguiríem els altres exincentres cb I,I  
Les tre circumferències tangents als costats i exteriors al triangle s’anomenen 
circumferències exinscrites. 
 

 
 
Propietat: 

 El triangle format pels incentres 
∆

cba III  té per altures les bisectrius del triangle 
∆

ABC . 
Demostració: 
Notem que les bisectrius exteriors a un vèrtex i la bisectriu interior formen 90º. 
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 Propietat: Proporció entre els radis de les circumferències inscrites i 
exinscrites. 

Siga el triangle 
∆

ABC . 
Siguen r i ar  els radis de les circumferències inscrita i exinscrita, respectivament. 

Aleshores, 
p

ap
r
r

a

−=     on p és el semiperímetre del triangle 
2

cba
p

++=  

Demostració: 

 
Siguen els punts A’, B’, C’ els punts de tangència de la circumferència inscrita al 

triangle 
∆

ABC  amb els costats. 
'CB'CA,'BA'BC,'AB'AC ===  

Aleshores, p'CA'BA'AC =++  

a'CA'BA =+  
Per tant ap'AB'AC −==  

Anàlogament, cp'CB'CA,bp'BA'BC −==−==  
 
Siga la circumferència exinscrita de centre aI  i radi ar . 

Siguen A”, B”, C” els punts de tangència de la circumferència inscrita al triangle 
∆

ABC  
amb les prolongacions dels costats. 

 
Calculem "BC  i "AC  

"CB"CA,"BA"BC,"AB"AC ===  

Aleshores;  "BCAB"CAAC +=+   
                   "BCAB"BAAB +=+  
Sumant les expressions:  
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"BC2c2p2 ⋅+= , aleshores,   cp"BC −=  

Per tant,   p)cp()bp()ap("AC =−+−+−=  
 

Els triangle 
∆

'IAC , 
∆

"ACIa  són semblants, aleshores, 

p
ap

r
r

a

−=  

Anàlogament, 
p

bp
r
r

b

−= ,  
p

cp
r
r

c

−=  

 
Nota: També podem provar que:  

,b"B'B,a"C'C ==  ca)ap()cp("BC'CB"BA'CA"A'A −=−−−=−=−=  
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Altures i ortocentre. 
 
L’altura: És la recta que passa per un vèrtex i es perpendicular al costat oposat. 
 
Propietat: 
Les tres altures d’un triangle es creuen en un punt que s’anomena ortocentre. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Demostració: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Reduirem aquest cas al cas de les mediatrius. 
Pels vèrtexs A, B, C dibuixem paral· leles als costats oposats respectius. 
Aquestes rectes es tallen dos a dos en els punts A’, B’, C’. 

Es formen tres triangles 
∆

'ACB , 
∆

'ABC , 
∆

'BCA  iguals al triangle 
∆

ABC . 
Tenen un costat comú i els altres dos costats paral· lels. 
 
D’aquesta igualtat de triangles tenim que BC'AB = , BC'AC = , aleshores, 'AC'AB =  

És a dir, A és el punt mig del segment 'C'B , B és el punt mig del segment 'C'A  i C és 
el punt mig del segment 'B'A . 
 
Normalment considerem l’altura d’un triangle com el segment de la recta altura que 
uneix el vèrtex i el punt del costat oposat, BAC BH,AH,CH . 
 

Les altures del triangle 
∆

ABC  són perpendiculars als costats del triangle 
∆

'C'B'A , per 

tant són mediatrius del triangle 
∆

'C'B'A , que s’intersecten en un punt. 

Aleshores, les tres altures del triangle 
∆

ABC  s’intersecten en un punt, que s’anomena 
ortocentre. 
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Propietat: fórmula de l’altura en funció dels costats. 

En un triangle qualsevol 
∆

ABC   

a2

)cba)(cba)(cba)(cba(
AHh AA

−++−++−++
==

 

b2

)cba)(cba)(cba)(cba(
BHh BB

−++−++−++
==  

c2

)cba)(cba)(cba)(cba(
CHh CC

−++−++−++
==

 
 
Demostració: 
 
Siga l’altura ChCH =  

Siga el segment  mAH =  
 

Per ser el triangle 
∆

ACH rectangle,  
222

C mbh −=  

Per ser el triangle 
∆

BCH rectangle,  
222

C )mc(ah −−=  

Restant ambdues igualtats, 
c2

cba
m)cm2mc(amb

222
22222 ++−=⇒−+−=−  

Aleshores, 
 

=




 ++−−=
2222

22
C c2

cba
bh  

     
( ) =++−−=

2

2222
2

c4

cba
b  

     
( ) ( ) =−++−=

2

22222

c4

acbbc2
 

     
( ) ( )

=+−−⋅−++=
2

222222

c4

acbbc2acbbc2
 

     
( )( ) ( )( ) =−−⋅−+=

2

2222

c4

cbaacb
 

     
2c4

)cba)(cba)(acb)(cba( +−−+−+++=  

Aleshores, 

c2

)cba)(cba)(cba)(cba(
hC

−++−++−++
=  

 
Les altres fórmules es demostren anàlogament. 
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Triangle òrtic. 

Donat el triangle 
∆

ABC  acutangle, siguen cba H,H,H  els peus de les altures. 

El triangle 
∆

cba HHH  s’anomena triangle òrtic del triangle 
∆

ABC . 
 
Propietat: 

Les bisectrius del triangle òrtic són les altures del triangle 
∆

ABC . 
 

 
Demostració: 
Provem que l’altura cCH  és bisectriu de l’angle bca HHH∠  
 

º90BAH a =∠ , º90BAH b =∠  aleshores el quadrilàter baHABH  és cíclic. 
Aleshores, baba BHHAHH ∠=∠=α  (són angles interiors que abracen el mateix arc). 
 

º90BHH a =∠ , º90BHH c =∠ , aleshores el quadrilàter acBHHH  és cíclic. 
Aleshores, acaaa HHHBHHBHH ∠=∠=∠=α         (1) 
 

º90AHH c =∠ , º90AHH b =∠ , aleshores el quadrilàter cb AHHH  és cíclic. 
Aleshores, bcbba HHHHAHAHH ∠=∠=∠=α       (2) 
 
De (1) i (2)  bcac HHHHHH ∠=∠ , aleshores, l’altura cCH  és bisectriu de l’angle 

bca HHH∠  
 
Per a les altres altures es provaria anàlogament.  
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 Àrea d’un triangle. 
 
Propietat: l’àrea d’un triangle  

L’àrea d’un triangle 
∆

ABC  és:  

2

hc

2

hb

2

ha

2
alturabase

ABC Cba ⋅
=

⋅
=

⋅
=×=



 ∆

  

la fórmula no depén de la base escollida. 

            
 
Siga r la recta paral· lela al costat a que passa pel punt A 
Siga s la recta paral· lela al costat b que passa pel punt B 
Siga D el punt intersecció de les rectes r, s. 
ACBD és un paral· lelogram. 

L’àrea del triangle 
∆

ABC  és la meitat de l’àrea del paral· lelogram. 

Fórmula d’Heró.  L’àrea d’un triangle
∆

ABC  és: 

4

)cba)(cba)(cba)(cba(

2

hc
ABC c −++−++−++

=
⋅

=



 ∆

 

Si fem el canvi 
2

cba
p

++=  , tenim que: 

2
cba

cp,
2

cba
bp,

2
cba

ap
−+=−+−=−++−=−   

la fórmula quedaria: )cp)(bp)(ap(pABC −−−=



 ∆

 

 

Fórmules trigonomètriques: L’àrea d’un triangle 
∆

ABC  és: 

2

Asincb
Àrea

⋅⋅
=      

2

Bsinca
Àrea

⋅⋅
=     

2
Csinba

Àrea
⋅⋅=           

Considerem el triangle 
∆

ABC   
Siga l’altura BH 
L’àrea d’un triangle és  

2
BHAC

2
alturabase

ABC
⋅=×=



 ∆

 

bAC =  

Considerant el triangle rectangle 
∆

AHB  
AsincBH ⋅=  

Aleshores, 

2
Asinbc

ABC
⋅=



 ∆

 

Anàlogament obtindríem les altres fórmules. 
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Fórmula amb el radi de la circumferència circumscrita. L’àrea d’un triangle
∆

ABC  
és: 

R4
abc

S =         on R és el radi de la circumferència circumscrita. 

Pel teorema dels sinus: 

R2
Csin

c
Bsin

b
Asin

a === , aleshores, 
R2
a

Asin =  

A partir de la fórmula trigonomètrica de l’àrea: 

R4
abc

2
Asinbc

ABC =⋅=



 ∆

 

 

Fórmula amb el radi de la circumferència inscrita. L’àrea d’un triangle
∆

ABC  és: 

rpS =      on p és el semiperímetre 
2

cba
p

++=  

 

Siga I l’incentre del triangle 
∆

ABC . Siga r el radi de la circumferència inscrita a 
∆

ABC . 

Siguen A’, B’, C’, els punts de tangència de la circumferència inscrita i el triangle 
∆

ABC . 
Podem notar que r'IC'IB'IA === . 

L’àrea del triangle 
∆

ABC  és igual a la suma de les àrees dels triangles 
∆

ABI, 
∆

BCI, 
∆

ACI 
 

rpr
2

cba
2

rb
2

ra
2

rc
ACIBCIABIABC =⋅++=⋅+⋅+⋅=



+



+



=



 ∆∆∆∆

 

 
Nota 1:  Fórmula per a calcular el radi de la circumferència inscrita en funció dels 
costats.  

p
)cp)(bp)(ap(

p
ABCàrea

r
−−−==

∆

 

 
Nota 2: A partir de la proporció entre els radis de les circumferències inscrita i 
exinscrites tenim les fórmules dels radis de les exinscrites en funció dels costats: 

ap
)cp)(bp(p

ap
pr

ra −
−−=

−
⋅= , 

bp
)cp)(ap(p

bp
pr

rb −
−−=

−
⋅= , 

cp
)bp)(ap(p

ap
pr

rc −
−−=

−
⋅=  
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Teorema: sobre l’altura, bisectriu i mitjana d’un triangle 

En tot triangle 
∆

ABC  la bisectriu coincideix amb l’altura o la mitjana o roman entre 
elles. 
 
Demostració: 
Siga CH  l’altura, CP  la bisectriu, CM  la mitjana referides al vèrtex C del triangle 

∆
ABC . 

 
Si ba =  aleshores, la bisectriu, la mitjana i l’altura al vèrtex C coincideixen. 
 
Suposem ab <    aleshores,  ÂB̂ <  i també, BCHACH ∠<∠  
 

( ) Ĉ
2
1

BCHACH
2
1

BCH =∠+∠>∠ , és a dir, BCPBCH ∠>∠  

Aleshores, el punt P es troba entre H i B. 
 
Per la propietat de les bisectrius: 

1
b
a

AP

PB

PB

a

AP

b
>=⇒= , per tant, APPB >  

( ) c
2
1

PBAP
2
1

AP <+<  

Aleshores P es troba entre P i M 
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Els teoremes de Napoleó 
 
Teorema de Napoleó 1: (demostració trigonomètrica) 

Si sobre els costats d’un triangle qualsevol 
∆

ABC  construïm tres triangles equilàters 
exteriors, els centres d’aquests tres triangles són, a la vegada els vèrtexs d’un nou 
triangle equilàter. 
 
Demostració: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen els segments zMPyMNxNP ===  
 
Volem demostrar que zyx ==  
 
∠PAB=30º    ∠CAN=30º 

3
3
b

AN3
3
c

AP ==  

 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ANP  
 

)Aº60cos(3
3
b

3
3
c

23
3
b

3
3
c

x
22

2 +⋅⋅⋅−




+





=  

( ))Aº60cos(bc2bc
3
1

x 222 +⋅−+=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

CMN . 
 

)Cº60cos(3
3
b

3
3
a

23
3
b

3
3
a

y
22

2 +⋅⋅⋅−




+





=  

( ))Cº60cos(ab2ba
3
1

y 222 +⋅−+=  

 

( ))Cº60cos(a)Aº60cos(c(b2ac
3
1

yx 2222 +⋅−+⋅−−=−  
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Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC     
Asin
Csina

c
⋅=  

=













 +⋅−+⋅⋅−−=− )Cº60cos(a)Aº60cos(

Asin
Csina

b2ac
3
1

yx 2222  

=













 −−−−−= )Csinº60sinCcosº60(cos)Asinº60sinAcosº60(cos

Asin
Csin

ab2ac
3
1 22

 

=



















+−−−−= Csin

2
3

Ccos
2
1

Asin
Asin
Csin

2
3

Acos
Asin
Csin

2
1

ab2ac
3
1 22  

=













 −−−= CcosAcos

Asin
Csin

abac
3
1 22  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC     
Asin
Csina

c
⋅=  

i el teorema del cosinus  
ab2

bac
Ccos

bc2
cba

Acos
222222

−
−−=

−
−−=  

Obtenim: 

=

















−

−−
−

−
−−

−−=−
ab2

bac
bc2

cba
a
c

abac
3
1

yx
222222

2222  

               =
















 −−
+

−
−−

−−=
ab2

bac
abc2

)cba(c
abac

3
1 222222

22  

               0
2

bac
2

cba
ac

3
1 222222

22 =




 −−−−−+−=  

Aleshores, yx0yx 22 =⇒=−  
 
Anàlogament demostraríem que  0xz 22 =−  
 

Per tant, el triangle 
∆

MNP  és equilàter. 
 
Observa que si l’angle A és obtusangle també es demostra de forma anàloga. 
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Teorema de Napoleó 1: (demostració sintètica) 
 
Lema 1: 
Un quadrilàter és cíclic (inscriptible en una circumferència)  si i només si els seus 
angles oposats sumen 180º 
 
Lema 2: 
Siguen dues circumferències que s’intersecten. La recta que uneix els punts 
d’intersecció és perpendicular a la recta que uneix els centres. 

 
 
Demostració: 

1O  pertany a la mediatriu del segment AB  perquè BOAO 11 =  

2O  pertany a la mediatriu del segment AB  perquè BOAO 22 =  
Per tant, la recta mediatriu és la recta que passa pels punts 1O , 2O  

Aleshores, 21OO  és perpendicular a AB  
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Teorema de Napoleó 1: 

Si sobre els costats d’un triangle qualsevol 
∆

ABC  construïm tres triangles equilàters 
exteriors, els centres d’aquests tres triangles són, a la vegada els vèrtexs d’un nou 
triangle equilàter. 

 
En la figura considerem: 

El triangle equilàter 
∆

'BCA  de centre M i la seua circumferència circumscrita 1C , 

El triangle equilàter 
∆

'ACB  de centre N i la seua circumferència circumscrita 2C , 

El triangle equilàter 
∆

'ABC  de centre P i la seua circumferència circumscrita 3C . 
 
Siga F el punt intersecció de les circumferències 1C , 2C . 

º120AFC =∠ , º120BFC =∠  (per ser angles interiors de les circumferències 1C , 2C , 
respectivament). 
 
Aleshores l’angle º120AFB =∠  
Per tant, el quadrilàter AFBC’ és inscriptible en una circumferència. 

El triangle 
∆

'ABC  està inscrit en la circumferència 3C  aleshores F pertany a 3C . 
 
Per tant F és la intersecció de les tres circumferències. 
 
Considerem els segments CF,AF  

Els segments NP , AF  són perpendiculars (pel lema A, F és la intersecció de 1C , 3C  i 
N, i P els centres d’ambdues circumferències).  
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Anàlogament els segments NM , CF  són perpendiculars.  
 
Considerem el segment NP  que talla el segment AF  en el punt X. 
Considerem el segment NM  que talla el segment CF  en el punt Y. 
Per tant, º90NXF =∠ , º90NYF =∠ . 
 
El quadrilàter NXFY és inscriptible en una circumferència (la suma de dos angles 
oposats és 180º) 

º120XFY =∠  
Aleshores, º60XNY =∠  
 
Anàlogament provaríem que º60NPM,º60NMP =∠=∠  
 

Aleshores els triangle 
∆

MNP  és equilàter. 
 
 
Conseqüències: 
 
Teorema d’Steiner 
En la construcció anterior: 
Els segments 'AA , 'BB , 'CC  s’intersecten en el punt F que s’anomena punt d’Steiner 
o de Fermat. 
A més a més 'CC'BB'AA ==  
 
Demostració: 

=∠ FA'B 60º, º120AFB =∠ , per tant B’, F, B estan alineats 
Anàlogament A’, F, A estan alineats i C’, F, C estan alineats. 
 

Notem que un gir de 60º de centre A del triangle 
∆

B'CB  és transforma en el triangle 
∆

'CAA , aleshores 'BB'AA = . 
 
Anàlogament 'CC'BB =  
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Teorema de Napoleó 2:  
 

Si sobre els costats d’un triangle qualsevol 
∆

ABC  construïm tres triangles equilàters 
interiors, els centres d’aquests tres triangles són, a la vegada els vèrtexs d’un nou 
triangle equilàter. 
 
Demostració: 

 
Siguen els segments z'P'My'N'Mx'P'N ===  
 
Volem demostrar que zyx ==  
 
∠P’AB=30º    ∠CAN’=30º 

3
3
b

'AN3
3
c

'AP ==  

 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

'P'AN  
 

)º60Acos(3
3
b

3
3
c

23
3
b

3
3
c

x
22

2 −⋅⋅⋅−




+





=  

( ))º60Acos(bc2bc
3
1

x 222 −⋅−+=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

'N'CM . 
 

)º60Ccos(3
3
b

3
3
a

23
3
b

3
3
a

y
22

2 −⋅⋅⋅−




+





=  

( ))º60Ccos(ab2ba
3
1

y 222 −⋅−+=  

 

( ))º60Ccos(a)º60Acos(c(b2ac
3
1

yx 2222 −⋅−−⋅−−=−  
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Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC     
Asin
Csina

c
⋅=  

=













 −⋅−−⋅⋅−−=− )º60Ccos(a)º60Acos(

Asin
Csina

b2ac
3
1

yx 2222  

=













 +−+−−= )Csinº60sinCcosº60(cos)Asinº60sinAcosº60(cos

Asin
Csin

ab2ac
3
1 22

 

=



















−−+−−= Csin

2
3

Ccos
2
1

Asin
Asin
Csin

2
3

Acos
Asin
Csin

2
1

ab2ac
3
1 22  

=













 −−−= CcosAcos

Asin
Csin

abac
3
1 22  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC     
Asin
Csina

c
⋅=  

i el teorema del cosinus  
ab2

bac
Ccos

bc2
cba

Acos
222222

−
−−=

−
−−=  

Obtenim: 

=

















−

−−
−

−
−−

−−=−
ab2

bac
bc2

cba
a
c

abac
3
1

yx
222222

2222  

               =
















 −−
+

−
−−

−−=
ab2

bac
abc2

)cba(c
abac

3
1 222222

22  

               0
2

bac
2

cba
ac

3
1 222222

22 =




 −−−−−+−=  

Aleshores, yx0yx 22 =⇒=−  
 
Anàlogament demostraríem que  0xz 22 =−  
 

Per tant, el triangle 
∆

'P'N'M  és equilàter. 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 44 

Teorema d’àrees dels triangles de Napoleó. 
 
La diferència entre les àrees dels triangles equilàters de Napoleó (exterior i  interior) és 

igual a l’àrea del triangle 
∆

ABC . 
 
Demostració: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Siga 
∆

MNP  el triangle de Napoleó construït amb els centres dels triangles equilàters 

construïts sobre els costats del triangle 
∆

ABC  i exteriors al triangle.  

Siga 
∆

'P'N'M  el triangle de Napoleó construït amb els centres dels triangles equilàters 

construïts sobre els costats del triangle 
∆

ABC  i interiors al triangle.  
 

L’àrea del triangle 
∆

ABC  és Asinbc
2
1

ABC ⋅=



 ∆

 

Els triangles 
∆

MNP , 
∆

'P'N'M  són equilàters, per tant: 

L’àrea del triangle 
∆

MNP  és igual a  
2

NP
2
3

MNP =



 ∆

 

L’àrea del triangle 
∆

'P'N'M  és igual a  
2
'P'N

2
3

'P'N'M =



 ∆

 

En el teorema de Napoleó havíem provat que: 

( ))º60Acos(bc2bc
3
1

NP 222
+⋅−+=  

( ))º60Acos(bc2bc
3
1

'P'N 222
−⋅−+=  

La diferència d’àrees és: 

( )( ) =−−+−=−=



−



 ∆∆

º60Acos()º60Acos(bc2
6
3

'P'N
2
3

NP
2
3

'P'N'MMNP
22

 

( ) =−++−= )º60Acos()º60Acos()bc2(
6
3

 





=⋅=










+++−=

∆
ABCAsinbc

2
1

Asin
2
3

Acos
2
1

Asin
2
3

Acos
2
1

bc
3
3
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Teorema de Napoleó 3. 

Dividim els costats d’un triangle 
∆

ABC  qualsevol en tres parts iguals. Sobre cadascuna 

de les parts centrals dibuixem tres triangles equilàters exteriors al triangle 
∆

ABC , els 
vèrtexs exteriors d’aquests tres triangles equilàters són, a la vegada els vèrtexs d’un 
nou triangle equilàter. 

 
Demostració: 
Notem que els punts P, Q, R són els centres dels triangles equilàters construïts sobre 

els costats del triangle 
∆

ABC  
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Teorema: Generalització del teorema de Napoleó. 
 

Siga el triangle 
∆

ABC .   

Sobre el costat BC, siga el punt X1 tal que k
BC

BX1 =   i el punt X2 tal que CXBX 21 =   

Sobre el costat CA, siga el punt Y1 tal que k
CA

CY1 =  i el punt Y2 tal que AYCY 21 =   

Sobre el costat AB, siga el punt Z1 tal que k
AB

AZ1 =   i el punt Z2 tal que BZAZ 21 =   

Siguen els triangles equilàters 
∆

321 XXX , 
∆

321 YYY , 
∆

321 ZZZ , 
∆

312 'XZY , 
∆

312 'YXZ , 
∆

312 'ZYX  en la mateixa orientació. 
Siguen: la recta r que passa pels punts X3, X’3 la recta s que passa pels punts Y3, Y’3 i 
la recta t que passa pels punts Z3, Z’3 
Aleshores: 

333333 'ZZ'YY'XX ==  
Les rectes r, s, t concorren en un punt i entre elles formen un angle de 60º. 
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Punts de Napoleó 
 
Teorema 1: 

Si sobre els costats d’un triangle 
∆

ABC  dibuixem tres triangles equilàters exteriors al 

triangle 
∆

ABC  (com el de la figura 1).  
Siguen P, Q, R els baricentres dels triangles equilàters exteriors. 
Aleshores les rectes AP, BQ, CR s’intersecten en un punt anomenat punt primer de 
Napoleó. 
 
Teorema 2: 

Si sobre els costats d’un triangle 
∆

ABC  dibuixem tres triangles equilàters interiors al 

triangle 
∆

ABC  (com el de la figura 2).  
Siguen P, Q, R els baricentres dels triangles equilàters interiors. 
Aleshores les rectes AP, BQ, CR s’intersecten en un punt anomenat punt primer de 
Napoleó. 
 

 
                     Figura 1                                                               Figura2 
Aquests punts ha estat estudiats per John Rigby 1988.
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Teoremes de Menelau i de Ceva. 
 
Teorema de Menelau. (demostració analítica) 

Siga el triangle 
∆

ABC , siguen els punts ACF,ABD ∈∈ .  
Siga la recta g que passa pels punts B, C. Siga el punt gE∈ . 
 

D, E, F estan alineats  ⇔  1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅  

 
Demostració: 
Siguen AFtCF,CEsBE,BDrAD ⋅=⋅=⋅= . 

Demostrarem  D, F, E, estan alineats  ⇔  1tsr =⋅⋅  
 
Considerem )0,c(C),b,a(A),0,0(B  

)b,ac(AC),0,c(BC),b,a(BA −−===  
 
Per estar D en el segment AB   )b,a(D αα .  
 Calculem α 

r1
1

)b,a(r)bb,aa(BDrAD
−

=α⇒αα=−α−α⇒⋅=  

Per estar E en la recta g   )0,c(E β . Calculem β 

s1
s

)0,cc(s)0,c(CEsBE
−

−=β⇒−β=β⇒⋅=  

 
Per estar F en el segment AC    )b),ac(c(F γ−−γ+ . Calculem γ  

t1
t

)bb,a)ac(c(t)b),ac((AFtCF
−

=γ⇒−γ−−−γ−=γ−−γ⇒⋅=  

 

D, F, E  estan alineats  ⇔  { }FE,DE  són linealment dependents  
 

)b),ac(cc(FE)b,ac(DE γ−γ−−β=α−α−β=  
 

D, F, E  estan alineats  ⇔  ⇔
γ
α−=

−γ−−β
α−β

b
b

)ac(cc
ac

 

⇔αγ−αγ+α+αβ−=αγ−βγ⇔
γ
α−=

−γ−−β
α−β⇔ acccac

)ac(cc
ac

 

 
⇔αγ+α+αβ−=βγ⇔  

Substituint 
t1

t
,

s1
s

,
r1

1
−

=γ
−

−=β
−

=α  

1tsr
t1

t
r1

1
r1

1
s1
s

r1
1

t1
t

s1
s =⋅⋅⇔

−
⋅

−
+

−
+

−
−⋅

−
−=

−
⋅

−
−⇔  
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Teorema de Menelau. (demostració sintètica) 

Siga el triangle 
∆

ABC , siguen els punts ACF,ABD ∈∈ .  
Siga la recta g que passa pels punts B, C. Siga el punt gE∈ . 
 

D, E, F estan alineats  ⇔  1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅  

 
)(⇒  

 
Suposem que D, E, F estan alineats. Siga r la recta que passa pels punts D, E, F. 
 
Siguen CN,AM,BL  perpendiculars a la recta r, tal que L, M, N pertanyen a la recta r. 

Aleshores, CN,AM,BL  són paral· lels. 
Aplicant el teorema de Tales, 

BL

AM

BD

AD = ,       
CN

BL

CE

BE
= ,      

AM

CN

AF

CF =  

 
Multiplicant les tres igualtats: 

1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅  

)(⇐  

Suposem que els punts    ACF,ABD ∈∈ , gE∈ , tal que, 1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅    

Siga la recta s que passa pels punts E, F. 
La recta s talla la el costat AB  en el punt D’ 
 

Com D’, E, F estan alineats es compleix 1
AF

CF

CE

BE

'BD

'AD
=⋅⋅  

Igualant les dues expressions, 
BD

AD

'BD

'AD =   

Els punts D, D’ pertanyen al costat AB  i divideixen el costat AB  amb la mateixa raó, 
per tant D i D’ coincideixen. 
Aleshores D, E, F estan alineats. 
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Teorema de Ceva. (demostració analítica) 

Siga el triangle 
∆

ABC , siguen els punts ACF,BCE,ABD ∈∈∈ . 

Siguen AFtCF,CEsBE,BDrAD ⋅=⋅=⋅= . 
 
Aleshores,  els segments CD,BF,AE  es tallen en un punt T  ⇔  1tsr −=⋅⋅  
 
 
Demostració: 
 
(⇒) 
 
Suposem que els segments CD,BF,AE     
es tallen en un punt T 
 

Aleshores ATmET ⋅=  
 
Com que CEsBE ⋅= ,   EC)s1(ECCEsECBEBC −=+⋅=+=  
 

Els punts D, T, C estan alineats, aplicant el teorema de Menelau al triangle 
∆

BAE  
 

1m)s1(r =⋅−⋅     (1) 
 

Com que CEsBE ⋅= ,  EB
s
1

1EBBE
s
1

EBCECB 




 −=+⋅=+=  

 

Els punts B, T, F estan alineats, aplicant el teorema de Menelau al triangle 
∆

AEC  

1m
s
1

1
t
1 =⋅





 −⋅     (2) 

 
Dividint les expressions (1), (2) 

1tsr1
m

s
1s

t
1

m)s1(r −=⋅⋅⇒=





 −

−
 

 
(⇐) 
Suposem que els segments CD,BF,AE   no es tallen en un punt T 
 
Suposem que els segments CD,BF  es tallen en T. 
 

Considerem el segment 'AE  que passa per T i talla en E’ el segment BC  
 

Siga 'CEx'BE ⋅= ,  xs ≠   (ja que 'EE ≠ ) 
Per la implicació anterior ( CD,BF,'AE , es tallen en T), 1txr −=⋅⋅ , 
Com que 1tsrsx −≠⋅⋅⇒≠  
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Teorema de Ceva. (demostració sintètica). 

Siga el triangle 
∆

ABC , siguen els punts ACF,BCE,ABD ∈∈∈ . 
Aleshores, 

els segments CD,BF,AE  es tallen en un punt T  ⇔   1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅  

 
Demostració: 

Anomenem 



 ∆
XYZ  a l’àrea del triangle 

∆
XYZ  

 
)(⇒  

Suposem que CD,BF,AE  es tallen en un punt T 
Dos triangle que tenen la mateixa altura les àrees són proporcionals a les bases. 













=





−









−





=













=













=
∆

∆

∆∆

∆∆

∆

∆

∆

∆

BTC

ATC

BDTBDC

ADTADC

BDT

ADT

BDC

ADC

BD

AD
 













=





−









−





=













=













=
∆

∆

∆∆

∆∆

∆

∆

∆

∆

ATC

ATB

CETCEA

BETBEA

CET

BET

CEA

BEA

CE

BE
 













=





−









−





=













=













=
∆

∆

∆∆

∆∆

∆

∆

∆

∆

ATB

BTC

AFTAFB

CFTCFB

AFT

CFT

AFB

CFB

AF

CF
 

Multiplicant les tres igualtats: 

1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅  

 
)(⇐  

Siguen els punts ACF,BCE,ABD ∈∈∈  tal que 1
AF

CF

CE

BE

BD

AD
=⋅⋅    (1) 

Siga T el punt intersecció de BF,AE  

Siga la recta r que passa pels punt C, T que talla el costat AB  en D’ 
Vegem que D es igual a D’ 

ACF,BCE,AB'D ∈∈∈  i es tallen en T aleshores, 1
AF

CF

CE

BE

'BD

'AD
=⋅⋅     (2) 

Igualant les dues (1), (2) expressions, 
BD

AD

'BD

'AD
=   

Els punts D, D’ pertanyen al costat AB  i divideixen el costat AB  amb la mateixa raó, 
per tant D i D’ coincideixen. 
Aleshores D, E, F estan alineats. 
 
Nota: tres segments que parteixen dels tres vèrtexs d’un triangle i que tallen els 
costats oposats i els tres es tallen en un punt s’anomenen cevianes del triangle. 
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Primer teorema de Von Aubel: 

Siga un triangle 
∆

ABC  i siguen els punts H, I, J sobre els costats a, b, c 
respectivament, tals que els segments AH, BI, CJ concorren en el punt K. 
Aleshores: 

IC

AI

JB

AJ

KH

AK
+=

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Demostració: 

Aplicant el teorema de Menelau al triangle 
∆

AHB  

1
AK

KH

HC

BC

JB

AJ
=⋅⋅ , per tant,    

KH

AK

BC

HC

JB

AJ
⋅=     (1) 

Aplicant el teorema de Menelau al triangle 
∆

AHC  

1
AK

KH

HB

CB

IC

AI
=⋅⋅ , per tant,  

KH

AK

BC

HB

IC

AI
⋅=     (2) 

 
Sumant les expressions (1) i (2) 

KH

AK

BC

HBHC

KH

AK

KH

AK

BC

HB

KH

AK

BC

HC

IC

AI

JB

AJ =




 +=⋅+⋅=+   

 
Anàlogament: 

JC

BJ

HC

BH

KI

BK
+=  

 

IA

CI

HB

CH

KJ

CK
+=  
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Teorema: Recta d’Euler. 
 
El baricentre de qualsevol triangle està 
alineat amb l’ortocentre i el circumcentre, i a 
doble distància del primer que del segon. A 
la recta que uneix els tres punts s’anomena 
recta d’Euler. 
 
Demostració: 
 

Considerem el triangle 
∆

ABC . 
 
Siguen les mitjanes, ba BM,AM  
Siga G el baricentre del triangle. 
Siga P el punt mig del segment AG . 
Siga Q el punt mig del segment BG . 
 
Tracem les altures als vèrtexs A i B 
les quals es tallen en l’ortocentre H 
 
Per P i Q tracem, respectivament,  
dues paral· leles r, s a les altures, que es tallaran en un punt M’, punt mig del segment 

HG ( per ser r i s paral· leles mitjanes dels triangles 
∆∆

BHGiAHG  respectivament.). Per 

tant GH
2
1

'GM =  

Considerem la recta r’ simètrica de r respecte del punt G. 
Considerem la recta s’ simètrica de s respecte del punt G. 
 
Observem que el punt aM  pertany a la recta r’. 
Observem que el punt  bM  pertany a la recta s’. 
 
Siga el punt M la intersecció de les rectes r’ i s’. 
 
M és el punt simètric de M’ respecte del punt G. Per tant M, G, M’, H estan alineats. 

'GMGM =  
 
La recta r’ és paral· lela a l’altura que passa per A  
La recta s’ és paral· lela a l’altura que passa per B 
 
Per tant M és el circumcentre. 
 

A més a més, per la simetria, GH
2
1

'GMGM ==  
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Teorema de Morley.  (demostració trigonomètrica) 

En tot triangle 
∆

ABC  les semirectes que divideixen cadascun dels angles A, B, C, en 

tres parts iguals determinen un triangle equilàter 
∆

LMN  (veure figura). 

 
Aquest teorema no es pot demostrar mitjançant regle i compàs ja que no es pot fer la 
trisecció d’un angle amb regle i compàs. 
 
Lema 1: 

α−αα=α 32 sincossin33sin  
αα−α=α cossin3cos3cos 23  

 
Lema 2: 
a) )º60sin()º60sin(sin43sin α−α+α=α  

b) )(sin)cos(sinsin2sinsin 222 β+α=β+αβα+β+α  
 
 
Demostració trigonomètrica del teorema de Morley. 

 
º60=γ+β+α  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC  

R2
3sin

c
3sin

b
3sin

a =
γ

=
β

=
α

   on OAR =  és el radi de la circumferència circumscrita. 
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Apliquem el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABL  

)sin(
c

)º180sin(
c

sin
AL

β+α
=

β−α−
=

β
 

 
Com que γ= 3sinR2c  
 

)º60sin(
3sinsinR2

AL
γ−

γβ=  

 
Aplicant el lema 2a:    )º60sin()º60sin(sin43sin γ−γ+γ=γ  

)º60sin(sinsinR8AL γ+γβ=  
 
Anàlogament: 

)60sin(sinsinR8AN β+γβ=  
 

Apliquem el teorema del cosinus al triangle 
∆

ALN  
 

=α⋅⋅⋅−+= cosANAL2ANALLN
222

 
( )αβ+γ+⋅−β++γ+γβ= cos)º60sin()º60sin(2)º60(sin)º60(sinsinsinR64 22222  

 
γ+β+=α− º120º180 , per tant, )º120cos(cos γ+β+−=α  

Aplicant el lema 2b 
α=γ+β+=γ+β+β+γ+⋅+β++γ+ 2222 sin)º120(sin)º120cos()º60sin()º60sin(2)º60(sin)º60(sin

 
Aleshores, 

αγβ= 2222 sinsinsinR64LN  
 
Per simetria de la fórmula: 

γβα= 2222 sinsinsinR64LM  

γβα= 2222 sinsinsinR64MN  

Aleshores el triangle 
∆

LMN  és equilàter. 
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La circumferència d’Euler. 
 

Donat qualsevol triangle 
∆

ABC  existeix la circumferència d’Euler que conté els 
següents 9 punts: 

cba H,H,H , els tres peus de les altures del triangle 
∆

ABC . 

cba M,M,M , els tres punts mig dels costats del triangle 
∆

ABC . 

cba N,N,N , els tres punts mig dels segments compresos entre els vèrtexs i l’ortocentre. 

 
 
Demostració: 

 
Siguen H l’ortocentre del triangle i O el circumcentre del triangle. 

Els triangles 
∆

caMBM , 
∆

ABC  són semblants i la raó de semblança és 
2
1

. 

Els triangles 
∆

caNHN , 
∆

HAB  són semblants i la raó de semblança és 
2
1

. 

Aleshores caca MMNN =  i són paral· lels. 
 

Els triangles 
∆

acMCN , 
∆

CHB  són semblants i la raó de semblança és 
2
1

. 

Els triangles 
∆

caMAN , 
∆

AHB  són semblants i la raó de semblança és 
2
1

. 

Aleshores, caca NMMN =  i són paral· lels. 
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Per altra banda, BH és perpendicular a AC , per tant, acMN  és perpendicular a caMM  
Per tant, caca NMMN  és un rectangle. 

Aleshores el rectangle caca NMMN  està inscrit en una circumferència de diàmetre 

ccaa MNMN =  

 
 
Anàlogament provaríem que baba NMMN  és un rectangle que està inscrit en la 

circumferència de diàmetre aaMN . 
 
Com que º90MHN aba =∠ ,  bH  pertany a la circumferència de diàmetre aaMN  
Anàlogament ca H,H  pertanyen a la mateixa circumferència.  
 
Propietat: 
El centre de la circumferència d’Euler és el punt mig entre l’ortocentre i el circumcentre 
del triangle. 
 
Propietat 
El radi de la circumferència d’Euler és la meitat del radi de la circumferència 
circumscrita al triangle. 
 
Propietat: 
La circumferència d’Euler és tangent a les circumferències inscrita i exinscrites al 
triangle. 
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La recta de Simson 
 
Teorema: La recta de Simson 

Siga el triangle 
∆

ABC  
Siga P un punt del plànol. 
Siguen 321 P,P,P , les projeccions del punt P sobre els costats (o les rectes que formen 
els costats) a, b, c. 

Aleshores:  

P pertany a la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC  si i només si els punts 

321 P,P,P  estan alineats. 
 
Demostració: 

)(⇒  
Suposem que el punt P està en la circumferència circumscrita en l’arc BC que no conté 
A. Els altres casos es demostrarien canviant de nom els vèrtexs 
Siguen 321 P,P,P , les projeccions del punt P sobre els costats a, b, c (o les rectes que 
formen els costats). 

Considerem la circumferència circumscrita al triangle 
∆

BPP3  de diàmetre BP , per ser 

l’angle º90BPP3 =∠   

El quadrilàter 31PBPP  és cíclic, perquè, º90PPP 31 =∠ , 
Considerem els angles 331 BPP,PBP ∠=β∠=α  
Aleshores, β=α  per ser inscrits i abraçar el mateix arc. 
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El quadrilàter 12CPPP  és cíclic per ser º90PCPCPP 12 =∠=∠  

Considerem els angles 221 CPP,PCP ∠=δ∠=γ  

 
Aleshores, δ=γ   per ser inscrits i abraçar el mateix arc. 
 

Considerem la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 

 
P pertany a la circumferència circumscrita si i només si Aº180CPB −=∠  
El quadrilàter 32 APPP  és cíclic per ser º90PAPAPP 32 =∠=∠  
Aleshores, Aº180PPP 32 −=∠  

Aleshores, Aº180PPPCPB 32 −=∠=∠         (1) 
Restant a la igualtat (1) l’angle 3CPP∠  tindríem que δ=β . 
 
Aleshores, γ=α , per tant, els punts 321 P,P,P  estan alineats ja que B,P,C 1  estan 
alineats. 
 
( )⇐  

Si els punts 321 P,P,P  estan alineats invertint l’ordre de la demostració anterior podem 

concloure que P pertany a la circumferència circumscrita del triangle 
∆

ABC . 
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Teorema  

Siga el triangle 
∆

ABC  
Siga el punt P P’ de la circumferència circumscrita al triangle. 
L’angle de les recteds de Simson dels punts P, P’ mesura la meitat de l’arc PP’ de la 

circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 

 
 
Teorema  

Siga el triangle 
∆

ABC  
Siga el punt P de la circumferència circumscrita al triangle. 
La recta de Simson del punt P equidista del punt P i de l’ortocentre H del triangle 

∆
ABC . 

 
 
  



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 61 

Teorema de Stewart 

Siga un triangle 
∆

ABC : 
Siga N un punt qualsevol sobre el costat AB  
Aleshores: 

0ABBNANABCNANBCBNAC
222

=⋅⋅−⋅−⋅+⋅  

 
Demostració: 

 

Siga CH  l’altura del triangle 
∆

ABC . 

Provem que: NHBN2BNCNa
222 ⋅++=  

Apliquem el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

CBH  ( ) 222 CHNHBNa ++=  

Apliquem el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

CNH    
222

CHNHCN +=  

Aïllant 
2

CH  de les dues igualtats i igualant: 

( ) 2222 NHCNNHBNa −=+−  

Simplificant: NHBN2BNCNa
222 ⋅++=                    (1) 

 

Anàlogament:    NHNA2NACNb
222 ⋅−+=              (2) 

 
Multiplicant (1) per NA  

NHNABN2BNNACNNAaNA
222 ⋅⋅+⋅+⋅=⋅             (3) 

Multiplicant (2) per BN 

NHNABN2NABNCNBNbBN
222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅             (4) 

Sumant (3) i (4) 

=⋅+⋅+⋅+⋅=⋅+⋅
222222 ANBNCNBNBNANCNANbBNaAN  

                           ( ) ( )BNANBNANBNANCN
2

+⋅++=  

Simplificant ( ABBNAN =+ ) 
 

0ABBNANABCNANBCBNAC
222

=⋅⋅−⋅−⋅+⋅  
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Teorema de E. Catalan (1814-1894). Circumferència de Taylor. 
  
Si els peus de les altures d’un triangle les projectem sobre els altres costats, s’obtenen 
6 punts que formen un hexàgon inscrit en una circumferència. 
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Set teoremes sobre radis. 
 
Teorema 1:  

Siga el triangle 
∆

ABC . Siguen r i R els radis de les circumferències inscrita i 
circumscrita, respectivament. 

Aleshores:  




⋅





⋅





⋅=

2
C

sin
2
B

sin
2
A

sin4
R
r

 

Demostració: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sabem que els radis de la circumferència inscrita i de la circumscrita en funció del 
costats són: 

p
)cp)(bp)(ap(

r
−−−=       

)cp)(bp)(ap(p4

abc
R

−−−
= ,  on 

2
cba

p
++=  

 

Aleshores; 
abc

)cp)(bp)(ap(4
R
r −−−=        (1) 

 

Pel teorema del cosinus: 
bc2

)ap(p
bc2

)acb)(cba(
bc2

acb
Acos

222 −=−+++=−+=  

=+−−=

−+−
=−=







bc4
acbbc2

2
bc2

acb
1

2
Acos1

2
A

sin
222

222

2    

               
bc

)bp)(cp(
bc4

)cba)(cba(
bc4

)cb(a 22 −−=+−−+=−+= ,   

per tant,    
bc

)cp)(bp(
2
A

sin
−−=





   

Anàlogament:,  
ac

)cp)(ap(
2
B

sin
−−=





     

ab
)bp)(ap(

2
C

sin
−−=





  

=−−⋅−−⋅−−=




⋅





⋅





⋅

ab
)bp)(ap(

ac
)cp)(ap(

bc
)cp)(bp(

4
2
C

sin
2
B

sin
2
A

sin4             

            
abc

)cp)(bp)(ap(
4

−−−⋅=               (2) 

 

De (1) i (2) podem concloure que      




⋅





⋅





⋅=

2
C

sin
2
B

sin
2
A

sin4
R
r
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Teorema 2 

En qualsevol triangle 
∆

ABC   els radis de la circumferència inscrita r, circumscrita R i els 
3 radis de les circumferències exinscrites tenen la següent relació: 

R4rrrr cba =−++  
 

 
 
Demostració: 
A partir de la proporció entre els radis de les circumferències inscrita i exinscrites 
obtenim les fórmules dels radis de les exinscrites en funció dels costats: 

ap
pr

ra −
⋅= ,    

bp
pr

rb −
⋅= ,    

ap
pr

rc −
⋅= ,    on 

2
cba

p
++=  

També sabem que,   )cp)(bp)(ap(ppr −−−=⋅ ,   
pr4

abc
R

⋅
=  

Calculem 
R
r

R

r

R

r

R

r cba −++  

=−
−

+
−

+
−

=−++

rp4
abc

r

rp4
abc

cp
rp

rp4
abc

bp
rp

rp4
abc

ap
rp

R
r

R
r

R
r

R
r cba  

         =−
−

+
−

+
−

=
abc

pr4
abc)cp(

pr4
abc)bp(

pr4
abc)ap(

pr4 2222222

 

        ( ) =−−−−−−+−−+−−= )cp(bp)(ap()bp)(ap(p)cp)(ap(p)cp)(bp(p
abc
4

 

         4abc
abc
4 ==  

Aleshores, R4rrrr cba =−++  
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Teorema 3: 

En qualsevol triangle 
∆

ABC  la relació dels radis de la circumferència inscrita, i de les 
exinscrites és la següent: 

cba r
1

r
1

r
1

r
1 ++=  

  
Demostració 
A partir de la proporció entre els radis de la circumferència inscrita i les exinscrites 
obtenim: 
 

p
ap

r
r

a

−= ,     
p

bp
r
r

b

−= ,     
p

cp
r
r

c

−= ,   on 
2

cba
p

++=  

 

1
p

cp
p

bp
p

ap
r
r

r
r

r
r

cba

=−+−+−=++  

Dividint l’expressió per r: 

cba r
1

r
1

r
1

r
1 ++=  

 

Nota: Una altra fórmula de radis: 1
r
r

r
r

r
r

cba

=++  
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Teorema 4: 

Siga el triangle 
∆

ABC . 
Siguen r el radi de la circumferència inscrita i ra rb rc els radis de les circumferències 
exinscrites. 
Aleshores: 

2
2

cba rp
2

cba
rrrr =





 ++=⋅⋅  

 
Demostració: 
A partir de la proporció entre els radis de les circumferències inscrita i exinscrites 
obtenim les fórmules dels radis de les exinscrites en funció dels costats: 

ap
pr

ra −
⋅= ,    

bp
pr

rb −
⋅= ,    

ap
pr

rc −
⋅= ,    on 

2
cba

p
++=  

El radi de la circumferència inscrita en funció dels costats és:  
p

)cp)(bp)(ap(
r

−−−=  

2

3
3233

cba rp
)cp)(bp)(ap(

p
p

)cp)(bp)(ap(
r

)cp)(bp)(ap(
prr

)cp)(bp(ap(
pr

rrr =
−−−

−−−

=
−−−

⋅⋅
=

−−−
=⋅⋅  
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Teorema d’Euler: Distància entre l’incentre i el circumcentre 
 

Siga el triangle 
∆

ABC  i siguen R el radi de la circumferència circumscrita(de centre O) i 
r el radi de la circumferència inscrita(de centre I). 
Aleshores: 

Rr2ROI 22
−=  

 
Demostració: 
Siga OId = .  
Siga AX  la bisectriu a l’angle A.  
Notem que X és el punt mig de l’arc BC.  

Vegem que el triangle 
∆

BIX  és isòsceles. 

2
B

IBC,
2
A

CBX =∠=∠  

2
BA

BIX,
2

BA
IBX

+=∠+=∠ , per tant 
∆

BIX  és isòsceles. 

Aleshores:  XCXBIX ==   

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABX         R2

2
A

sin

XB
=     

2
A

sinR2XB ⋅=⇒  

Aplicant raons trigonomètriques al triangle rectangle 
∆

AIY      

2
A

sin

r
IA =      

Apliquem la potencia del punt I respecte de la circumferència circumscrita al triangle  

Rr2

2
A

sin

r
2
A

sinR2IXIAdR 22 =⋅⋅=⋅=−  

Aleshores, Rr2ROI 22
−=    

 
Nota:  0Rr2R2 ≥− ,  Aleshores tenim la desigualtat,  r2R ≥ .  
 
Teorema 6: 
Siguen r, R els radis de les circumferències inscrita i circumscrita d’un triangle 

qualsevol 
∆

ABC  i siga OId =  la distància entre els 
centres de les dues circumferències anteriors.  
Aleshores: 

dR
1

dR
1

r
1

+
+

−
=  

 
 
Demostració: 
Pel teorema d’Euler sobre la distància entre l’incentre i el circumcentre: 

Rr2ROId 222 −==        on R és el radi de la circumferència circumscrita i r el radi de 
la circumferència inscrita. 
 

Rr2RddRrR2
)rR)(rR(

R2
r
1

dR
1

dR
1

r
1 2222 −=⇔−=⇔

+−
=⇔

+
+

−
=  
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Teorema de Carnot:  

Siga el triangle 
∆

ABC  acutangle. Siguen els punts O, I el circumcentre i l’incentre del 
triangle, respectivament. Siguen R, r els radis de les circumferències circumscrita i 
inscrita al triangle, respectivament. 
Siguen 321 O,O,O  els punts mig dels costats. 

Aleshores: rROOOOOO 321 +=++  
 

 
 
Demostració: 

Siga O el centre de la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC  de radi R. 

Siga r el radi de la circumferència inscrita al triangle 
∆

ABC . 
Siguen 321 O,O,O  els punts mig dels costats a, b, c, respectivament. 

rpABCÀrea =
∆

,   on p és el semiperímetre del triangle 
∆

ABC . 
∆∆∆∆

++= ACOÀreaBCOÀreaABOÀreaABCÀrea . 
Per tant, 321 OOcOObOOarp2 ⋅+⋅+⋅=⋅          (1) 
 
El quadrilàter 32OOAO  és cíclic ja que º90OAOOAO 23 =∠=∠  

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

32OAO  són semblants i la raó de semblança és 2:1 

Per tant el radi de la circumferència circumscrita al triangle 
∆

32OAO  és 
2
R

 

Cº90OOO 32 −=∠ ,  Bº90OOO 23 −=∠  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

32OAO ,  






=

−
=

− 2
R

2
)Cº90sin(

OO

)Bº90sin(

OO 32 . Aleshores, BcosROO2 ⋅= , CcosROO3 ⋅=  

Anàlogament, AcosROO1 ⋅=  
 
Sabem que: 

CcosbBcosca ⋅+⋅=  
CcosaAcoscb ⋅+⋅=  
BcosaAcosbc ⋅+⋅=  

Sumant les tres equacions: 
Ccos)ba(Bcos)ca(Acos)cb(p2 +++++=  
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Multiplicant l’equació per R 
CcosR)ba(BcosR)ca(AcosR)cb(pR2 ⋅++⋅++⋅+=  

Aleshores: 

321 OO)ba(OO)ca(OO)cb(pR2 +++++=                (2) 
Sumant (1) i (2) 

321 OO)cba(OO)cba(OO)cba(pR2pr2 ++++++++=+  
Simplificant: 

rROOOOOO 321 +=++  
 
Nota: si A és obtusangle la fórmula és: rROOOOOO 321 +=++−   
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Quatre teoremes sobre triangles equilàters 
 
Teorema 1: 

Siga el triangle equilàter 
∆

ABC . 

Siga P un punt en l’arc menor de la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 
Proveu que BPAPCP +=  

 
Solució: 

Siga ABa = el costat del triangle equilàter 
∆

ABC  

El quadrilàter APBC es inscrit en la circumferència circumscrita del triangle 
∆

ABC . 
Aplicant el teorema de Ptolomeu: 

ACBPBCAPABCP ⋅+⋅=⋅  
Per ser el triangle rectangle: 

aBPaAPaCP ⋅+⋅=⋅  
Simplificant: 

BPAPCP += . 
 
 
Teorema 2: 

Siga el triangle equilàter 
∆

ABC  de costat a 

Siga P un punt de la circumferència inscrita al triangle 
∆

ABC . 
Aleshores: 

2
222

2
a

5CPBPAP 




=++  

 
Solució: 
Sense restar generalització podem suposar que 
a=1 
Considerem el plànol cartesià, d’origen el 

baricentre del triangle 
∆

ABC  
 
Aleshores: 
Les coordenades dels vèrtexs del triangle són: 
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









−

−
6
3

,
2
1

A , 









−

6
3

,
2
1

B , 









3
3

,0C  

El radi de la circumferència inscrita és 
6
3

 

L’equació de la circumferència inscrita és: 
2

22
1 6

3
yxC 










=+≡  

Siga un punt P de la circumferència, 









−± 2x

12
1

,xP  

• Considerem el cas 









− 2x

12
1

,xP  

 
Calculem les distàncies del punt P als vèrtexs: 

2

2
2

6
3

x
12
1

2
1

x)P,A(d 









+−+





 +=   

2

2
2

6
3

x
12
1

2
1

x)P,B(d 









+−+





 −=  

2

22

3
3

x
12
1

x)P,C(d 









−−+=  

4
5

3
3

x
12
1

x
2
1

x
6
3

x
12
1

2
2
1

xCPBPAP

2

22
22

2
2

222
=










−−++






 −+










+−+






 +=++

 

• El cas 









−− 2x

12
1

,xP  és anàleg. 

 
Teorema 3: 

Siga el triangle equilàter 
∆

ABC  de costat a. 

Siga P un punt de la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 
Aleshores: 

2222
a2CPBPAP =++  

 
Solució: 
Sense restar generalització podem suposar 
que a=1 
Considerem el plànol cartesià, d’origen el 

baricentre del triangle 
∆

ABC  
 
Aleshores: 
Les coordenades dels vèrtexs del triangle 
són: 
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









−

−
6
3

,
2
1

A , 









−

6
3

,
2
1

B , 









3
3

,0C  

El radi de la circumferència circumscrita és 
6
3

. 

L’equació de la circumferència inscrita és: 
2

22
1 3

3
yxC 










=+≡  

 

Siga un punt P de la circumferència, 









−± 2x

3
1

,xP  

• Considerem el cas 









− 2x

3
1

,xP  

Calculem les distàncies del punt P als vèrtexs: 
2

2
2

6
3

x
3
1

2
1

x)P,A(d 









+−+





 +=   

2

2
2

6
3

x
3
1

2
1

x)P,B(d 









+−+





 −=  

2

22

3
3

x
3
1

x)P,C(d 









−−+=  

 

2
3
3

x
3
1

x
2
1

x
6
3

x
3
1

2
2
1

xCPBPAP

2

22
22

2
2

222
=










−−++






 −+










+−+






 +=++

 

• El cas 









−− 2x

3
1

,xP  és anàleg. 
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Teorema de Vicenzo Viviani (1622-1703) 
 

 En un triangle equilàter 
∆

ABC  la suma de les 
perpendiculars d’un punt P interior al triangle (o del 
triangle) als costats és igual a l’altura del triangle. 
 
Demostració: 
 

Siga ABa = , el costat del triangle equilàter 
∆

ABC  

 

Considerem els triangles 
∆

ABP , 
∆

BCP, 
∆

ACP  
∆∆∆∆

++= ACPÀreaBCPÀreaABPÀreaABCÀrea  

2
PRa

2
PQa

2
PSa

2
CHa ⋅+⋅+⋅=⋅

 

Simplificant: 
PRPQPSCH ++= , la suma de les perpendiculars d’un punt P interior al triangle (o 

del triangle) als costats és igual a l’altura del triangle. 
 
Generalització: 

Si el punt P pertany al triangle 
∆

ABC  es té el mateix resultat. 
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Si el punt P és exterior al triangle 
∆

ABC , depén de la regió on es trobe es té el següent 
resultat: 
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Tres teoremes sobre l’ortocentre i l’altura. 
 
Teorema 1 

En qualsevol 
∆

ABC  considerem la altura al vèrtex A i el peu de l’altura D. 
Siga H el ortocentre del triangle. 
L’altura al vèrtex A talla la circumferència circumscrita al triangle en el punt K. 

Aleshores: DKHD =  
 
Demostració:  
Considerem la circumferència circumscrita al triangle 

∆
ABC . 
Podem notar que FCBBAD ∠=∠  per ser angles sobre 
rectes perpendiculars. 
 

BCKBAK ∠=∠  per ser angles inscrits que abracen el 
mateix arc. 

Aleshores els triangles 
∆∆

DKC,DHC  són iguals perquè són rectangles, tenen un angle 

agut igual i un catet DC  igual. 

Aleshores, DKHD =  
Anàlogament, FMHF,ELHE == . 
 
Teorema 2: 

Siga H l’ortocentre d’un triangle 
∆

ABC . 
El producte dels segments que cada altura queda dividida per l’ortocentre és igual en 
les tres altures. 
 
Demostració: 
Considerem la circumferència 1C  de diàmetre AB . 
Els punts ba H,H  pertanyen a la circumferència 1C . 
Aplicant la potència del punt H (ortocentre) respecte de 
la circumferència 1C . 

ba HHBHHHAH ⋅=⋅  
Anàlogament dibuixant la circumferència 2C  de 

diàmetre AC  demostraríem que: 

ca HHCHHHAH ⋅=⋅  
 
Teorema 3: 

Donat un triangle 
∆

ABC . Siga R el radi de la circumferència circumscrita al triangle. 
Siga aAHh =     l’altura al costat a. 
Aleshores: 

CsinBsinR2h ⋅⋅=  
Demostració: 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC ,  R2
Csin

c =  

Aplicant raons trigonomètriques Bsinch ⋅=  
Aleshores, CsinBsinR2h ⋅⋅=  
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Tres teoremes sobre el baricentre i les mitjanes. 
 
Teorema 1 

En un triangle 
∆

ABC , siga G el baricentre. 
Es compleix la següent igualtat: 






 ++=++

222222
CGBGAG3ACBCAB

 
Demostració: 
 
Les mesures de les mitjanes són: 

2
ac2b2

AMm
222

aA
−+==    

2
bc2a2

BMm
222

bB
−+==   

2
cb2a2

CMm
222

cC
−+==  

Per la propietat del baricentre aAM
3
2

AG = ,  bBM
3
2

BG = ,  bAM
3
2

CG =  

=











 −++











 −++











 −+=++

2
222

2
222

2
222222

2
cb2a2

3
2

2
bc2a2

3
2

2
ac2b2

3
2

CGBGAG

     ( ) )cba(
3
1

cb2a2bc2a2ac2b2
9
1 222222222222 ++=−++−++−+=  

 
 
Propietat del baricentre 2. 
 

Siga el triangle 
∆

ABC  i G el seu baricentre. 
Siga M un punt qualsevol del plànol. 
Aleshores: 

2222222
MG3CGBGAGMCMBMA ⋅+++=++  

 
 
 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 78 

Teorema 3 

La distància del baricentre d’un triangle 
∆

ABC  a una recta r exterior al triangle és igual 
a la mitjana aritmètica de les distàncies dels vèrtexs a la recta. 
  

 
  

Si la recta r talla el triangle 
∆

ABC , aleshores es dóna una de les tres igualtats: 

3
)r,C(d)r,B(d)r,A(d

)r,G(d
−+

=  

3
)r,C(d)r,B(d)r,A(d

)r,G(d
+−

=  

3
)r,C(d)r,B(d)r,A(d

)r,G(d
++−

=  
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Tres teoremes sobre triangles rectangles. 
 
Teorema 1: 

La suma dels catets d’un triangle rectangle 
∆

ABC , º90Â = és igual a la suma dels 
diàmetres de les circumferències inscrites i circumscrites. 

 
Demostració: 
Siga D el diàmetre de la circumferència circumscrita. Siga d el diàmetre de la 
circumferència inscrita. 

Siga 
2

cba
p

++=  el semiperímetre. 

apANAM −==  

bpBNBL −==  
 
Per ser º90Â =   el diàmetre de la circumferència circumscrita és la hipotenusa del 

triangle 
∆

ABC ,   aD =  
 
El radi de la circumferència inscrita és apr −=  
 

cbap2)ap(2adD +=−=−+=+  
Per tant, la suma dels diàmetres de les circumferències inscrita i circumscrita és igual 
a la suma dels catets d’un triangle rectangle. 
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Teorema 2: 

Considerem el triangle rectangle 
∆

ABC , A=90º. 
Sobre el que fem la construcció següent:  
(els polígons són quadrats) i les circumferències inscrites als triangles. 
Aleshores el radi de la circumferència mitjana és la mitjana geomètrica dels radis de 
les altres dues circumferències, és a dir, petitagranmitjana RRR ⋅=  

 
Demostració: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Els triangles 
∆∆∆∆

NMK,IHJ,FEB,ABC  són semblants. 
Siga 1x  el costat del quadrat EFGH. Siga 2x  el costat del quadrat IJKL. Siga 3x  el 

costat del quadrat MNOP. Siguen KLy,HJy,BEy 321 ===  

Els triangles 
∆∆

IHJ,ABC  són semblants, aleshores, 
b
a

x

y

2

2 =        (1) 

Els triangles 
∆∆

GKJ,ABC  són semblants, aleshores, 
a
c

x

yx

2

21 =
−

    (2) 

De (1) i (2) tenim que: 
ab

abc
x
x 2

2

1 +=  

Els triangles 
∆∆

IHJ,FEB  són semblants i la raó de semblança és k
ab

abc
x
x 2

2

1 =+=  

Per tant, k
R

R

mitjana

gran =  

Els triangles 
∆∆

NMK,ABC  són semblants, aleshores, 
b
a

x

y

3

3 =        (3) 

Els triangles 
∆∆

LMP,ABC  són semblants, aleshores, 
a
c

x

yx

3

32 =
−

    (4) 

De (3) i (4) tenim que: 
ab

abc
x
x 2

3

2 +=  

Els triangles 
∆∆

NMK,IHJ  són semblant i la raó de semblança és k
ab

abc
x
x 2

3

2 =+=  

Per tant, k
R

R

petita

mitjana =  

Aleshores, 
petita

mitjana

mitjana

gran

R

R

R

R
= ,  o bé,   petitagranmitjana RRR ⋅=  
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Teorema 3: 
a) La mitjana d’un triangle rectangle traçada a la hipotenusa és igual a la meitat de la 
hipotenusa. 
  
b) Si un triangle una de les mitjanes és mesura la meitat del costat sobre la que està 
traçada, el triangle és rectangle. 
 
Demostració: 
a)  

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC ,  º90Â =  
Siguen la mitjana AM  i l’altura AH  

=+=
222

AHMHAM                       (ja que el triangle 
∆

MAH és rectangle) 

         ( ) =+−=
22

AHHCMC  

         =+⋅−+=
222

AHHCMC2HCMC  

         HCMC2ACMC
22

⋅−+=              (ja que 
222

AHHCAC += ) 

Per tant   HCMC2ACMCAM
222

⋅−+=    (1) 
 

=+=
222

AHMHAM                       (ja que el triangle 
∆

MAH és rectangle) 

         ( ) =+−=
22

AHBMBH  

         =+⋅−+=
222

AHBMBH2BMBH  

         =⋅−+= BMBH2ABMC
22

           (ja que 
222

AHBHAB += ) 

         MCBH2ABMC
22

⋅−+=              (ja que MCBM =  

Per tant  MCBH2ABMCAM
222

⋅−+=    (2) 
 
Sumant (1)+(2) 

( )=+⋅−++= HCBHMC2ABACMC2AM2
2222

 

           =⋅−+= BCMC2BCMC2
22

     (ja que 
222

ABACBC += ) 

           = =⋅−+ BCBCBCMC2
22

         (ja que BCMC2 = ) 

           
2

MC2=  
Aleshores,   MCAM =  
 
b) 

Considerem el triangle 
∆

ABC  
Si es compleix que MCBMAM == , 
aleshores, 

el triangle 
∆

BMA  és isòsceles, per tant ∠BAM= B̂  

el triangle 
∆

AMC  és isòsceles, per tant ∠CAM= Ĉ . 

Per tant,  ĈB̂Â += , 

º90Âº180Â2º180ĈB̂Â =⇒=⇒=++ , per tant, el triangle és rectangle. 
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Dos teoremes sobre un triangle i 3 quadrats sobre els costats 
 
Lema: 

Sobre l’exterior de dos costats d’un triangle 
∆

ABC  
dibuixem 2 quadrats (veure figura). 
Siguen A’, B’ els centres dels quadrats. Siga M el 
punt mig de l’altre costat. 
Aleshores els segments M'B,M'A  són 
perpendiculars i mesuren el mateix. 
 
Demostració: 

Considerem la rotació de centre B’ i angle 90º del triangle 
∆
AM'B  que té per imatge 

∆
'AM'B . 

 
'CMAM = ,   C'B'AB = ,  'M'BM'B = ,a més a més, 'M'B,M'B  són perpendiculars. 

Considerem la rotació de centre A’ i angle -90º del triangle 
∆
BM'A  que té per imatge 

∆
"CM'A . 

 
"CMBM = ,   C'AB'A = , "M'AM'A = , a més a més, "M'A,M'A  són perpendiculars. 

 
Provem que "M'M =  
La recta que passa pels punts C, M’ i la recta que passa pels punts C, M” són 
ambdues perpendiculars a la recta que passa pels punts A, B. 
Aleshores C, M’, M” estan alineats.  
Com que C no està entre M’ i M” i a més a més, "CM'CMBMAM ===  
Tenim que "M'M =  
Aleshores,   MA’M’B’ és un quadrat. 
Per tant, M'BM'A =  i són perpendiculars. 
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Teorema 1: 

Sobre l’exterior dels costats d’un triangle 
∆

ABC  dibuixem 3 quadrats (veure figura). 
Siguen A’, B’, C’ els centres dels quadrats. 
Aleshores els segments 'CC,'B'A  són perpendiculars i mesuren el mateix. 

 
Siga D el punt mig del costat BC  
Pel lema anterior: 'DC'DB =   i º90'DC'B =∠ . 

'DACD =  i º90'CDA =∠  
 
Considerem la rotació de centre D i angle 90º positiu. 
La imatge de B’ és C’. 
La imatge de A’ és C. 
 

Aleshores els triangles 
∆∆

'B'DA,'DCC  són iguals. 

Per tant, 'CC'B'A =  
També la recta que passa pels punt C, C’ és la imatge de la recta que passa 
pels punts A’, B’ en la rotació anterior. 
Per tant, 'CC,'B'A  són perpendiculars. 
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Teorema de Cross 
  

Sobre l’exterior dels costats d’un triangle qualsevol 
∆

ABC  construïm 3 quadrats i pels 
vèrtexs lliures s’uneixen formant 3 triangles. (Veure figura). 

Les àrees d’aquests tres triangles són iguals a l’àrea del triangle 
∆

ABC . 

 
Demostració: 
Siga CP  perpendicular al costat c. 
Siga QH  perpendicular a la recta que passa pels punts B, G. 

Provem que els triangles 
∆∆

BHQ,BCP  són iguals. 
Els angles QBH,CBP ∠∠  són iguals per ser els dos complementaris de l’angle 

CBQ∠ . 
Els angles HGB,CPB ∠∠ són iguals per ser angles rectes. 

BHBC =  (per construcció del quadrat). 

Per tant, 
∆∆

BHQ,BCP  són iguals. 

Aleshores, GHCP =  

Notem que GH,CP  són les altures dels triangles 
∆

ABC , 
∆

BGH . 

Notem que BGAB =  (per construcció del quadrat). 
 

Aleshores, els triangles 
∆

ABC , 
∆

BGH  tenen la mateixa àrea (per tenir igual base i igual 
altura). 
 

Anàlogament provaríem que els triangles 
∆

ABC , 
∆∆

AEF,CID  tenen la mateixa àrea. 
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Altres teoremes sobre triangles. 
 
Teorema  

Siga el triangle 
∆

ABC  i la seua circumferència inscrita C de radi r. 
Siguen les rectes tangents a la circumferència C paral· leles 
als costats del triangle, les quals determinen amb els vèrtexs 

els triangles 
∆∆∆

TUA,RSB,PQC . 
En cada triangle, dibuixem la circumferènc ia inscrita de radis 

321 r,r,r , respectivament . 
Aleshores: 

321 rrrr ++=  
 
Demostració: 

El radi de la circumferència inscrita al triangle 
∆

ABC  és: 

p
)cp)(bp)(ap(

r
−−−=     on p és el semiperímetre del triangle 

∆
ABC  

Siguen ah  l’altura del triangle referida al costat BCa =  del triangle 
∆

ABC  
L’altura (aplicant la fórmula d’Heró) mesura: 

a

)cp)(bp)(ap(p2
ha

−−−
=  

 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

TUA  són semblants. 

Siga 3h  l’altura del triangle 
∆

TUA  referida al costat TU .  

r2hh a3 −=  
Aleshores: 

3

a

3 h

h

r
r =  

ap
p

p
1

a
1

a
1

p
)cp)(bp)(ap(

2
a

)cp)(bp)(ap(p2
a

)cp)(bp)(ap(p2

r2h
h

r
r

a

a

3 −
=

−
=

−−−−
−−−

−−−

=
−

=  

Anàlogament: 

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

RSB són semblants, aleshores: 

bp
p

r
r

2 −
=  

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

PQC són semblants, aleshores: 

cp
p

r
r

1 −
=  

Per tant: 
p

)ap(r
r3

−= , 
p

)bp(r
r2

−= , 
p

)cp(r
r1

−=  

Aleshores: 

( ) rcpbpap
p
r

rrr 321 =−+−+−=++  
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Teorema: Coordenades cartesianes del baricentre d’un triangle. 

Siga el triangle 
∆

ABC . )c,c(C),b,b(B),a,a(A 212121  
Siga G el baricentre del triangle, aleshores   








 ++++
3

cba
,

3
cba

G 222111  

 
Demostració:  
Siga cM  el punt mig del segment AB . 

Les seues coordenades coordenades són: 






 ++
2

ba
,

2
ba

M 2211
c  

El baricentre d’un triangle està a doble distància del vèrtex que del punt mig del costat 
oposat. 

Aleshores, cCM
3
2

CG ⋅=  

Siga )y,x(G  el baricentre. 

( )21 cy,cxCG −−= ,    






 −+−+= 2
22

1
11

c c
2

ba
,c

2
ba

CM  

Aleshores, 

( ) 






 −+−+=−− 2
22

1
11

21 c
2

ba
,c

2
ba

3
2

cy,cx  

Igualant les components: 










−
+

=−

−
+

=−

2
22

2

1
11

1

c
3
2

3

ba
cy

c
3
2

3
ba

cx
     La solució del sistema és 










++
=

++
=

3

cba
y

3
cba

x

222

111

 

Per tant, 






 ++++
3

cba
,

3
cba

G 222111 . 

 
Nota: El teorema s’hauria pogut provar determinant la intersecció de dues rectes 
mitjanes. 
 
Teorema: (Propietat vectorial del baricentre) 

Siga el triangle 
∆

ABC . Siga G el baricentre. 

Aleshores, 0GCGBGA =++  
 
Demostració: 
Siga G’ El simètric de G respecte del punt mig aM  del costat a. 
BG’CG és un paral· lelogram. 

Aleshores, 'BGGC =      (1) 
Aplicant la propietat del baricentre: 

'GGAG =        (2) 
 

'GG'BGGB =+  
Substituint (1) i (2) 

GA'GGGCGB −==+  

Aleshores, 0GCGBGA =++  
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Punts del triangle 
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Punt de Miguel 
 

Siga un triangle 
∆

ABC . 
Siga la recta r que passa pels punts B, C. 
Siga la recta s que passa pels punts A, C. 
Siga la recta t que passa pels punts A, B. 
Siga una recta m que talla les rectes r, s, t en els punts D, E, F, respectivament. 

Considerem les circumferències 4321 C,C,C,C  circumscrites als triangles 
∆∆∆∆

DCE,AEF,DBF,ABC  respectivament. 

Aleshores, les circumferències 4321 C,C,C,C  concorren en el punt K (anomenat punt 
Miquel). Auguste Miquel 1838. 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
  
 
 
 
Punt de Gergonne 1771-1859 
  

En un triangle 
∆

ABC  les rectes que uneixen els vèrtexs amb els punts de tangència de 
la circumferència inscrita al triangle (en els costats oposats) s’intersecten en un punt, 
anomenat el punt de Gergonne. 
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La circumferència d’Adams 
  

Si pel punt de Gergonne d'un triangle 
∆

ABC es tracen paral· leles als costats del triangle 

de contacte interior 
∆

'C'B'A (triangle que forma els punts de tangència de la 
circumferència inscrita i el triangle), aquestes paral· leles tallen els costats del triangle 
en sis punts. Aquests punts estan en una mateixa circumferència, anomenada 
circumferència d’Adams. El centre de la circumferència d’Adams és l’incentre I del 

triangle 
∆

ABC .  

 
  
 
 
Punt de Nagel 
  

En un triangle 
∆

ABC  les rectes que uneixen els vèrtexs amb els punts de tangència 
dels circumferències exinscrites (en els costats oposats), s’intersecten en un punt 
anomenat de Nagel. 
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Punt de Lemoine. 
  

En qualsevol triangle 
∆

ABC  les isogonals de les mitjanes concorren en un punt 
anomenat punt de Lemoine. 
(La isogonal a una mitjana és la recta que passa per un vèrtex i forma amb el costat el 
mateix angle que la mitjana, al mateix vèrtex, amb l’altre costat). 

 
  
 
Punt de Grebe. 

Sobre el costats d’un triangle qualsevol 
∆

ABC  construïm 3 quadrats (exteriors al 
triangle) i prolongats els vèrtexs lliures d’aquests quadrats construïm el triangle 

∆
'C'B'A (veure figura). 

Aleshores les rectes AA’, BB’, CC’ concorren en un punt que s’anomena punt de 
Gebre (Ernst Wilhelm Grebe (1804-1874)). Aquest punt coincideix amb el punt de 
Lemoine. 
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Punt de Brocard 1845-1922 

Siga un triangle 
∆

ABC  qualsevol. Considerem les següents circumferències: 
a) Circumferència que passa pels punts A, B i és tangent a BC 
b) Circumferència que passa pels punts B, C i és tangent a CA 
c) Circumferència que passa pels punts C, A i és tangent a AB  

Les tres circumferències anteriors concorren en un punt anomenat punt de Brocard. 

 
 
 
Punt pivot 
  

Siga un triangle qualsevol 
∆

ABC . 
Siguen els punts A’ sobre el costat a, B’ sobre el costat b, C’ sobre el costat c. 

Considerem les circumferències circumscrites als triangles 
∆∆∆

'B'CA,'C'BA,'C'AB  
  
Les tres circumferències concorren en un punt que s’anomena pivot. 

 
  
Aquesta proposició l’he trobada en la Lletra 54 del Club Cabri. Genova (Suïssa) 
L’adreça de la pàgina web és: http://wwwedu.ge.ch/cptic/clubs/cabri 
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Teorema: Mittenpunkt. 
  

Siga el triangle 
∆

ABC  siguen D, E, F els punts mig dels costats a, b, c respectivament. 

Siguen 321 I,I,I  els centres de les circumferències circumscrites al triangle. 

Les rectes )I,F(r),I,E(r),I,D(r 321  s’intersecten en un punt Mittenpunkt. 
Aquest teorema ha estat estudiat per C. Von Nagel l’any 1836. 

 
 
Punt d’Apoloni. 

Siga el triangle 
∆

ABC . 

Siguen 321 E,E,E  les cricumferències exinscrites al triangle. 
Siga D la circumferència tangent exterior a les 3 circumferències anteriors 
(circumferència d’Apoloni). 
Siguen A’, B’, C’ els punts de tangència. 
Aleshores: les rectes r(A,A’), r(B,B’), r(C,C’) s’intersecten en un punt (Punt d’Apoloni). 
  
Aquest teorema ha estat estudiat l’any 1987 per C. Kimberling, Shiko Iwata, Hidetosi 
Fukagawa. 

 
  



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 94 

Punt d’Exeter. 

Siga el triangle 
∆

ABC . Siga la circumferència circumscrita al triangle 

Considerem el triangle 
∆

'C'B'A  simètric del triangle anterior respecte del circumcentre. 

Considerem el triangle 
∆

"C"B"A  format per les rectes tangents a la circumferència 
circumscrita al triangle que passen pels punts A, B, C respectivament. 
Aleshores: les rectes r(A’,A”), r(B’,B”), r(C’C”) s’intersecten en un punt que s’anomena 
punt d’Exeter. 
  
Aquest teorema va ser estudiat l’any 
1986 a Phillips Exeter Academy 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
Punt de Clawson. 

Siga el triangle 
∆

ABC . Siguen A’, B’, 
C’ els peus de les alures als costats a, b, c, respectivament. Siguen E1, E2, E3 les 

circumferències exinscrites al triangle 
∆

ABC . Considerem el triangle 
∆

"C"B"A  format 
per les rectes tangents exteriors a les 3 circumferències exinscrites. 
Aleshores: les rectes r(A’A”), r(B’,B”) r(C’,C”) s’intersecten en un punt que s’anomena 
punt de Clawson. 
  
Aquest teorema ha estat demostrat 
per R. Lyness i G. R. Veldkamp 
l’any 1983 
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Punt de Schiffler. 

Siga el triangle 
∆

ABC . Siga I l’incentre del triangle. 

Considerem les rectes d’Euler dels triangles 
∆∆∆∆

BIC,AIC,AIB,ABC  
Aleshores: les quatre rectes s’intersecten en un punt, que s’anomena punt de Schiffler. 
  
Aquest teorema va ser provat l’any 1986 per Kurt Schiffler, G. R. Veldkamp, i  W. A. 
van der Spek. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Punts de Malfatti 
 
Circumferències de Malfatti 

Donat un triangle 
∆

ABC  s’anomenen circumferències de Malfatti a les tres 
circumferències inscrites en el triangle de manera que les circumferències siguen 
tangents entre elles i tangents 
cadascuna d’elles a dos costats del 
triangle. (Veure l’applet) 
 
 
Aquest problema va ser proposat per 
Gian Francesco Malfatti (1731-1807) 
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Les circumferències de Malfatti tenen les següents propietats: 
  
Primer punt de Malfatti 

Donat un triangle 
∆

ABC , dibuixem les tres circumferències de Malfatti. 
Siguen X, Y, Z el punts de tangencia de les tres circumferències (Vegeu la figura). 
Aleshores les rectes r(A,X), r(B,Y), r(C,Z) s’intersecten en un punt que s’anomena 
primer punt de Malfatti. 

 
  
Segon punt de Malfatti 

Donat un triangle 
∆

ABC , dibuixem les tres circumferències de Malfatti. 
Siguen X, Y, Z el punts de tangencia de les tres circumferències (Vegeu la figura). 
Siguen 321 I,I,I  els centres de les circumferències exincrites. 
Aleshores les rectes r(I1,X), r(I2,Y), r(I3,Z) s’intersecten en un punt que s’anomena 
segon punt de Malfatti. 

 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

 97 

 
 

 
 
 
 
 

Problemes 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

98 

 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

99 

Problemes 
 
1.- Demostreu que en un triangle rectangle la bisectriu de l’angle recte divideix per la 
meitat l’angle entre la mitjana i l’altura traçades des del mateix vèrtex. 
 
2.- La mitjana traçada sobre la hipotenusa d’un triangle rectangle divideix l’angle recte 
en una raó 1:2 i és igual a m. 
Determineu el valor dels costats. 
 
3.- Siga un punt de la hipotenusa d’un triangle rectangle que dista igual dels dos 
catets, divideix a la hipotenusa en dos segments de 40 i 30 cm. 
Determineu els catets. 
 
4.- Determineu la bisectriu de l’angle recte d’un triangle rectangle de catets x i y. 
 
5.- Des del vèrtex de l’angle recte d’un triangle rectangle s’han traçat la bisectriu que 
divideix la hipotenusa en dos segments m i n. 
Determineu l’altura traçada sobre la hipotenusa. 
 
6.- En un triangle rectangle les mitjanes traçades des dels angles aguts mesuren 

73,52 . Calculeu la hipotenusa. 
 
7.- El perímetre d’un triangle rectangle és igual a 60 m i l’altura traçada sobre la 
hipotenusa mesura 12 m. 
Determineu els costats del triangle. 
 

8.- En un triangle rectangle 
∆

ABC , siga la mitjana mAM = , siga la bisectriu AP , siga 

nMP = . 
Determineu els catets. 
 
9.- Determineu l’angle que formen la mitjana i bisectriu d’un angle agut d’un triangle 
rectangle, en funció d’aquest angle. 
 
10.- Demostreu que si un triangle la raó de les tangents dels angles aguts és igual a la 
raó dels quadrats dels sinus d’aquests angles, aleshores el triangle és isòsceles o 
rectangle. 
 

11.- Demostreu que si en un triangle es verifica 
Bcos

b
Acos

a =  aleshores el triangle és 

isòsceles. 
 

12.- La base d’un triangle isòsceles és 24 m. La mitjana traçada sobre el costat 
lateral és igual a 5 m.  
Calculeu el costat lateral. 
 
13.- El costat lateral d’un triangle isòsceles mesura 4m, la mitjana traçada sobre el 
costat lateral 3 m. 
Calculeu la base del triangle. 



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

100 

14.- La base d’un triangle isòsceles és 12 m i el costat lateral mesura 18 m. Sobre els 
costats iguals es tracen les altures. 
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus d’aquestes altures. 
 
15.- La base d’un triangle isòsceles és 12 i el costat lateral mesura 18. 
Es tracen sobre els costats laterals les bisectrius . 
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus de les bisectrius. 
 

16.- Siga el triangle 
∆

ABC isòsceles BCAB = . A l’altura BHs’agafa un punt M tal que 
els angles ∠AMB, ∠AMC, ∠BMC són iguals. 

En quina raó estan BM i l’altura si l’angle de la base és α. 
 
17.- L’angle de la base d’un triangle isòsceles és α. 
Determineu la raó entre la base i la mitjana traçada sobre un costat lateral. 
 
18.- Determineu els angles d’un triangle isòsceles si sabem que l’ortocentre divideix 
per la meitat l’altura traçada sobre la base. 
 
19.- Les rectes r, s, t són paral· leles, s està entre les altres dues a una distància p, q 
respectivament. 
Calculeu el costat d’un triangle equilàter els vèrtexs del qual estan sobre les 3 rectes. 
 

20.- Siga un triangle isòsceles 
∆

ABC . Sobre el costat BC  determineu el punt D tal que 

4
1

DC

BD
= . 

Calculeu 
ME

BM
  on M és la intersecció del segment AD  i l’altura BE . 

 
21.- La base d’un triangle isòsceles és a. L’angle oposat a la base 2α. 
Calculeu la bisectriu sobre el costat lateral. 
 
22.- En un triangle equilàter es traça un segment que uneix un vèrtex i un punt del 

costat oposat E tal que 
2
1

EB

AE = . 

Calculeu l’angle que forma aquest segment i cada costat. 
 

23.- L’angle de la base d’un triangle isòsceles és 
4
3

arctg . 

Calculeu l’angle ω que formen la mitjana i la bisectriu traçades al costat lateral. 
 
24.- Determineu l’angle desigual d’un triangle isòsceles si la mitjana a un costat lateral 

i la base formen un angle 
5
3

arcsin . 

 
25.- Siga un triangle isòsceles tal que B̂ =110º. En el seu interior es determina el punt 
M que forma els angles ∠MAC=30º, ∠MCA=25º. 
Calculeu l’angle ∠CMB. 
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26.- Demostreu que en tot triangle la suma de les mitjanes és major que 
4
3

del 

perímetre, però menor que el perímetre. 
 
27.- La bisectriu d’un angle d’un triangle divideix el costat oposat en segments de 2 

cm. i 4 cm. L’altura traçada sobre el mateix costat és igual a 15 cm. 
Determineu el triangle i classifiqueu-lo. 
 
28.- Determineu la raó que hi ha entre la suma dels quadrats de les mitjanes i la suma 
dels quadrats dels costats d’un triangle. 
 
29.- Classifiqueu un triangle sabent que les mitjanes compleixen  2

c
2
b

2
a m5mm =+  

 
30.- Dos costats d’un triangle mesuren a, b i les mitjanes sobre aquests costats formen 
90º.  Calculeu l’altre costat. 
 

31.- En un triangle 
∆

ABC tracem la bisectriu AD . Determineu BC  sabent que bAC =    

BDAD,cAB == . 
 

32.- En un triangle 
∆

ABC   8AC12BC ==  i l’angle B̂2Â =  

Calculeu AB  
 
33.- L’altura d’un triangle mesura 6 cm i divideix l’angle en una proporció 2:1 i la base 
en 2 segments el menor dels quals mesura 3 cm. 
Determineu els costats del triangle. 
 
34.- L’altura d’un triangle divideix els angles en proporció 2:1 i la base en dos 
segments en proporció k:1 (k>0). 
Determineu l’angle major de la base. 
 

35.- En un triangle acutangle 
∆

ABC l’angle agut format per les altures CE,AD  és 

ABC∠=α .  Sabent que yCExAD == , calculeu AC . 
 

36.- La base d’un triangle és 4. La mitjana sobre la base és 26 −  un dels angles 
aguts de la base és 15º. 
Calculeu l’angle agut format per la mitjana i la base. 
 

37.- En un triangle 
∆

ABC  º50B̂º30Â == . Demostreu que )ba(bc2 += . 
 

38.- Siguen dos triangles 
∆

ABC
∆

'C'B'A  tal que º180'ÂÂ'B̂B̂ =+=  
Demostreu que  'cc'bb'aa += . 
 

39.- Siga el triangle 
∆

ABC els angles del qual estan en proporció 4:2:1 

Demostreu que els costats compleixen 
b
1

a
1

c
1 += . 
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40.- L’altura, la bisectriu i la mitjana traçades des d’un vèrtex d’un triangle divideixen 
l’angle en 4 parts iguals. 
Determineu els angles del triangle. 
 

41.- Siga CD  l’altura del triangle 
∆

ABC . 

Determineu la dependència dels angles B̂,Â   sabent que DBADCD
2

⋅=  
 

42.- Siga el triangle equilàter 
∆

ABC .  
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, respectivament. 

Siga C1 la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferència C1 en els punts X, Y. 

Proveu que 
MY

LM

LM

LY
2

51 ==+=Φ . 

 

43.- Siga 
∆

ABC  un triangle rectangle º90A = .  
Si els costats del triangle rectangle estan en progressió geomètrica la raó de 

proporcionalitat és Φ . 
 
44.- De tots els triangles isòsceles circumscrits en un semicercle de radi R determineu 
el de menor perímetre. 
Calculeu també la raó entre l’altura del triangle (sobre el costat desigual) i el radi R. 
 

45.- Siga el triangle 
∆

ABC  de incentre I. 
Siga P el punt projecció de A sobre la recta que passa pels punts B, I. 
Siga Q el punt projecció de A sobre la recta que passa pels punt C, I. 

Aleshores, 




=+

2
A

cot
CI

AQ

BI

AP
 

 

46.- Un triangle 
∆

ABC  és rectangle si i només si 2CsinBsinAsin 222 =++  
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Problema 1 
 
Demostreu que en un triangle rectangle la bisectriu de l’angle recte divideix per la 
meitat l’angle entre la mitjana i l’altura traçades des del mateix vèrtex. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen la mitjana AM , l’altura AH , i la bisectriu AP . 
 

En un triangle rectangle  ABC
∆

, º90A =  la mitjana traçada a la hipotenusa és igual a 
la meitat de la hipotenusa. Per tant, 

∆
⇒= AMCMCAM   és isòsceles. 

Aleshores  α+= º45Ĉ  

β−=⇒=β+

=++

º90P̂º90P̂

º180Ĉº45P̂
 

Per tant  º180º45º45º90 =α+++β−  
Podem concloure que α=β . 
 
Problema 2 
 
La mitjana traçada sobre la hipotenusa d’un triangle rectangle divideix l’angle recte en 
una raó 1:2 i és igual a m. 
Determineu el valor dels costats. 
 
Solució: 
 
 
 
 
Siga la mitjana mAM =  

En un triangle rectangle  ABC
∆

º90A =  la mitjana traçada a la hipotenusa és igual a la 

meitat de la hipotenusa. Aleshores,  m2AM2BC == . 

60º= ,30º=  aleshores
2
1

º90
βα







=
β
α

=β+α
 

 AMC
∆

és equilàter    mACmAM =⇒=  
∆

AMB és isòsceles, per tant  3mmm4ACBCAB 2222
=−=−=

  



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

104 

Problema 3 
 
Siga un punt de la hipotenusa d’un triangle rectangle que dista igual dels dos catets, 
divideix a la hipotenusa en dos segments de 40 i 30 cm. 
Determineu els catets. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Siga el triangle rectangle  ABC
∆

º90A =  

Siga el punt D sobre el costat BC  tal que dista una distància x dels altres dos costats: 
xDEDF == , DEAF és un quadrat. 

Àrea del triangle = 
2

)zx)(yx( ++
 

Àrea del triangle = 
2
xz

2
xy

x2 ++  

2
xz

2
xy

x
2

)zx)(yx( 2 ++=++
, aleshores yzx2 =  

 

Com que  DEC
∆

és rectangle   222 30zx =+  

Com que  BDF
∆

és rectangle   222 40yx =+  
Siga el sistema d’equacions: 
 









=+
=+

=

222

222

2

40yx

30zx

yzx

         








=+
=+

=

1600yyz

900zyz

yzx

2

2

2

    








=
=
=

18z

32y
24x

 

 
56yxAB =+=  

42zxAC =+=  
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Problema 4 
 
Determineu la bisectriu de l’angle recte d’un triangle rectangle de catets x i y. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen la mitjana AM , l’altura AH , i la bisectriu AP . 
Siga l’angle MAH∠=α  

22 yxBCyACxAB +===     

En un triangle rectangle  ABC
∆

, º90A =  la mitjana traçada a la hipotenusa és igual a 
la meitat de la hipotenusa. 

2

yx

2
BC

AM
22 +

==  

L’àrea 
2
xy

ABC =



 ∆

, L’àrea 
2

AHyx
ABC

22 ⋅+
=



 ∆

. 

 
Igualant les àrees: 

22

22

yx

xy
AH

2

AHyx

2
xy

+
=⇒

⋅+
=  

2222

22

yx
xy

2
yx

yx

xy

AM

AH
cos

+
=

+

+
==α  

Com que en un triangle rectangle la bisectriu de l’angle recte divideix per la meitat 
l’angle que formen la mitjana i l’altura traçades des del mateix vèrtex. (problema 1). 
 

2
cos1

2
cos

AP

AH α+±=α=  

Aleshores 
yx

xy2

2
yx

xy2
1

yx

xy

2
cos

AH
AP

22

22

+
=

+
+

+
=

α
=  
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Problema 5 
 
Des del vèrtex de l’angle recte d’un triangle rectangle s’ha traçat la bisectriu que 
divideix la hipotenusa en dos segments m i n. 
Determineu l’altura traçada sobre la hipotenusa. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen la mitjana AM , l’altura AH , i la bisectriu AP . 
Siguen els segments mBP = , nPC = .  Siguen bAC,cAB ==  
 
La bisectriu d’un triangle divideix el costat que talla en segments proporcionals als 
costats adjacents. Per tant: 

m
n

c
b =  

 

Per les àrees   
2
bc

AH
2

nm =+
 

Com que  ABC
∆

, º90A =  és rectangle  222 )nm(bc +=+  
 
Considerem el sistema: 













+=+
+=

=

222 )nm(cb

AH)nm(bc
c
b

m
n

      














+=+

+=

=

222
2

2

2

)mn(cc
m

n

AH)nm(c
m
n

c
m
n

b

 

 
Dividint les dues últimes equacions obtenim: 

22 mn
)nm(nm

AH
+

+=  
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Problema 6 
 
En un triangle rectangle les mitjanes traçades de dels angles aguts mesuren 

73,52 . Calculeu la hipotenusa. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 

Siga el triangle rectangle  ABC
∆

, º90A = . 

Siguen les mitjanes  CE,BF  

Siguen   bAC,cAB,xBC ===    52EC73BF ==  
 

Com que  AFB
∆

és rectangle  ( )2
2

2 73
2
b

c =




+  

Com que  AEC
∆

és rectangle  ( )22
2

52b
2
c

=+






 

Com que  ABC
∆

és rectangle  222 xbc =+  
Considerem el sistema: 















=+

=+

=+

222

2
2

2
2

xbc

52b
4
c

73
4
b

c

       les solucions són   








=
=
=

10x
6b

8c
 

 
 
Problema 7 
 
El perímetre d’un triangle rectangle és igual a 60 m i l’altura traçada sobre la 
hipotenusa mesura 12 m. 
Determineu els costats del triangle. 
 
Solució: 
 
Siguen aBCbACcAB ===  
El perímetre és   60abc =++  
L’àrea és     a12bc =  

Com que  ABC
∆

és rectangle  222 abc =+  
 
Considerem el sistema: 









=+
=

=++

222 acb
a12bc

60cba
    la solució del qual és  









=
=
=

15c
20b

25a



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

108 

Problema 8 

En un triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = , siga la mitjana , mAM = , siga la bisectriu AP , 

siga nMP = . 
Determineu els catets. 
 
Solució: 
 
 
 
Siguen bACcAB ==  

Siga la mitjana mAM = ,  i siga la bisectriu  nMP =  
 
En un triangle rectangle la mitjana traçada a la hipotenusa és igual a la meitat de la 
hipotenusa, per tant mMCm2BC ==  

Per la propietat de la bisectriu tenim que: ,
AB

BP

AC

PC =  és a dir  
c

nm
b

nm +=−
 

Com que el triangle 
∆

ABC és rectangle  222 )m2(cb =+  
Considerem el sistema: 







=+

+=−

222 )m2(cb
c

nm
b

nm
  la seua solució és : 











+

+=

+

−=

22

22

nm

)nm(m2
c

nm

)nm(m2
b

 

 
Problema 9 
 
Determineu l’angle que formen la mitjana i bisectriu d’un angle agut d’un triangle 
rectangle, en funció d’aquest angle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 

Siga el triangle rectangle 
∆

ABC , º90A = , 

Siguen  la bisectriu BP , la mitjana BM,  cAB,bAC ==  
b
c

B̂tg =  

c
2
b

2
B̂

tg =









α+ .   Aleshores, 





α+=

2
B̂

tgB̂tg
2
1

 

Deduïm: 











+−=α⇒










=α+

2
B̂tg

arctg
2
B̂

2
B̂tg

arctg
2
B̂
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Problema 10 
 
Demostreu que si en un triangle la raó de les tangents dels angles aguts és igual a la 
raó dels quadrats dels sinus d’aquests angles, aleshores el triangle és isòsceles o 
rectangle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 

Ĉ2sinB̂2sin
B̂sin

Ĉsin

Ĉcos

B̂cos

B̂sin

Ĉsin

B̂tg

Ĉtg
2

2

=⇒=⇒=  

 

Aleshores Ĉ2º180B̂2oĈ2B̂2 −==  

Per tant º.90B̂ĈoB̂Ĉ =+=  
En el primer cas el triangle és isòsceles i en el segon cas el triangle és rectangle. 
 
 
Problema 11 
 

Demostreu que si en un triangle es verifica 
B̂cos

b

Âcos

a =   aleshores el triangle és 

isòsceles. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 

Aplicant el teorema dels sinus  
B̂sin

b

Âsin

a =  

Considerem el sistema: 










=

=

B̂sin

b

Âsin

a
B̂cos

b

Âcos

a

 

Dividint-les: 

B̂tgÂtg
B̂cos

B̂sin

Âcos

Âsin
=⇒=  

 
Aleshores B̂Â =  
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Problema 12 
 

La base d’un triangle isòsceles és 24 m. La mitjana traçada sobre el costat lateral és 
igual a 5 m.  
Calculeu el costat lateral. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
Siguen l’altura CD , la mitjana 5AE =  i el costat bAC =  
Siga G el baricentre: 

Aleshores,  
2
24

AD5
3
2

AG ==  

Considerem el triangle rectangle 
∆

AGD     7
3
2

8
9

100
ADAGGD

22
=−=+=  

Aleshores  72GD3DC ==  
 

Per tant   ( ) ( ) 67222CDADb
2222

=+=+=  
 
Problema 13 
 
El costat lateral d’un triangle isòsceles mesura 4m, la mitjana traçada sobre el costat 
lateral 3 m. 
Calculeu la base del triangle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Siguen la mitjana 3AE = , el baricentre G. 
Per la propietat del baricentre   2AG,1GE ==  

Siguen  
3
h

GD,hCD,xAD ===  

Per ser el triangle 
∆

AGD rectangle tenim  
2

22

3
h

x2 




+=  

Per ser el triangle 
∆

ACD rectangle tenim  222 hx4 +=  

Considerem el sistema 






+=

+=
22

2
2

hx16
9
h

x4  la seua solució és 










⋅=

=

2
3

3h

2
5

x
 

Aleshores 10
2
5

2AB ==  
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Problema 14 
 
La base d’un triangle isòsceles és 12 m i el costat lateral mesura 18 m. Sobre els 
costats iguals es tracen les altures. 
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus d’aquestes altures. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Considerem les altures  BE,AD,CH . 

Per ser el triangle 
∆

ACHrectangle tenim  288618CH 22 =−=  

Igualant les àrees del triangle 
∆

ABC  tenim  
2
AD18

2
28812 = . 

Per tant  288
3
2

AD =  

Per ser el triangle 
∆

ADB rectangle tenim 222
12ADBD =+ . 

Aleshores, 418CD,4BD −==  

Els triangles 
∆∆

CFD,CHB són semblants, aleshores 
CD

DF

BC

HB
= ,    

14
DF

18
6 =  

Aleshores, 
3

14
DF =   

3
28

DF2ED ==  

 
Problema 15 
 
La base d’un triangle isòsceles és 12 i el costat lateral mesura 18. 
Es tracen sobre els costats laterals les bisectrius. 
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus de les bisectrius. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Considerem les bisectrius  BD,AE  
Per la propietat de les bisectrius, 

AB

BE

AC

CE =       
12
BE

18
BE18 =−

, aleshores  
5
36

BE =     
5

54
BE18CE =−=  

Els triangles 
∆∆

DEC,ABC  són semblants, per tant  
CE

DE

BC

AB =  

5
36

DE

5
54
DE

18
12

=⇒=  
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Problema 16 
 

Siga el triangle 
∆

ABC isòsceles BCAB = . Sobre l’altura BH s’agafa un punt M tal que 
els angles ∠AMB, ∠AMC, ∠BMC són iguals. 

En quina raó estan BM i l’altura si l’angle de la base és α. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen  bAC,cAB,CAB ==α=∠  
Notem que º30MAB =∠  

α⋅= sincBH  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC   
)2º180sin(

b
sin

c
α−

=
α

 

α⋅α
=

α
=

α cossin2
b

)2sin(
b

sin
c

    aleshores,   α⋅= cosc2b   

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

AMC    
3

b
AM

º30sin
AM

º120sin
b =⇒=  

 

º30sinAMMH ⋅=     
3

cosc

32

cosc2

32

b
MH

α⋅=α⋅==⇒  










 α−α=−=
3
cos3

sinaMHBHBM  

 

3
cos3

sin

sin

3
cos3

sina

sina

BM

BH

α−α

α
=










 α
−α

α⋅
=  
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Problema 17 
 
L’angle de la base d’un triangle isòsceles és α. 
Determineu la raó entre la base i la mitjana traçada sobre un costat lateral. 
 
 
 
 
Solució: 
 
Siguen cAB,bBCAC,Â ===α= , la mitjana AM , i G el baricentre. 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC   
)2º180sin(

b
sin

c
α−

=
α

 

Aleshores, α⋅== cosa2cAB  

α⋅= sinaCH    
3
sina

GH
α⋅=  (aplicant la propietat del baricentre). 

El triangle 
∆

AGH és rectangle per tant  =+=
22

AHGHAG  

=
α⋅+α

=+α=+α=
6

)cosa2(9sina4
6

c9sina4
4
c

9
sina 222222222

 

α+α= 22 cos9sin
3
a

 

Aleshores, α+α== 22 cos9sin
2
a

AG
2
3

AM  

Per tant:  
α+α

α
=

α+α

α⋅
=

2222 cos9sin

cos4

cos9sin
2
a

cosa2

AM

AB
 

 
Problema 18 
 
Determineu els angles d’un triangle isòsceles si sabem que l’ortocentre divideix per la 
meitat l’altura traçada sobre la base. 
 
Solució: 
 
Siguen α==== Â,cAB,aACBC  

Siguen les altures AK,CH ,   

l’ortocentre O, AOH∠=α . xCOOH ==  

El triangle 
∆

ACHés rectangle per tant    
c
x4

tg =α  

El triangle 
∆

AOHés rectangle per tant   
x2

c
tg =α  

Considerem el sistema 








=α

=α

x2
c

tg

c
x4

tg
   multiplicant ambdues equacions queda, 

2tg2 =α      2arctg2tg =α⇒=α⇒  

Per tant  2arctgÂ =α=                  2arctg2º1802º180Ĉ −=α−=  
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Problema 19 
 
Les rectes r, s, t són paral· leles, s està entre les altres dues a una distància p, q 
respectivament. 
Calculeu el costat d’un triangle equilàter els vèrtexs del qual estan sobre les 3 rectes. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Siga la recta f perpendicular a r que passa pel punt A. 
Siga la recta g perpendicular a r que passa pel punt C. 
Siga el rectangle ADEF que determinen les rectes r, f, t, g. 
Siguen aBCACAB ===  
Siguen mDBxAFqpAD ==+=  

El triangle 
∆

AFC és rectangle per tant    222 xpa +=  

El triangle 
∆

ADB és rectangle per tant    222 m)qp(a ++=  

El triangle 
∆

BCEés rectangle per tant     222 )mx(qa −+=  
 

Considerem el sistema 








−+=
++=

+=

222

222

222

)mx(qa

m)qp(a

xpa

 

Resolent el sistema queda  
3

pqqp2
a

22 ++
=  
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Problema 20 
 

Siga un triangle isòsceles 
∆

ABC . En el costat BC  determineu el punt D tal que 

4
1

DC

BD = . 

Calculeu 
ME

BM
  on M és la intersecció del segment AD  i l’altura BE . 

 
Solució: 
 
 
 
 
Siga a4DCaBDa5BC ==⇒=  

Siguen xAFyAE ==  

El triangle 
∆

EBCés rectangle per tant  22 ya25BE −=  

Els triangles 
∆∆

FDC,ABE  són semblants, per tant   
FC
DF

AE

BE =  

xy2
DF

y

ya25 22

−
=

−
   (1) 

Els triangles 
∆∆

FDC,EBC  són semblants, per tant   
FC

DC

EC

BC =  

x5y6
xy2

a4
y
a5 =⇒

−
=  

Substituint en (1) 

22 ya25
5
4

DF −=  

Els triangles 
∆∆

ADF,AME  són semblants, per tant  
AF

DF

AE

ME =  

22

22

ya25
3
2

ME
x

ya25
5
4

y
ME −=⇒

−
=  

222222 ya25
3
1

ya25
3
2

ya25MEBEBM −=−−−=−=  

Aleshores,      
2
1

ya25
3
2

ya25
3
1

ME

BM

22

22

=
−

−
=  



El triangle 
Ricard Peiró i Estruch 

116 

Problema 21 
 
La base d’un triangle isòsceles és a. L’angle oposat a la base 2α. 
Calculeu la bisectriu sobre el costat lateral. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 

Siguen  α−==α== º90B̂Â2ĈaAB .   

Siga la bisectriu AE . Siguen φ=∠ω=∠ AEB,EAB . 

2
º90 α−=ω         α+=+ω−=φ

2
3

º45)B̂(º180  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

AEB  






 α+

α⋅
=⇒

α−
=






 α+

⇒=
φ

2
3

º45sin

cosa
AE

)º90sin(
AE

2
3

º45sin

a

B̂sin

AE
sin

a
 

 
Problema 22 
 
En un triangle equilàter es traça un segment que uneix un vèrtex i un punt E del costat 

oposat tal que 
2
1

EB

AE = . Calculeu l’angle que forma aquest segment i cada costat. 

 
Solució: 
 
Siga l’altura CD . 
Siga ω=∠α=∠ ECB,ACE .  

Siga a2EBaAEa3AB ==⇒=  

a
2
1

aa
2
3

AEADED =−=−=  

El triangle 
∆

DCB és rectangle per tant  3
2
a3

a
2
3

)a3(CD
2

2 =




−=  

El triangle 
∆

DCE és rectangle per tant, 28aa
4
9

a9a
4
1

CDEDCE 22222
=−+=+=  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

CEB    
ω

=
sin
EB

º60sin
CE

 

28

3
sin

sin
a2

2
3

28a =ω⇒
ω

=  











=ω

28

3
arcsin     










−=ω−=α

28

3
arcsinº60º60  
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Problema 23 
 

L’angle de la base d’un triangle isòsceles és 
4
3

arctg . 

Calculeu l’angle ω que formen la mitjana i la bisectriu traçades al costat lateral. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Siguen la mitjana AM , la bisectriu AP  i el baricentre G. 

a4AE,a3BE
4
3

arctgÂ ==⇒=  

Per ser G el baricentre  aBE
3
1

GE == . 

Siguen ω=∠α=∠ PAM,MAC  

Considerem el triangle rectangle 
∆

AGE    
a4
a

AE

GE
tg ==α . 

Aleshores, 
4
1

arctg=α       
4
1

arctg
4
3

arctg
2
1

Â
2
1 −=α−=ω . 

 
Problema 24 
 
Determineu l’angle desigual d’un triangle isòsceles si la mitjana a un costat lateral i la 

base formen un angle 
5
3

arcsin . 

 
Solució: 
 
 
Siguen la mitjana AM , el baricentre G 
Siguen ω=∠α=∠ ABE,MAC  

Considerem el triangle rectangle 
∆

AMD   
5
3

AM

MD
sin ==α  

a5AMa3MD ==        a
3
10

AM
3
2

AG ==  

Els triangles 
∆

AMD  i  
∆

AGE són semblants, per tant  ⇒=
AG

GE
a5
a3

a2GE =  

a6GE3BE ==  

Per ser el triangle 
∆

AGE  rectangle a
3
8

)a2(a
3

10
GEAGAE 2

2
22

=−




=−=  

Per ser el triangle 
∆

ABE  rectangle,  

9
4

a6

a
3
8

BE

AE
tg ===ω     

9
4

arctg=ω⇒           
9
4

arctg22B̂ =ω=  
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Problema 25 
 
Siga un triangle isòsceles tal que º110B̂ = . En el seu interior es determina el punt M 
que forma els angles ∠MAC=30º, ∠MCA=25º. 
Calculeu l’angle ∠CMB. 
 
Solució: 
 
 
 
Siga ∠CMB=α 

º35ĈÂ ==  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

MBC   
º10sin

BM
sin
BC =

α
 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

AMB   
)º235sin(

BC
º5sin

BM
α−

=  

⇒α−=α=
º5sin

)º235sin(
º10sin

sin

BM

BC
 

α=α−⇒α−=α⇒ sinº5cos)º235sin(2
º5sin

)º235sin(
º5cosº5sin2

sin
 

 
α=α−−⇒ sinº5cos)º55sin(2  

Transformant productes en sumes: 

α=




 α−+α−− sin)º50sin(

2
1

)º60sin(
2
1

2  

α=α+α−α+α− sinsinº50coscosº50sinsinº60coscosº60sin  

α=α+α−α+α− sinsinº50coscosº50sinsin
2
1

cos
2
3

 

α




 −=α










−

−
sinº50cos

2
1

cosº50sin
2

3
 

º50cos
2
1

º50sin
2
3

tg
−

−−
=α  

º85
º50cos

2
1

º50sin
2
3

arctg =


















−

−−
=α  
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Problema 26 
 

Demostreu que en tot triangle la suma de les mitjanes és major que 
4
3

del perímetre, 

però menor que el perímetre. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen les mitjanes bca mBRmCNmAM === .  Siga el baricentre G. 
Siguen cbaPmmmS cba ++=++=   

Considerem el triangle 
∆

CGB   am
3
2

m
3
2

cb >+  

Considerem el triangle 
∆

AGC   bm
3
2

m
3
2

ca >+  

Considerem el triangle 
∆

AGB   cm
3
2

m
3
2

ba >+  

Sumant les 3 inequacions: 

PS
3
4

cba)mmm(
3
4

cba >⇒++>++  

 

Considerem el triangle 
∆

AMN   c
2
1

b
2
1

ma +<  

Considerem el triangle 
∆

BNR   a
2
1

c
2
1

mb +<  

Considerem el triangle 
∆

CNR   b
2
1

a
2
1

mc +<  

 
Sumant les desigualtats: 

PScbammm cba <⇒++<++  
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Problema 27 
 
La bisectriu d’un angle d’un triangle divideix el costat oposat en segments de 2 cm i 4 

cm. L’altura traçada sobre el mateix costat és igual a 15 cm. 
Determineu el triangle i classifiqueu-lo. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 

Siguen la bisectriu CE  i l’altura 15CD = . 

Siguen els segments xAD2EA4BE === . 
Per la propietat de la proporcionalitat de la bisectriu: 

b2a
b
2

a
4 =⇒=  

 

Considerem el triangle rectangle 
∆

ADC   ( ) 222 b15x =+  

Considerem el triangle rectangle 
∆

BDC   ( ) 222 b15)x6( =++  

Considerem el sistema 








=+++
=+

=

22

22

a15x1236x
b15x

b2a
 

Els sistema té dues solucions: 










=
=
=
=

6c

1x

4b

8a

        triangle obtusangle ja que 222 cba +>  











=
=

=
=

6c
3x

62b

64a

    triangle obtusangle ja que 222 cba +>  
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Problema 28 
 
 
Determineu la raó que hi ha entre la suma des quadrats de les mitjanes i la suma dels 
quadrats dels costats d’un triangle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Siguen les mitjanes BP,CM,AN  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ACM  

Âcosbcb
2
c

CM 2
2

2
⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

BAN , 

B̂cosacc
2
a

AN 2
2

2
⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

CBP , 

Ĉcosaba
2
b

BP 2
2

2
⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABC , 

Âcosbc2cba 222 ⋅−+=  

B̂cosac2cab 222 ⋅−+=  

Ĉcosab2bac 222 ⋅−+=  
Per tant, 

=
++
++

222

222

cba
BPANCM

=
++

⋅−+





+⋅−+






+⋅−+








= 222

2
2

2
2

2
2

cba

Ĉcosaba
2
b

B̂cosacc
2
a

Âcosbcb
2
c

 

 

=
++

−−
++






+

−−
++






+

−−
++








=
222

222
2

2222
2

2222
2

2

cba

2
bac

a
2
b

2
cab

c
2
a

2
cba

b
2
c

 

4
3

cba
2

cba
cba

4
b

4
a

4
c

222

222
222

222

=
++

−−−++++++
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Problema 29 
 
Classifiqueu un triangle sabent que les mitjanes compleixen  2

c
2
b

2
a m5mm =+  

 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Siguen les mitjanes bca mBPmCMmAN === . 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ACM , 

Âcosbcb
2
c

m 2
2

2
c ⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

BAN , 

B̂cosacc
2
a

m 2
2

2
a ⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

CBP , 

Ĉcosaba
2
b

m 2
2

2
b ⋅−+





=  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABC , 

Âcosbc2cba 222 ⋅−+=  
B̂cosac2cab 222 ⋅−+=  

Ĉcosab2bac 222 ⋅−+=  
Per tant, 

4
ac2b2

2
cab

c
4
a

m
222222

2
2

2
a

−+=−−++=  

4
bc2a2

m
222

2
b

−+= ,       
4

cb2a2
m

222
2
c

−+=  

Com que 2
c

2
b

2
a m5mm =+   tenim: 

4
cb2a2

5
4

bc2a2
4

ac2b2 22222222 −+=−++−+
 

222222222 c5b10a10bc2a2ac2b2 −+=−++−+  
Aleshores: 

222 cba =+  

El triangle és rectangle  º90Ĉ = . 
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Problema 30 
 
Dos costats d’un triangle mesuren a, b i les mitjanes sobre aquests costats formen 90º. 
Calculeu l’altre costat, 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Siguen les mitjanes  BM,AN   siga el baricentre G. 

Volem determinar cAB =  

Els triangles 
∆

ABC , 
∆

MNC són semblants  

Siguen 
2
c

MNy2BGyGMx2AGxGN =====  (propietat del baricentre). 

El triangle 
∆

GMN és rectangle, per tant  
2

22

2
c

yx 




=+  

El triangle 
∆

AGM és rectangle, per tant  
2

22

2
b

y)x2( 




=+  

El triangle 
∆

BGN és rectangle, per tant  
2

22

2
a

)y2(x 




=+  

Considerem el sistema 
















=+







=+

2
22

2
22

2
a

)y2(x

2
b

y)x2(
   la solució del qual és 










−=

−=

60
b

15
a

y

60
a

15
b

x

22
2

22
2

 

 

Com que 
5
b

5
a

)yx(4c
2
c

yx
22

222
2

22 +=+=⇒




=+ . 

Per tant 
5

ba
c

22 +=  
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Problema 31 
 

En un triangle 
∆

ABC tracem la bisectriu AD . Determineu BC  sabent que bAC = ,   

BDAD,cAB == . 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
Siga la bisectriu xAD =  
Siga l’angle ∠CAD = α�� 
Per la propietat de proporcionalitat de la bisectriu: 

xa
b

x
c

−
=    (1) 

Per ser el triangle 
∆

ADB  isòsceles α=B̂  

Els triangles 
∆

ABC
∆

DAC  són semblants, aleshores  
c
x

a
b =    (2) 

Considerem el sistema format per (1) i (2) 









=

−
=

c
x

a
b

xa
b

x
c

          













=

−
=

a
bc

x

a
bc

a

b

a
bc
c

    

Aleshores bcba 2 +=  
 
Problema 32 
 

En un triangle 
∆

ABC  tal que 8AC12BC ==  i l’angle B̂2Â =  

Calculeu AB  
 
Solució: 
 
 
Siga el costat cAB =  

Siguen α−=α=α= 3º180Ĉ2ÂB̂ . 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

)3º180sin(
c

sin
8

2sin
12

α−
=

α
=

α
 

)1cos4(sin

c
sin

8
cossin2

12
2 −αα

=
α

=
α⋅α

 

1cos4
c

8
cos

6
2 −α

==
α

 

Aleshores,   ( ) 101cos48c
4
3

cos 2 =−α==α . 
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Problema 33 
 
L’altura d’un triangle mesura 6 cm i divideix l’angle en una proporció 2:1 i la base en 2 
segments el menor dels quals mesura 3 cm. 
Determineu els costats del triangle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
Siga l’altura 6CH = . 
Siga el segment 3HB = . 
Siga els angles ∠HCB = α  ∠ACH = 2α. 

El triangle 
∆

CHB  és rectangle, per tant,   5336a 22 =+=  

2
1

tg
5
32

35

6
cos

5
3

35

3
sin =α==α==α  

El triangle 
∆

ACH és rectangle, per tant, 

11c
2

3c

2
1

1

2
1

2

2
3c

tg1

tg2
6

3c
2tg

22
=⇒−=







−

⇒−=
α−

α⇒−=α  

10686AHb 2222
=+=+= . 
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Problema 34 
 
L’altura d’un triangle divideix els angles en proporció 2:1 i la base en dos segments en 
proporció k:1 (k>0). 
Determineu l’angle major de la base. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
Siga l’altura CH . Siguen els angles ∠ACH= α   ∠BCH = 2α  

α−=−= 290B̂aº90Â  

Siguen els segments kxHBxAH ==  

El triangle 
∆

ACHés rectangle, per tant, 
b
x

sin =α  

El triangle 
∆

CHB és rectangle, per tant, 
a
kx

2sin =α  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

α
=

α
⇒

α−
=

α− 2cos
b

cos
a

)2º90sin(
b

)º90sin(
a

 

Considerem el sistema: 









α
α

=

α
=

α

2sin
sin

bk
a

2cos
b

cos
a

 

Dividint ambdues equacions: 

)1k(2
k

cos
1cos2

cos2
k 2

2

2

−
=α⇒

−α
α

=  

per tant, 
)1k(2

k
arcsinº90

)1k(2
k

)º90sin(cos
−

=α−⇒
−

=α−=α  

Nota: Es pot observar que 2k >  ja que  1
)1k(2

k <
−

  i  0
)1k(2

k >
−
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Problema 35 
 

En un triangle acutangle 
∆

ABC l’angle agut format per les altures CE,AD   és 

ABC∠=α . Sabent que yCExAD == ,  calculeu AC  
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Siga α=B̂ , aleshores l’angle ∠AHE = α. 

El triangle 
∆

DAB és rectangle, per tant, 
α

=⇒=α
sin

x
AB

AB

x
sin  

El triangle 
∆

ECBés rectangle, per tant,  
α

=⇒=α
sin

y
BC

BC

y
sin  

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

ABC , 

α⋅⋅⋅−+= cosBCAB2BCABAC
222

 

Per tant,  
α

α⋅−
α

+
α

=
22

2

2

22

sin
cosxy2

sin
y

sin
x

AC  

Aleshores:  
α

α⋅−+
=

sin

cosxy2yx
AC

22

 

 
Problema 36 
 

La base d’un triangle és 4. La mitjana sobre la base és 26 −  un dels angles aguts 
de la base és 15º. 
Calculeu l’angle agut entre la mitjana i la base. 
 
Solució: 
 
 
 

Siga la mitjana 26CM −= . Siga el segment 2AM =  

Siguen els angles º15Â =   ∠CMB = γ   ∠MCA = α   ∠AMC= β  

4
26

º15sin
−=  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ACM , 

α
=−

sin
2

º15sin
26

,  per tant,  º30
2
1

sin =α⇒=α  o  º150=α  

Les dues solucions són:  
a)   º135)15(º180 =α+−=β         º45º180 =β−=γ  

b)   º15)15(º180 =α+−=β             º165º180 =β−=γ
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Problema 37 
 

En un triangle 
∆

ABC  º50B̂º30Â == . Demostreu que )ba(bc2 += . 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 

º100)BA(º180Ĉ =+−=  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

º100sin
c

º50sin
b

º30sin
a ==  

 

º50cos2
c

b,
º50cosº50sin4

c
a

º100sin2
c

º50sin
b

a2 ==⇒==  

 






 +=





 +=+

º50cosº50sin4
º50sin21

º50cos2
1

c
º50cos2

c
º50cosº50sin4

c
º50cos2

c
)ba(b 2  

Cal demostrar que   1
º50cosº50sin4

º50sin21
º50cos2

1
=






 +  

 
º50sin21)º50sinº150(sin2º50coº100sin4º50cosº50sinº50cos8 +=+==  

Per tant, podem concloure que: 
2c)ba(b =+  
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Problema 38 
 

Siguen dos triangles 
∆

ABC
∆

'C'B'A  tal que º180'ÂÂ'B̂B̂ =+=  
Demostreu que  'cc'bb'aa += . 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Com que º180'ÂÂ,'B̂B̂ =+=    B̂Â'Ĉ,Âº180'Â −=−=⇒ . 
 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

Ĉsin

c

B̂sin

b

Âsin

a == .  Per tant, a
Âsin

Ĉsin
ca

Âsin

B̂sin
b ==  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

'C'B'A  

)B̂Âsin(

'c

B̂sin

'b

)Âº180sin(

'a

'Ĉsin

'c

'B̂sin

'b

'Âsin

'a

−
==

−
⇒==  

Per tant, 'a
Âsin

)B̂Âsin(
c'a

Âsin

B̂sin
'b

−
==  

 

=−⋅+=+ 'aa
Âsin

)B̂Âsin(Ĉsin
'aa

Âsin

B̂sin
'cc'bb

22

2

 

            =
−++

=
Âsin

)B̂Âsin()B̂Âsin(B̂sin
'aa

2

2

 

            =−++=
Âsin

)B̂sinÂcosB̂cosÂ)(sinB̂sinÂcosB̂cosÂ(sinB̂sin
'aa

2

2

 

             'aa
Âsin

B̂sinÂcosB̂cosÂsinB̂sin
'aa

2

22222

=−+=  
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Problema 39 
 

Siga el triangle 
∆

ABC els angles del qual estan en proporció 4:2:1 

Demostreu que els costats compleixen 
b
1

a
1

c
1 += . 

 
Solució: 
 
 
 
 
 

Siguen els angles  α=α=α= 4Â2B̂Ĉ  

7
º180

º1807 =α⇒=α  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

α
=

α
=

α sin
c

2sin
b

4sin
a

 

Aleshores: 

α⋅α⋅=
α

α⋅= 2coscosc4
sin

4sinc
a         α⋅=

α
α⋅= cosc2

sin
2sinc

b  

 








α⋅α
α+=

α⋅
+

α⋅α⋅
=+

2coscos4
2cos21

c
1

cosc2
1

2coscosc4
1

b
1

a
1

 

Amb l’ajut de la calculadora demostrem que  

1
2coscos4

2cos21 =
α⋅α

α+
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Problema 40 
 
L’altura, la bisectriu i la mitjana traçades des d’un vèrtex d’un triangle divideixen l’angle 
en 4 parts iguals. 
Determineu els angles del triangle. 
 
Solució: 
 
 
 
 
 
 
 
Siguen l’altura CH ,  la bisectriu CV ,  la mitjana CM . 
Siguen els angles ∠ACH=∠HCV=∠VCM=∠MCB = α. 
El punt V està entre H i M. 

El triangle 
∆

AHC és rectangle, per tant  α−= 90Â  

El triangle 
∆

CHB és rectangle, per tant  α−= 3º90B̂  

El triangle 
∆

ACV és isòsceles, per tant  bCV =  

2
c

MBAM ==  

Siga xCM =  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

AMC , 

α
=

α− 3sin
2
c

)º90sin(
x

 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

CMB , 

)3º90sin(
x

sin
2
c

α−
=

α
 

Dividint ambdues equacions, 

⇒
α
α=

α
α⇒

α
α=

α−
α−

sin
3sin

3cos
cos

sin
3sin

)3º90sin(
)º90sin(

 

⇒α⋅α=α⋅α⇒ 3cos3sin2cossin2 α−=α⇒α=α 2º18066sin2sin  

Aleshores, '30º22
8

º180 ==α  

Per tant,    '30º67º90Â =α−=  
                 '30º223º90B̂ =α−=  

                 º904Ĉ =α=  
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Problema 41 
 

Siga CD  l’altura del triangle 
∆

ABC . 

Determineu la dependència dels angles B̂,Â   sabent que DBADCD
2

⋅= . 
 
Solució: 
 
Estudiarem dos casos: 
1.- B̂,Â  angles aguts. 

2.- B̂oÂ  obtús. 
 
1r cas 
Suposem que B̂,Â  són angles aguts. 
 
 

=+++=+
222222 CDDBCDADba  

            =⋅++⋅+= DBADDBDBADAD
22

 

            ( ) ( ) ( ) 22
cDBADDBADDBDBADAD =+=+++  

Aleshores el triangle 
∆

ABC és rectangle, ⇒= º90Ĉ º90BA =+ . 
 
 
2n cas 
 
 
Suposem que l’angle B̂ és obtús. 

222222 CDBDaCDADb +=+=  

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABC , 

B̂sin

b

Âsin

a =  

 

( )
( ) ==

+
+=

⋅+

⋅+=
+

+==
AD

BD

BDADAD

BDADBD

DBADAD

DBADBD

CDAD

CDBD
b
a

Bsin
Âsin

2

2

22

22

2

2

2

2

 

           ⇒
⋅

⋅−
=

−
=

ÂcosB̂sin

B̂cosÂsin

Âcosb

B̂cosa
  

 

⇒⋅−=⋅⇒
−

=⇒ B̂cosB̂sin2ÂcosÂsin2
Âcos

B̂cos

B̂sin

Âsin
 

⇒+=⇒−=⇒ Â2º180B̂2)B̂2sin()Â2sin(  

º90ÂB̂ =−  
 
Si Â  és obtús  º90B̂Â =− . 

Podem concloure que si B̂oÂ  obtús    º90B̂Â =−  
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Problema 42 
 

Siga el triangle equilàter 
∆

ABC .  
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, respectivament. 

Siga C1 la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC . 
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferència C1 en els punts X, Y. 

Proveu que 
MY

LM

LM

LY
2

51 ==+=Φ  

 
 
Solució: (Amb coordenades cartesinanes). 

Considerem El triangle 
∆

ABC , tal que 
B(0,0), C(2,0). 
Per ser el triangle equilàter )3,1(A  
Les coordenades dels punts L, M són: 





















2
3

,
2
3

M,
2
3

,
2
1

L  

 

Siga C1 la circumferència circumscrita al triangle 
∆

ABC  de centre O i radi R. 

El centre O té coordenades  









3
3

,1O  

El radi de la circumferència circumscrita C1 és: 
3
4

R =  

 

L’equació de la circumferència C1 és: ( )
3
4

3
3

y1x1C

2

2 =









−+−≡  

L’equació de la recta r que passa pels punts L, M és: 
2
3

yr =≡  

Les interseccions de la circumferència C1 i la recta r són: 









−

2
3

,
2
5

1X , 











+

2
3

,
2
5

1Y  

 
1LM =  

2
51

LY
+=  

2
51

MY
+−=  

Aleshores: 

Φ=+=
2

51

LM

LY
   Φ=+=

2
51

MY

LM
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Solució trigonomètrica: 

 

Considerem el triangle 
∆

ABC  de costat 2AB = . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

ALC , 

3CL =  
 
Aleshores 1LM =  

Considerem el triangle 
∆

OLM 

Per la propietat del baricentre del triangle 
∆

ABC  

3
3

OL =  

3
32

OC =  

 
L’angle º30MLO =∠  
 

Considerem el triangle 
∆

LOY . 

Aplicant el teorema del cosinus al triangle 
∆

LOY , 

º30cosLYOY2LYOYOY
222

⋅⋅⋅−+=  
 

LYLY
3
1

3
4 2

−+=  

Simplificant: 

01LYLY
2

=−−  
Aleshores, 

2
51

LY
+=  
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Problema 43 
 

Siga 
∆

ABC  un triangle rectangle º90A = .  
 
Si els costats del triangle rectangle estan en progressió geomètrica la raó de 

proporcionalitat és Φ  
 
Solució: 
Siga r la raó de proporcionalitat. 

Els costat del triangle rectangle són 2ar,ar,a , on 2ar  és la hipotenusa. 
 
Aplicant el teorema de Pitàgores: 

( ) ( )2222 araar +=  
 

22242 raara +=  
Simplificant, 

01rr 24 =−−  

Resolent l’equació: 
2

51
r 2 += ,    

2
51+=Φ  

Aleshores,  Φ=+=
2

51
r  

 
Problema 44 
 
De tots els triangles isòsceles circumscrits en un semicercle de radi R determineu el de 
menor perímetre. 
Calculeu també la raó entre l’altura del triangle (sobre el costat desigual) i el radi R. 
 
Solució: 

 
Considerem el sistema de referència cartesià amb origen )0,0(O . 

Considerem la circumferència de centre )0,0(O  i radi 1OR =  que té per equació: 

1yxC 22
1 =+≡  

 

Siga el triangle isòsceles
∆

ABC , )b,0(C),0,a(B),0,a(A − . 

Aplicant el teorema de Pitàgores al triangle 
∆

OBC el perímetre del triangle 
∆

ABC  és: 
22 ba2a2)b,a(P ++=     (1) 
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Considerem la recta que passa pels punts B, C,  )ax(
a
b

yr −−=≡  

Com que la recta r és tangent a la circumferència 1C , el sistema format per les seues 

equacions té solució única. 






=+

−−=

1yx

)ax(
a
b

y

22

 

Substituint: 01x
a

b
2bx

a

b
x

2
22

2

2
2 =−−++  

Simplificant:  0abaxab2x)ba( 2222222 =−+−+  
Per tenir solució única el discriminant de l’equació de segon grau és 0. 

0)aba)(ba(4ba4 2222242 =−+−  

Simplificant: 
1a

a
b

2

2
2

−
=  

Aleshores la funció perímetre quedaria: 

1a

a
2a2

1a

a
a2a2)a(P

2

4

2

2
2

−
+=

−
++=     on  1a >  

Calculem la primera derivada: 

1a

a
)1a(

a4a2
2)a('P

2

4
22

35

−
⋅−

−
+=  

Igualant a zero la primera derivada: 

0

1a

a
)1a(

a4a2
2

2

4
22

35

=

−
⋅−

−
+  

Simplificant: 

01a)a2a()1a( 2322 =−−+− ,    1a)a2a()1a( 2322 −−−=−  
Elevant al quadrat i simplificant: 

01aa 24 =−−  
 

Aleshores, Φ=+=
2

51
a2 ,    Φ=a  

 

Per tant,  22

1
b Φ=

−Φ
Φ=  

Aleshores, Φ=b  
 
El menor perímetre s’assoleix quan Φ=Φ= b,a  

El perímetre mínim és Φ++Φ=Φ+Φ+Φ=Φ 212222)(P 2  
 
La proporció entre l’altura i el radi és Φ=b  
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Solució trigonomètrica: 

 
Considerem la circumferència de centre O i radi 1OR = . 
 
Siga OBC∠=α , aleshores, SOC∠=α   
Siga S el punt de tangència de la circumferència i el triangle 1OS = . 

Aleshores, α= tgCS ,   α= ctgBS ,  
α

=
sin

1
OB  

 
Aleshores el perímetre en funció de l’angle OBC∠=α  és: 









α

+
α

+α=α
sin

1
tg
1

tg2)(P  

Calculem la primera derivada: 








α
α−+

α
−+

α
=α

222 sin

cos

sin

1

cos

1
2)('P  

Igualant a zero la primera derivada: 

0
sin

cos

sin

1

cos

1
222

=
α
α−+

α
−+

α
 

0coscossin 322 =α−α−α  
0coscos21 32 =α−α−  

Substituint α= cosa  

0aa21 32 =−− , les solucions són: 
2

51
a,

2
15

a,1a
−−=−=−=  

Com que 1cos0 <α< ,  
Φ

=+−=α 1
2

51
cos    on  

2
51+=Φ . 

Aleshores, Φ=+=
α

=
2

51
sin

1
OB ,  Φ=α= tgCS , 

Φ
Φ=α= ctgBS  

També:  Φ=OC , per tant la proporció entre l’altura i el radi és Φ=OC . 
 
El perímetre és: 











Φ
Φ

+Φ=









Φ
Φ

+Φ+Φ=







α

+
α

+α=α 222
sin

1
tg
1

tg2)(P . 
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Problema 45 
 

Siga el triangle 
∆

ABC  de incentre I. 
Siga P el punt projecció de A sobre la recta que passa pels punts B, I. 
Siga Q el punt projecció de A sobre la recta que passa pels punt C, I. 

Aleshores, 




=+

2
A

cot
CI

AQ

BI

AP
 

 
Solució: Problema2102 Crux resolt per Panos E. Tsaoussoglou (Grècia). 

 

Considerem el triangle rectangle 
∆

APB ,    
AB

AP
2
B

sin =




  

Considerem el triangle rectangle 
∆

AQC,    
AB

AQ
2
C

sin =




  

Aleshores, 




⋅=

2
B

sinABAP ,     




⋅=

2
C

sinABAQ  

 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ABI,   













 +−

=







2
B

2
A

º180sin

AB

2
A

sin

BI
 

Aplicant el teorema dels sinus al triangle 
∆

ACI,   













 +−

=







2
C

2
A

º180sin

AB

2
A

sin

CI
 

Aleshores,  













⋅

=

2
C

cos

2
A

sinAB
BI ,     













⋅

=

2
B

cos

2
A

sinAB
CI  

 






=













 −

=












 +

=












⋅







+












⋅







=+
2
A

cot

2
A

sin

2
A

º90sin

2
A

sin

2
C

2
B

sin

2
A

sin

2
B

cos
2
C

sin

2
A

sin

2
C

cos
2
B

sin

CI

AQ

BI

AP
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Problema 46 
 

Un triangle 
∆

ABC  és rectangle si i només si 2CsinBsinAsin 222 =++ . 
 
Solució: 

)(⇒  

Suposem que el triangle 
∆

ABC  és rectangle i º90A = . 
Aleshores, Bº90C −= ,  BcosBº90sin =−  

211BcosBsin1)Bº90(sinBsinº90sinCsinBsinAsin 22222222 =+=++=−++=++  
 

)(⇐  

Suposem que 2CsinBsinAsin 222 =++ , º180CBA =++  

Aleshores, CsinBsin2Asin 222 −−=  
Csin1Bsin1Asin 222 −+−=  

CcosBcosAsin 222 +=  

CcosBcos))CB(º180(sin 222 +=+−  

CcosBcos)CB(sin 222 +=+  

( ) CcosBcosBcosCsinCcosBsin 222 +=⋅+⋅  

CcosBcosBcosCsinCcosBsin2BcosCsinCcosBsin 222222 +=⋅⋅⋅+⋅+⋅  
Simplificant: 

0BcosCsinCcosBsinCcosBcos 22 =⋅⋅⋅+⋅−  
Factoritzant: 

( ) 0CsinBsinCcosBcosCcosBcos =⋅−⋅⋅  

0)CBcos(CcosBcos =+⋅⋅  
Aleshores 0Bcos = , o   0Ccos = ,   o   0)CBcos( =+  

És a dir, º90B = ,  o  º90C = ,   o   º90CB =+ , en tots tres casos el triangle 
∆

ABC  és 
rectangle. 
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