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Coneixements preliminars:

Angles de la circumferéncia.
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Angle Definicio Mesura

Central S’anomena angle central L’ angle central mesura
DAOB, l'angle el vertex del el mateix que l'arc que
gual és el centre de la abraca.
circumferencia i els seus
costats contenen radis.

El conjunt del punts de la A,
circumferéncia interiors a

'angle s'anomena arc de la

circumferéncia.

Inscrit S’anomena angle inscrit L’angle inscrit d’'una
BBAC, I'angle el vértex del circumferencia,
gual és un punt de la mesura la meitat que
circumferéncia, i els costats I'arc que abraca.
son dues cordes
de la mateixa.

Semiinscrit L’angle semiinscrit
S’anomena angle mesura la meitat de
semiinscrit DBAC, I'arc de circumferéncia
'angle el vertex del qual és gue abraca.
un punt de la
circumferéncia, un costat és
una corda i l'altre costat és
tangent a la circumferéncia.

interior S’anomena angle interior L’angle interior mesura
DBAC, I'angle el vertex del la semisuma dels arcs
gual és un punt interior de la gue abraca.
circumferéncia, i els costats
sén cordes de la
circumferencia.

exterior S’anomena angle exterior L'angle exterior, mesura

DBAC, I'angle el vertex del
gual és un punt exterior a la
circumferéncia, i els costats
son cordes o rectes
tangents de la
circumferéncia.

la semidiferencia dels
arcs que abraca.
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Teorema de Tales

Si dues rectes secants r, s son tallades per
paral- leles a, b, els segments que determinen
sobre una de les secants sén proporcionals
als segments que determinen en l'altra secant.

| OA_OR
AB A'B

També s’acompleix:

JOR_OK ) OA_08
OB OB AA' BB

Demostracio de l'apartat a) :
Dibuixem les diagonals del trapezi
AA'B'B.

D D
Notem que els triangles ABA', AB'A'
tenen la mateixa area ja que considerant
la base AA'dels dos triangles tenen la

mateixa altura h ja que AA' i BB' sén
paral- lels.

D D
area ABA' = area AB'A'
Aleshores:

D D
areaOAA' _ areaOAA'

area ABA' areaAB'A'

D D
Considerem els triangles ABA', OAA'

Notem que h’ és:

D
L’altura del triangle ABA' sobre el
costat AB.

D
L’altura del triangle OAA' sobre el A

costat OB .
Aleshores:

D OA

areaOAA' = AB

D
area ABA' = —

D
Per tant, area OAA = O_A

D
area ABA!
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Analogament demostrariem que: 0
D -
area OAA' _OA
D e
areanB'A” A'B . A’
L’expressio (1) quedaria: % = O:AB

Triangles semblants.

D D D D
Dos triangle ABC, A'B'C' sbén semblants (ho representarem per ABC » A'B'C') si
tenen els costats corresponents iguals i els costats corresponents proporcionals.

- &
Esadir, A=A',B=B',C=C" | E:B:E

Criteris de semblanca de triangles.
D D
Siguen els triangles ABC, A'B'C

Criteri 1.
A ‘B _AB D D
Si A=A'| —— =—, aleshores, ABC » A'B'C
) A'C' AC
Es a dir, dos triangles son semblants si tenen un angle igual i els costats
corresponents que formen I'angle proporcionals.

Criteri 2.

~ ~ ~ ~ D D
Si A=A', B=B', aleshores, ABC » A'B'C'
Es a dir, dos triangles s6n semblants si tenen dos angles corresponents iguals.
Criteri 3.

Es a dir, dos triangles sén semblants si tenen els tres costats corresponents
proporcionals.
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Quadrilaters ciclics.

Una quadrilater és ciclic si es pot inscriure en una circumferéencia.

Propietat:
Un quadrilater és ciclic (inscriptible en una circumferencia) si i nomes si els seus

angles oposats sumen 180°
A

Condicioé necessaria.

Siga un quadrilater ciclic ABCD.
Els arcs dels angles DBAD, DBCD formen la

circumferéencia. D
Per ser angles inscrits mesuren la meitat dels arcs que
abracen.

360°

Per tant, la suma els angles és BBAD +bBCD =

Condicio suficient.
Suposem que el quadrilater ABCD la suma dels angles oposats és 180°.
BCDA +bABC =180°

D
Considerem la circumferéncia circumscrita al triangle ABC
Provarem que C pertany a la circumferéncia circumscrita.

Suposem que D esta en I'exterior de la circumferéncia

Aleshores el segment AD, o el segment CD talla la
circumferéncia en un punt distint de D.

Suposem que el costat AD talla la circumferencia en el
punt E.

El quadrilater ABCE és ciclic aleshores,

DPCEA + BABC =180°

Aleshores BDCEA =BDCDA, per tant els segments &,E) son paral- lels, la qual cosa
és absurda.
Per tant D pertany a la circumferencia.

A e

Suposem que D esta en l'interior de la circumferéncia.
Considerem la recta que passa pels punts A, D.
Aquesta recta talla la circumferéncia en el punt E.
El quadrilater ABCE és ciclic aleshores, B
DCEA + DABC =180° K
Aleshores DPCEA =BDCDA, per tant els segments CE,CD

C

son paral- lels, la qual cosa és absurda.
Per tant D pertany a la circumferéncia.



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Teorema de Ptolomeu.

Un quadrilater ABCD és ciclic (inscrit en una circumferéncia) si i només si la suma dels
productes dels costats oposats és igual al producte de les diagonals
AB xCD + AD xBC = AC BD .

AD=359 cm

BL=6.21cm AC= B2 cm
AD-BC= 292 cm?

AB= 564 cm BD=7.10 cm

CD= 4227 cm AC-BD= 47 02 em?

AB-CD=2410 cm?
AB-CO+AD-BC= 47 02 cm?®

Condicio necessaria:
Suposem, sense restar generalitat, que DBAD 3 BDABD
Siga P un punt de la diagonal BD tal que PBAP =BCAD

D D
Els triangles BAP, CAD sén semblants ja que BABP =DACD, i DBAP =DCAD,
aleshores,
AB BP —_— —— — —
AC CD

D D
Els triangles ABC, APD son semblants ja que,
DBAC =DbBAP +bPAC =bDAC +bPAC =bPAD, i BPACB =bADP, aleshores,

AC _AD —_— — —
AC_AD per tant, BCxAD = AC D  (2)
BC PD

Sumant les expressions (1), 2)
AB >CD + AD XBC = AC[BP +PD)= AC 8D



Condici6 suficient:
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Siga un quadrilater ABCD que satisfa la igualtat AB xCD + AD xBC = AC 8D

Siga un punt P’ tal que  DBAP'=BDCAD, BDABP'=DACD

D D
Els triangles BAP', CAD son semblants
28 _BP pertant, AB<CD =AC 8P (3)
AC CD

D D
Els triangles ABC, AP'D son semblants
AC _ AD — — — —
— =—, pertant, BCxAD = AC¥'D (4)
BC PD
Sumant les expressions (3), (4)

AC[BP +P'D) = AB »CD + AD xBC
Per hipotesi AB xCD + AD xBC = AC 8D
Aleshores:

BP'+P'D =BD, per tant P’ pertany a la diagonal BD

DABD =DbABP'=DACD, per tant C pertany a la circumferéncia circumscrita al triangle

D
ABD.

10
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Potencia d’'un punt respecte d’'una circumferéncia.

Teorema:

Siga la circumferencia C de centre O. Siga P un punt qualsevol del planol.

Siga la recta r que passa pel punt P, que talla la circumferéncia C en els punts A, A'.
Siga la recta s que passa pel punt P, que talla la circumferencia C en els punts B, B'.

Aleshores: PA A’ =PB »PB' = k, a aquesta constant s'anomena poténcia del punt P
respecte de la circumferencia C.

Si P és exterior a la circumferéncia C tenim que: k=d?- r2,on d =PO, r =radi de la
circumferéncia.

Si P és interior a la circumferéncia C tenim que: k =r? - d?.

Demostracio:

D D
En les dues figures, els triangles PAB',PBA' son semblants, aleshores:

PB _PA bertant, PA A" =PB B
PA PB
Si P és exterior a la circumferéncia:

Considerem la recta t que passa pels punts P, O, que talla la circumferencia C en els
punts D, D'. Per la propietat anterior: PAXPA' =PD D'
Siguen: PO=d, 0D =r

PD>PD' = (PO- a))X(%+ﬁ)=(d- r)qd+r)=d?-r?,
Aleshores, PA A" = d? - 2

Analogament si P és interior a la circumferéncia k =r? - d?

11



Teorema de Pitagores

D .
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°
d’hipotenusa a i catets b, ¢

Aleshores, a? =b? +c?
Demostracio:

Considerem els 2 quadrats seguents :
de costat b +c .

Els dos quadrats son iguals, per tant,
tenen la mateixa area.

El primer quadrat la seua area és:

S=(b+c)? =b? +c? +2bc

El segon quadrat 'hem descompost

en 4 triangles rectangles iguals i de
catets b, c i hipotenusa a, i un quadrat
de costat a. La seua area és la suma de
les arees dels 4 triangles i la del quadrat,

S=4€éﬁ9+a2
e2g

Igualant les arees,
abc o

“+a?

b? +c? +2bc = 4G—
e2g

Simplificant podem concloure que, a? =b? +¢?
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El teorema de Pitagores també es pot enunciar de la forma seguent:
El quadrat construit sobre la hipotenusa d’un triangle
rectangle té la mateixa area que la suma de les arees

dels quadrats construits sobre els catets:
areaM = a?

areaP =b?

areaN =c?

a2 =p2+c?2

12

dreaM=drea P +drea N
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Generalitzacio del teorema de Pitagores:

L’area de la figura construida sobre la hipotenusa és la mateixa que la suma de les
arees de les figures semblants construides sobre els catets.

area M =area N +area P

Teorema invers del teorema de Pitagores:
D
Siga un triangle ABC tal que a® =b? +c?

D
Aleshores el triangle ABC és rectangle i I'angle DBAC =90°

Demostracio:
C =
a L\
J b
A B Al C B

C

Construim el triangle rectangle A’ Ig'C‘ de catets b, ¢ que tindra hipotenusa d
Pel teorema de Pitagores: d? =b? +c?

Per hipotesi a? =b? +¢?

Aleshores, a=d

D D
Els triangles ABC, A'B'C' tenen els costats corresponents iguals per tant sén iguals.
Alehsores BBAC =bB'A'C'=90°

13



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Teorema de 'altura i del catet en un triangle rectangle.

D .
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°

Siga l'altura h = AH sobre la hipotenusa. %
Siga m = BH la projecci6 del catet ¢ sobre

la hipotenusa. . b
Siga n =HC la projeccio del catet b sobre h

la hipotenusa.

Aleshores, a

a) h?=mmn Teorema de I'altura. B m H n C
b) b?=nx Teorema del catet.

c) c?=mxa Teorema del catet.

Demostracio:

a)

D D
Els triangles ABHi ACH son semblants, aleshores,

BR_AH p Db b h2omn
AH HC h n
b)

D D
Els triangles ABCi ACH son semblants, aleshores,
AC_HC _ b
BC AC a
c)

D D
Els triangles ABCi ABH s6n semblants, aleshores,
R_BH L, cm o,

T2 p 2= b cl=mx
BC AB a ¢

n
=— b b?’=nxa
b

Nota: Sumant les igualtats b) i c) ens déna una demostracié del teorema de
Pitagores.

14
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Raons trigonometriques d’un angle agut. E

D
Considerarem el triangle rectangle ABC on A =90°

Recordem que en qualsevol triangle rectangle €
es complia el teorema de Pitagores:

a? =b%+c?

Siga a =bBCA
Definim sinus de I'angle a i ho representem per sin a

: AB _ catet oposat
sina=— = —— "%
CB hipotenusa

Definim cosinus de I'angle a i ho representem per cos a
CA _ catet contigu

cosa=—-= -
CB hipotenusa

Definim tangent de I'angle a i ho representem per tg a
_ AB _ catet oposat
CA catet contigu

Nota: Pel teorema de Tales, les raons trigpnometriques de I'angle a no depenen del

triangle rectangle escollit.

Relacions fonamentals entre les raons trigonometriques.
Donat un angle a es compleixen les seglents relacions:

sina +cos?a =1

_ sina
cosa

tga

Raons trigonomeétriques dels angles a+b, a-b.

sin(a +b) = sina xcosb +cosa xsinb sin(a - b) =sina xcosb - cosa xsinb
cos(a +b)=cosa xcosb- sina xsinb cos(a - b) =cosa xosb + sina xsinb
ig(a +b) = tga +tgb ig(a - b) = tga - tgb

1- tga xgb 1+ tga xgb

Raons trigonometriques de I'angle doble. 2a.
sin2a = 2sina xcos a

cos2a =cos?a - sin?a

15
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Raons trigonometriques de I'angle meitat %.

..a _, [1-cosa
sin— —J_r,/—
2 2

Nota: El signe de les raons trigonometriques de I'angle meitat depenen del quadrant

on es trobe I'angle %

Transformacions de sumes de cosinus (sinus) en productes.

cosA +cosB = ZCOSA;B XCOS Aé B

COsA - cosB = -ZsinA;B xsin Aé B

A+B A-B
XCOS 5

SinA - sinB = ZCosA;B xsin Aé B

SinA +sinB =2sin

Transformacions de productes de cosinus-sinus en sumes i
diferéncies.

cosa xcosb = %(cos(a +b)+cos(a - b))
sina >sinb :'?1(cos(a +b)- cos(a- b))
sina >cosb = El(sin(a +b)+sin(a - b))

cosa xsinb =%(Sin(a +b)- sin(a - b))

16
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Teorema dels sinus

Els costats d’un triangle son proporcionals als sinus dels angles oposats:
a _ b _ c
sinA  sinB sinC

Demostracio:
D
Considerem qualssevol dels triangles ABC.

D
Tracem als triangles ABC [l'altura corresponent al vertex C.

1HC = i
ilf b>e|_nA P bxsinA=axsinB b a___b_
T HC =axsinB

sinA  sinB
Analogament si tracem l'altura corresponent al vertex A obtindriem:
b _ ¢
sinB  sinC

Teorema del cosinus.

D
Siga el triangle ABC . Es compleixen les seguents igualtats.

a’? =b? +c? - 2bc xcosA
b2 =a? +¢? - 2ac x0sB
c? =a? +b? - 2abxcosC

Demostracio:

Considerarem tres casos:
1.- L'angle A recte.

2.- L'angle A agut.

3.- L'angle A obtus.

1.- Es I'enunciat del teorema de Pitagores.

17
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2.- =]

D
Tracem al triangle ABC l'altura corresponent al
vertex B.

D
El triangle CHB és rectangle.
Pel teorema de Pitagores,

a? =BH’ +CH’ =BH" +(b- FAf =BH’ +b? +FA” - 205FA (1)

D
El triangle HAB és rectangle.
N -—2 —2 2
Pel teorema de Pitagores BA +HA =c

cosA="2 b HA =cxcosA
c
Substituint en (1)

a? =BH_ +b? +HA - 2b>HA =b? +c? - 2bc xcos A B

3.-

D
Tracem al triangle ABC laltura
corresponent al vertex B.

D
El triangle CHB és rectangle. o -

Pel teorema de Pitagores:

a? =BH’ +CH =BH +(p+HAJ =BH +b? +HA” +20>HA (1)
D

El triangle HAB és rectangle.

Pel teorema de Pitagores BA~ +HA - =c?

)=% P HA=-cxosA

cos(180°- A
Substituint en (1)

a? =BH  +b2+HA  +2bxA =b2 +c2 - 2bc xcos A

Analogament es demostren les altres dues igualtats de I'enunciat del teorema.

18
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Teorema de la tangent (Viéte)

&
D

Siga el triangle ABC.

g A+B h a
Aleshores, 2_-ar b

tgA -B a-b

2
A c B
Demostracio:
Utilitzarem el teorema dels sinus .a = L i les transformacions de productes
SinA  sinB

en sumes:

sina xcosb :%(Sin(a +b)+ sin(a - b))

cosassinb =%(sin(a +b)- sin(a - b))

A+B . A+B A-B
tg sin >COS
2 _ 2 2 _
A-B A+B . A-B
tg—— cos xsin
2 2 2
1(sinA+sinB) , :
_2 _SinA+sinB _
%(sinA—sinB) SinA - sinB
a><5|nB+SinB
_ :a+b
a>sb|nB_SinB a-b

19
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TRIANGLES.

D
Un triangle ABC és la figura geometrica del
planol formada per 3 segments anomenats
costats els extrems dels quals es tallen 2 a 2 en b a
3 punts anomenats vertexs.

Els veértexs s’escriuen en lletres

majuscules i el costat oposat al A
vertex en la mateixa lletra minudscula.

Ilgualtat de triangles:

D D
Dos triangles ABC, A'B'C' sbn iguals si els costats i els angles corresponents sén
iguals.

Criteris d’igualtat de triangles.

Criteri 1.

D D A ~
Dos triangles ABC, A'B'C' sbnigualssi A=A', b=b', c=c', ésadir,
dos triangles sén iguals si tenen iguals dos costats i I'angle comprés entre ells.

Criteri 2.

D D ~ ~ ~ ~
Dos triangles ABC, A'B'C' sOnigualssic=c', A=A", B=B, ésadir,
dos triangles sén iguals si tenen igual un costat i els angles continguts.

Criteri 3.

D D
Dos triangles ABC, A'B'C' sbnigualssi a=a', b=b', c =c', és adir,
dos triangles son iguals si tenen els costats corresponents son iguals.

Criteri 4.

D D ~ ~
Dos triangles ABC, A'B'C' sOnigualssi a=a', b=Db',a>b, A=A, ésadir,
dos triangles son iguals si tenen dos costats iguals i iguals I'angle oposats al major
dells.

Classificacio dels triangles:

Segons els costats:
Equilater: Té els 3 costats son iguals.
Isdsceles: Té 2 costats iguals.
Escale: Té els tres costats desiguals.

Segons els angles:
Acutangle: Té els 3 angles aguts.
Rectangle: Té un angle recte i els altres aguts.
Obtusangle: Té un angle obtus i els altres aguts.

20
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Propietats

D -
a) Siuntriangle ABC té dos costats iguals AB = AC, els seus angles oposats sén
iguals.

LA A

D
Considerem el triangle ABC i el triangle
D
ACB que resulta de la simetria del triangle

D
ABC respecte de la bisectriu de I'angle
DBAC.
Els dos triangles tenen dos costats iguals i
'angle que formen igual. Per tant sén
iguals, aleshores BABC =bPACB. B

D
b) Enun triangle ABC, a major costat s’oposa
major angle.

Hem de provar que si AB > AC, aleshores C >B.

Siga El punt D sobre el costat AB tal que
AC = AD.

D
Com el triangle ADC és isosceles DADC =bACD
Com C >DACD i DADC > B, aleshores, C >B.

1.- La suma de dos costats és major que l'altre costat.

D -
Siga el triangle ABC i suposem que a = BC és el costat major.
-0
- i
.-"“---' II
A ~,
|
|

|
1

E C

Hem de provar que BC < AB + AC
Prolonguem el costat AB i en la prolongacié construim el segment AD, tal que

- PR D
AC = AD (el triangle ADC és isosceles), aleshores BACD =BDADC.
DBBCD > BACD =bADC

Com que I'angle major s’'oposa major angle, temin que:
AD = AB + AC >BC

21
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2.- La suma dels angles d’un triangle mesura 180°.

Considerem la recta paral- lela al costa AB que passa per C

Aleshores a +C +b =180° -

A=a, B=b, per ser angles alterns-
interns sobre costats paral- lels.
Per tant, A+B +C =180°

ALTRES ELEMENTS D'UN TRIANGLE:

Mitjanes i baricentre.
La mitjana: Es el segment que uneix un vertex i el punt mig del costat oposat al vertex.
Propietat:

Les 3 mitjanes d’un triangle es creuen en un punt G anomenat baricentre o centre de
gravetat del triangle.

=h e

Siguen les mitjanes BM,,CM_ que es tallen en el punt G.

- D
M,M. és laparal- lela mitjana del triangle ABC.

Q

D D -
Aleshores els triangles ABC, AM,M. soén semblantsi M,M, = —

N

D D
Els triangles GM_,M, , GBCson semblants i la ra6 de semblancga és %
Aleshores BG=2xGM, , CG=2>GM_ ,0bé, BM, =3>GM, , CM, =3>GM_

Aleshores

Siga G’ el punt d’intersecci6 de les mitjanes corresponents als vertexs Ai B
BM, =3>G'M, , AM_ =3>xG'M,

GM, =G'M, , aleshores G=G'’

22
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Propietat del baricentre d’un triangle:

D
Siga el triangle ABC. Siga G el baricentre del
triangle, aleshores

CG=2GM_, AG=2>GM,, BG=2>GM, Me

c!?

fb

El baricentre d’un triangle esta a doble distancia
del vertex que del punt mig del costat oposat.

Demostracio: veure el teorema anterior. B » C
=]

Propietat: la mesura de les mitjanes:

. . 2b? +2¢? - a°
La mitjana sobre el vertex A mesura m, = J

2
. \ J2a? +2c? - b?
La mitjana sobre el vertex B mesura m, = 2a ic b
. . 2 + 2 _ A2
La mitjana sobre el vertex C mesura m¢ = V2 ;b ¢

Demostracio:

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
a?=b%?+c?-2bcxosA P -2bcxosA=a’-b’*-c? (1)

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AM_.C

.2 2
m2 =b? +&9 _bcxcosA b - 2bcxcosA =2m2 - 2b2 - S )
c 25 ) 2

Igualant les expressions (1) i (2)

2 2 2 A2
az-bz-c2=2mé-2b2-% p mézw

_y2a%? +2b%-c?

Aleshores, m. = >

Analogament, demostrariem la mesura de les altres mitjanes.
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Mediatrius i circumcentre.

La mediatriu: és la recta que passa pel punt mig de cada costat i €s perpendicular al
costat.

Propietat:

Les 3 mediatrius d’un triangle es creuen en un punt
gue s'anomena circumecentre, que té la propietat
de ser el centre de la circumferencia circumscrita al
triangle.

mc

C
ma
.
B
N B
B
B
.
B
H‘-\.

Demostracio:

Siguen m_,m_ les mediatrius que es tallen en el
punt O, aleshores:

OB=0C, OA=0B

Per tant, OA = OC , és a dir, O pertany a la
mediatriu del segment AC .

També O equidista dels vértexs A, B, C, aleshores,
és el centre de la circumferéncia que passa pels tres vertexs.

Calcul del diametre del cercle circumscrit a un triangle.

El diametre de la circumferéncia circumscrita és igual
a la constant de la proporcié del teorema dels sinus.

D
Considerem el triangle ABC.
Considerem el cercle circumscrit al triangle.

=

Tracem el diametre AD ila corda DC .

D
Considerem el triangle ADC.

=

Per ser B, D angles inscrits a la circumferencia, i
abracen el mateix arc tenim que B=D.

Siga I'angle a = bBACD.
L'angle a =90°, perqué un angle inscrit en la circumferéncia mesura la meitat de I'arc
gue abraca.

Per tant, b= ADsinD = AD ssinB

Aleshores, el diametre AD = L
sinB

Es a dir, el diametre d’un cercle circumscrit a un triangle és igual a la ra6 de
proporcionalitat del teorema dels sinus.

a b c

—=——=——=2R
sinA  sinB sinC
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Bisectrius i incentre.

La bisectriu: Es la recta que passa pel vertex que formen dos costats i divideix per la
meitat a I'angle que formen els mateixos costats.

Propietat:
Les 3 bisectrius d’un triangle es creuen en un punt
gue s'anomena incentre, que té la propietat de ser

el centre de la circumferéncia inscrita al triangle.

Demostracio:
Siguen b,,b, les bisectrius corresponents als

vertexs A, B, les quals es tallen en el punt I.
El punt | equidista dels costats b, c. h1 ) b3
El punt | equidista dels costats a, c. ;
Aleshores el punt | equidista dels costats a, c. Per tant el punt | pertany a la bisectriu
corresponent al vertex C.

El punt | equidista dels tres costats, aquesta distancia sera el radi de la circumferéncia
tangent als costats.

Nota: si la distancia del centre d’'una circumferéncia a una recta és igual al radi la recta
és tangent a la circumferencia.

Propietat de la bisectriu d'un triangle:

D
Siga el triangle ABC considerem el punt P intersecci6 de la bisectriu de I'angle DACB
amb el costat AB.

Aleshores: E = &
AP

PB
D &
La bisectriu d’'un angle d'un triangle ABC
divideix al costat oposat en parts proporcionals
als costats adjacents. & “
Demostracio:
Siga DACP =bPCB=a
A, = B

S’observa que els angles:
DCPB =180°-B+a), PCPA=B+a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle CPB:

PB _ a b sin(C+a) _ a (1)
sina  sin(180°- (C +a)) sina PB
D

Aplicant el teorema dels sinus al triangle APC

AP

R b p SinC+a) _ )
sina sin(C+a) sina AP
De les igualtats (1), (2) tenim:

c._b

AP PB
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Circumferéncies exinscrites.

Considerem b, la bisectriu de I'angle A, B, la bisectriu de 'angle exteriorde Bi B la

bisectriu de I'angle exterior de C.
Les tres bisectrius s’intersecten en un punt I, (exincentre de a) que equidista de les

rectes que formen els costats.

Analogament aconseguiriem els altres exincentres I, , |,

Les tre circumferéncies tangents als costats i exteriors al triangle s’anomenen
circumferencies exinscrites.

Propietat:

D D
El triangle format pels incentres 1 |, 1. té per altures les bisectrius del triangle ABC.

Demostracio:
Notem que les bisectrius exteriors a un vertex i la bisectriu interior formen 90°.

a'b'c
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Propietat: Proporcio entre els radis de les circumferéncies inscrites i
exinscrites.
D

Siga el triangle ABC.
Siguenri r, els radis de les circumferéncies inscrita i exinscrita, respectivament.

r -a . o . atb+c
Aleshores, — = P-a oy p és el semiperimetre del triangle p=——

ry p 2
Demostracio:

Siguen els punts A, B’, C’ els punté de tangencia de la circumferencia inscrita al
triangle AEC amb els costats.

AC' =AB'BC =BA,CA'=CB

Aleshores, AC'+BA'+CA'=p

BA'+CA'=a

Pertant AC'=AB'=p- a

Analogament, BC'=BA' =p- b,CA'=CB' =p- ¢

Siga la circumferencia exinscrita de centre |, iradi r,.

D
Siguen A”, B”, C” els punts de tangéncia de la circumferencia inscrita al triangle ABC
amb les prolongacions dels costats.

Calculem BC" i AC"

AC" = AB",BC"=BA", CA"=CB"

Aleshores: AC +CA" = AB +BC"
AB +BA" = AB +BC"

Sumant les expressions:
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2p =2c+2xBC", aleshores, BC'=p-c
Pertant, AC"=(p- a)+(p- b)+(p-c)=p

D D
Els triangle IAC', 1,AC" s6n semblants, aleshores,

r_p-a

. p

Analogament, — _p-b r_p-c
Iy p re )

Nota: També podem provar que:
CC'=aBB'=b, AA"= ICA‘— BA"I :ICB' - BC"I =[p-c)- (p- a)
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Altures i ortocentre.

L'altura: Es la recta que passa per un vertex i es perpendicular al costat oposat.

Propietat:
Les tres altures d’'un triangle es creuen en un punt que s'anomena ortocentre.
\ .

-

-

b !
HJCI

Reduirem aquest cas al cas de les mediatrius.
Pels vertexs A, B, C dibuixem paral- leles als costats oposats respectius.
Aquestes rectes es tallen dos a dos en els punts A’, B’, C'.

D D D D
Es formen tres triangles ACB', ABC', BCA' iguals al triangle ABC.
Tenen un costat comu i els altres dos costats paral- lels.

D’aquesta igualtat de triangles tenim que AB' =BC , AC' =BC , aleshores, AB' = AC'
Es a dir, A és el punt mig del segment B'C', B és el punt mig del segment A'C' i C és
el punt mig del segment A'B'.

Normalment considerem l'altura d’un triangle com el segment de la recta altura que
uneix el vertex i el punt del costat oposat, CH., AH,, BH;.

D D
Les altures del triangle ABC sén perpendiculars als costats del triangle A'B'C', per
D
tant son mediatrius del triangle A'B'C', que s’intersecten en un punt.

D
Aleshores, les tres altures del triangle ABC s’intersecten en un punt, que s’anomena
ortocentre.
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Propietat: formula de I'altura en funcio dels costats.

D
En un triangle qualsevol ABC
J@+b+c)-a+b+c)a-b+c)a+b-c)

hy =AH, = -
_ _J@+b+c)-a+b+c)(a- b+c)a+b- c)
hg =BH; =
2b
h, =CH, = J(a+b +c)(-at+b+c)(a- b+c)(@a+b- c)
2c
Demostracio:

Siga l'altura CH =h,
Siga el segment AH =m

D
Per ser el triangle ACH rectangle,
hZ =b? - m?

D
Per ser el triangle BCH rectangle,
hZ =a?- (c- m)?

a2 2 2
Restant ambdues igualtats, b? - m? =a?- (c?+m?-2cm) P m :%bﬂ:
C
Aleshores,
2 a’+b%+c? o
hZ =b” - T =
2c 3
b2 ( a’+b” +c )2 _
4c?
_ (2bc)’ - (b? +c? +-a2f _
4c?

(2bc+b2 +c?- 2)><(2bc b? - ¢? +a2) _

iy GRS )x(a of).

_ (a+b+c)(b +c a)(a+b-c)(a- b+c)

4c?
Aleshores,
_J@+b+c)-a+b+c)(a- b+c)@a+b- c)
c- 2c

Les altres formules es demostren analogament.
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Triangle ortic.
D
Donat el triangle ABC acutangle, siguen H_,H,,H_ els peus de les altures.

D D
El triangle H,H,H, s’anomena triangle ortic del triangle ABC.

Propietat:

D
Les bisectrius del triangle ortic son les altures del triangle ABC.

C

Demostracio:
Provem que l'altura CH, és bisectriu de 'angle BH_H_H,

BAH_B =90°, BAH B =90° aleshores el quadrilater ABH_H, és ciclic.
Aleshores, a = bH_ AH, = bH_BH, (son angles interiors que abracen el mateix arc).

PHH B =90°, PHH B = 90°, aleshores el quadrilater HH _BH, és ciclic.
Aleshores, a =PH_BH, =DH_BH =DHH H, 1)

BHH A =90°, BHH A =90°, aleshores el quadrilater HH, AH_ és ciclic.
Aleshores, a =PH_AH, =DPHAH, =PHH_H, (2)

De (1)i(2) bHH H_, =bHH H,, aleshores, l'altura CH, és bisectriu de I'angle
bH_H.H,

Per a les altres altures es provaria analogament.
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Area d’un triangle.

Propietat: I'area d’un triangle

D
L’area d'un triangle ABC és:
u_base” altura _a>h, _bx, _coh.

BC b =
eA 2 2 2 2
Ia formula no depén de la basse escollida.

Sigar la recta paral- lela al costat a que passa pel punt A
Siga s la recta paral- lela al costat b que passa pel punt B
Siga D el punt interseccio de les rectes r, s.

ACBD és un paral- lelogram.

D
L’area del triangle ABC és la meitat de I'area del paral- lelogram.

D
Formula d’Her6. L'area d’un triangle ABC és:
e b u_ cxh, \/(a+b+c)(-a+b+c)(a-b+c)(a+b-c)

BC
eA 2 4
Si fem el canvi p=$ , tenim que:
p- a:m p- b:m p- C:M
2 2 2

la férmula quedaria: gABCH =Jp(p- a)(p- b)(p- c)
€ U

D
Formules trigonometriques: L'area d'un triangle ABC és:

R b >c xsin A R a>c xsinB A _axrxsinC
Area = — Area =T Area=———

D
Considerem el triangle ABC

Siga l'altura BH
L’area d’un triangle és
Uu_ base” altura AC xBH

BC
eA 2 2
AC =b

D

Considerant el triangle rectangle AHB
BH =c xsin A
Aleshores,
eABCu _ bcxsinA

Analogament obtindriem les altres formules.
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D
Formula amb el radi de la circumferéncia circumscrita. L’area d’un triangle ABC
és:
abc . . . N .
S= R on R és el radi de la circumferéncia circumscrita.
Pel teorema dels sinus:
a _ b _ c
sinA  sinB sinC
A partir de la férmula trigonometrica de l'area:
U_ bc xsinA abc
eABC

4R

= 2R, aleshores, sinA =—

D
Formula amb el radi de la circumferencia inscrita. L’area d'un triangle ABC és:
atb+c

S=rmp onpésel semiperimetre p = >

~B
D D
Siga | l'incentre del triangle ABC . Siga r el radi de la circumferéncia inscrita a ABC.

D
Siguen A’, B’, C’, els punts de tangéncia de la circumferencia inscrita i el triangle ABC.
Podem notar que IA'=IB'=IC'=r.

D D D D
L’area del triangle ABC és igual a la suma de les arees dels triangles ABI, BCI, ACI

A D ) A D ) A D
€aBCY = a1+ SBCI +eAC|”-ﬂ+a"’ bt _a*b*e i
€ U € u e 2 2 2 2

Nota 1: Férmula per a calcular el radi de la circumferéncia inscrita en funcié dels
costats.

_ area ABC :\/(p- a)(p- b)p- c)
p p

Nota 2: A partir de la proporcio entre els radis de les circumferencies inscrita i
exinscrites tenim les formules dels radis de les exinscrites en funcié dels costats:

_rp _ [pp-b)p-c)  _rp _ [pP-a)p-¢)  _rp _ [p(P-a)p-b)
“a | p-a_ " p-b | p-b '° p-a \I p-C
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Teorema: sobre l'altura, bisectriu i mitjana d’un triangle

D
En tot triangle ABC la bisectriu coincideix amb I'altura o la mitjana o roman entre
elles.
Demostracio:
Siga CH l'altura, CP la bisectriu, CM la mitjana referides al vertex C del triangle
D
ABC .

B

Si a =b aleshores, la bisectriu, la mitjana i I'altura al vértex C coincideixen.

Suposem b <a aleshores, B<A itambé, DACH <DBCH

PBCH > %(E)ACH +DBCH) =%é, és a dir, PBCH > DBCP

Aleshores, el punt P es troba entre H i B.

Per la propietat de les bisectrius:

b _a b £:3>1, per tant, PB > AP
AP PB AP Db

AP < %(ﬁ +PB)< %c

Aleshores P es troba entre P i M
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Teoremes
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Els teoremes de Napoleo

Teorema de Napoled 1: (demostracio trigonometrica)

D
Si sobre els costats d’'un triangle qualsevol ABC construim tres triangles equilaters
exteriors, els centres d’aquests tres triangles sén, a la vegada els vertexs d’'un nou
triangle equilater.

Demostracio:

Siguen els segments NP =x MN=y MP=z
Volem demostrar que x=y =1z

PPAB=30° DCAN=30°
ﬁ:%ﬁ ngﬁ

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ANP

X2 :3&/‘9 +9_J§9 ; 2x_J_x_J_>cos(600+A)
2 — 1 2 2
X —§(c +b® - 2bc >cos(60°+A))

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CMN .

Y2 _@J—+ + _J§9 -2 aJ_x_J_mos(600+C)
@

y? :%(a2 +b? - 2ab >cos(60°+C))

x? - y? :%(c2 - a® - 2b(c xc0s(60°+A) - a><:os(60°+C))
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5 .
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC ¢ = a >§|r'1AC
sin

2 2 _1l&, 5 aa xsinC
X° - ==—gc“-a“"-2b
Y 3% gs'nA

xc0S(60°+A) - axc05(60°+C) 2 =

{57]
=la%2 -a?- 2ab€eS!LC(cosGO°cosA- sin60°sinA)- (cos60°cosC - sin60°sinC)9%=
Sg gSInA 29
= 1@02 -a?- 2abali s.|nC COSA - ESfncsinA - EcosC+£sinC-ET=
3 2sinA 2 sinA 2 2 %

1 .
=-&%2-a?- abge;!LCcosA- coscgg=
3§ gSinA o]

D .
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC ¢ = axsinC

sin A
2 _h2_ A2 2 _ A2 _R2
i el teorema del cosinus cosA:ab—C cosczu
- 2bc - 2ab
Obtenim:
e 2 _h2_ A2 2 _22_Kh2030
Xz_yzzlécz_az_ab?a b“-c® c-a biiz
3 a - 2bc - 2ab %
18 2 _h2_ A2 2 _ 2. p260
_1 c2-a2-aba%(a bc-c )+c ac-b R
3 - 2abc 2ab %
2 2 2 2 2 2 A
=lae2_a2+a-b-c_c-a-bgzo
3 2 2 :

o
Aleshores, x> -y>=0 b x=y

Analogament demostrariem que z%- x?> =0

D
Per tant, el triangle MNP és equilater.

Observa que si I'angle A és obtusangle també es demostra de forma analoga.
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Teorema de Napoled 1: (demostracio sintetica)

Lema 1:

Un quadrilater és ciclic (inscriptible en una circumferéncia) sii només si els seus
angles oposats sumen 180°

Lema 2:
Siguen dues circumferencies que s'intersecten. La recta que uneix els punts
d’interseccio és perpendicular a la recta que uneix els centres.

Demostracio:
O, pertany a la mediatriu del segment AB perque O,A =O,B

O, pertany a la mediatriu del segment AB perqué O0,A=0,B
Per tant, la recta mediatriu és la recta que passa pels punts O,, O,

Aleshores, 0,0, és perpendicular a AB
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Teorema de Napole6 1:

D
Si sobre els costats d'un triangle qualsevol ABC construim tres triangles equilaters
exteriors, els centres d’aquests tres triangles son, a la vegada els vertexs d’'un nou
triangle equilater.

c2

3

o
En la figura considerem:

D

El triangle equilater BCA' de centre M i la seua circumferéncia circumscrita C,,
D

El triangle equilater ACB' de centre N i la seua circumferencia circumscrita C, ,
D

El triangle equilater ABC' de centre P i la seua circumferencia circumscrita C, .

Siga F el punt intersecci6 de les circumferéncies C,, C, .

BAFC =120°, BBFC =120° (per ser angles interiors de les circumferéncies C,, C,,
respectivament).

Aleshores I'angle BDAFB =120°
Per tant, el quadrilater AFBC’ és inscriptible en una circumferéncia.

D
El triangle ABC' esta inscrit en la circumferéncia C, aleshores F pertany a C,.
Per tant F és la interseccio de les tres circumferencies.

Considerem els segments AF,CF
Els segments NP, AF son perpendiculars (pel lema A, F és la interseccio de C,, C, |
N, i P els centres d’'ambdues circumferéncies).
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Analogament els segments NM, CF sén perpendiculars.

Considerem el segment NP que talla el segment AF en el punt X.
Considerem el segment NM que talla el segment CF en el punt Y.
Per tant, DNXF =90°, BDNYF =90°.

El quadrilater NXFY és inscriptible en una circumferéncia (la suma de dos angles
oposats és 180°)

BXFY =120°

Aleshores, BDXNY = 60°

Analogament provariem que DNMP =60°, DNPM =60°

D
Aleshores els triangle MNP és equilater.

Consequencies:

Teorema d’'Steiner
En la construccié anterior:

Els segments AA', BB', CC' s'intersecten en el punt F que s'anomena punt d'Steiner
o de Fermat.

A més amés AA' =BB' = CC'
Demostracio:

DB'FA =60°, BAFB =120°, per tant B’, F, B estan alineats
Analogament A’, F, A estan alineats i C’, F, C estan alineats.

D
Notem que un gir de 60° de centre A del triangle CB'B és transforma en el triangle
D - -
CAA', aleshores AA'=BB'.

Analogament BB' = CC'
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D
Si sobre els costats d’'un triangle qualsevol ABC construim tres triangles equilaters
interiors, els centres d’aquests tres triangles son, a la vegada els vertexs d’'un nou

triangle equilater.

Demostracio:

Siguen els segments NP'=x MN=y MP' =z
Volem demostrar que x=y =1z

BP’AB=30° BCAN'=30°
A=y av=23
3 3
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AN'P’

X2 —8@_3 + +$@ 3- - 2x%«/§xg«/§>c03(A- 60°)

NG :%(c2 +b? - 2bc xcos(A - 600))

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CM'N'.

z_g_ 0 éaé)g_-zxgﬁxgﬁmos(c-%o)

y? :%(a2 +b? - 2ab xcos(C- 600))

2
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D .
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC ¢ = axinC

SinA
x* - y? ——gc a’- aa)smcx:os(A— 60°) - axcos(C - 600)222
A 20
1 ﬁln (o] (o] 0 (o] ”
=§gc -a?- 2abg—(cosGO cos A +sin60°sinA) - (cos60° cosC +sin60 smC R
2 2] 0
=1(}c2 - 2ab _smC COSA + ‘/_ 3 sinC SinA - 1cosC- Esmc-’z
38 2sinA 2 sinA 2 2 %
inC
—ge? - abg—cosA cosC
g nA e
o .
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC ¢ = a X_SIZ\C
sin
_h2_ A2 2 _ A2 _R2
i el teorema del cosinus cosA :ab—c cosC :u
- 2bc - 2ab
Obtenim:
& _h2._ 2 _22_Kh2030
x2-y2=lc-a-aba§a b?-c? c°-a bif‘=
3 - 2bc - 2ab %
1 _az_aba%(az-bz-cz)Jrcz-aZ-bzggz
3 - 2abc 2ab %
% _ _ 2 _ 2 _ 2 O
1 a b c? c°-a b 20
“3g @ 2 5

Aleshores, x> -y>=0 b x=y

Analogament demostrariem que z%- x?> =0

D
Per tant, el triangle M'N'P' és equilater.
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Teorema d’arees dels triangles de Napoleo.

La diferéncia entre les arees dels triangles equilaters de Napole 6 (exterior i interior) és

D
igual a I'area del triangle ABC. C

Demostracio:

D
Siga MNP el triangle de Napole6 construit amb els centres dels triangles equilaters
D
construits sobre els costats del triangle ABC i exteriors al triangle.
D
Siga MN'P' el triangle de Napole6 construit amb els centres dels triangles equilaters
D
construits sobre els costats del triangle ABC i interiors al triangle.
U 1

L’area del triangle ABC és eAB =_hc xsinA

CC
I\.)

Els triangles MNP M‘N'P' son equilaters, per tant:

0B

L’area del triangle MNP ésigual a S\ANP ——NP
L’area del triangle MN P' ésigual a S\/IN ﬂ %
e u

En el teorema de Napole6 haviem provat que:
NP~ = %(02 +b? - 2bc xcos(A + 600))

NP~ = %(02 +b? - 2bc *xcos(A - 600))
La diferencia d'arees és:
g\/INP - gVI N P' ——NP - @ﬁz =§( 2bc(cos(A +60°) - cos(A - 60°)) =
—_ \/— 0] [6) —_
——(2bc)(— cos(A + 60°) +cos(A - 60°)) =
x é b
= Ebcé— %cosA +§smA+ ;cosA +£smA—= —bc xsin A = sABC

0
3 275 2 eH
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Teorema de Napoleo 3.
D
Dividim els costats d’'un triangle ABC qualsevol en tres parts iguals. Sobre cadascuna

D
de les parts centrals dibuixem tres triangles equilaters exteriors al triangle ABC, els
vertexs exteriors d'aquests tres triangles equilaters sén, a la vegada els vertexs d’'un
nou triangle equilater.
C

Demostracio:
Notem que els punts P, Q, R son els centres dels triangles equilaters construits sobre

D
els costats del triangle ABC
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Teorema: Generalitzacié del teorema de Napoled.

D
Siga el triangle ABC.

. BX .
Sobre el costat BC, siga el punt X; tal que BCl =k ielpuntX tal que BX, = X,C

CY,

Sobre el costat CA, siga el punt Y, tal que A =k ielpuntY, tal que CY, = Y,A

Sobre el costat AB, siga el punt Z; tal que AA% =k ielpuntZtal que AZ, =Z,B

D D D D D
Siguen els triangles equilaters X, X, X, , Y,Y,Y,, Z2,Z2,Z,, Y,Z, X, , Z,X,Y';,

D
X,Y,Z', en la mateixa orientacio.

Siguen: la recta r que passa pels punts X;, X'; la recta s que passa pels punts Yz, Y’z i
la recta t que passa pels punts Z;, Z’;
Aleshores:

X X5 =Y, Y, =27,
Les rectes r, s, t concorren en un punt i entre elles formen un angle de 60°.

A3x3=850 cm
Y¥3¥3=8,.50 cm
£373=8580 cm

el angle rt=800 "
angle st=600 °
angle r,s=600°
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Punts de Napoled

Teorema 1:
D
Si sobre els costats d’un triangle ABC dibuixem tres triangles equilaters exteriors al

D
triangle ABC (com el de la figura 1).
Siguen P, Q, R els baricentres dels triangles equilaters exteriors.
Aleshores les rectes AP, BQ, CR s’intersecten en un punt anomenat punt primer de
Napoled.

Teorema 2:
D
Si sobre els costats d'un triangle ABC dibuixem tres triangles equilaters interiors al

D
triangle ABC (com el de la figura 2).
Siguen P, Q, R els baricentres dels triangles equilaters interiors.
Aleshores les rectes AP, BQ, CR s’intersecten en un punt anomenat punt primer de
Napoleo.

F

Figura 1 Figura2
Aquests punts ha estat estudiats per John Rigby 1988.
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Teoremes de Menelau i de Ceva.

Teorema de Menelau. (demostracié analitica)

D o —
Siga el triangle ABC, siguen els punts DI AB,Fl AC.
Siga la recta g que passa pels punts B, C. Siga el punt El g.

D, E, F estan alineats U

©| >
33
alm
mijm
#<l
L

Demostracio:
Siguen AD =r>BD, BE =s>CE, CF =txAF.
Demostrarem D, F, E, estan alineats U rxsx =1

Considerem B(0,0), A(a,b), C(c,0)
BA =(ab), BC=(c0), AC =(c- a-b) B 0,0) Cfe,0) E

Per estar D en el segment AB D(aa,ab).
Calculem a

AD=r>8D b (aa- a,ab-b)=r(aaab) b a =1i
-r
Per estar Eenlarectag E(bc,0). Calculemb

BE=s>xCE b (bcO)=s(bc-c0) b b=—>

Per estar F en el segment AC Fc+glc- a),- ¢o). Calculemg
CEF=t:AF b (gc-a)-d)=tc- gc-a)-a-gp-b) b g=ﬁ
D, F, E estan alineats U {D_E', ﬁ} son linealment dependents

DE = (bc - aa,- ab) FE = (bc- c- g(c- a), g)

. - bc- aa -ab -~
D, F, E estan alineats U =
bc-c-gc-a ¢
~ bc- aa -a -~ ~
=—— U bg-agm=-abc+ac+ag- a U
bc-c-gc-a) g &-am &-an

U bg=-ab+a+ag U

Substituint a = l, b=_35 g:L
1-r 1-s 1-t
0 Skt -c1,es, 1,1t g rex=t
1-s1-t 1-r 1-s 1-r 1-r 1-t
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Teorema de Menelau. (demostracio sintetica)

D PR JRp—
Siga el triangle ABC, siguen els punts DI AB, FI AC.
Siga la recta g que passa pels punts B, C. Siga el punt ET g.

D, E, F estan alineats U £ xE xg =1
BD CE AF

)

Suposem que D, E, F estan alineats. Siga r la recta que passa pels punts D, E, F.

Siguen BL, AM, CN perpendiculars a la recta r, tal que L, M, N pertanyen a la recta r.

Aleshores, BL, AM, CN son paral- lels.
Apllcant el teorema de Tales,

AD_AM  BE_BL CF_CN

BD BL' CE CN AF AM

Multiplicant les tres igualtats:

AD BE CF _

BD CE AF

)

Suposem que els punts DT AB, FI AC, El g, tal que, ADBELF
BD CE AF

Siga la recta s que passa pels punts E, F.
La recta s talla la el costat AB en el punt D’

Com D', E, F estan alineats es compleix & E CF
BD' CE AF
AD' AD
Igualant les dues expressions, — = —
BD' BD

Els punts D, D’ pertanyen al costat AB i divideixen el costat AB amb la mateixa rao,
per tant D i D’ coincideixen.
Aleshores D, E, F estan alineats.
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Teorema de Ceva (demostracio analitica)
Siga el triangle ABC siguen els punts DI AB,ET BC,Fi AC.
Siguen AD :r>BD, BE :s>CE, CF =t XAF .

Aleshores, els segments AE, BF,CD estallenenunpuntT U rxsx=-1
A

Demostracio:

k) i

Suposem que els segments AE, BF,CD
estallenenunpunt T

Aleshores ET =m xAT

B E
Com que BE=s>CE, BC =BE +EC =s>CE +EC =(1- s)EC

D
Els punts D, T, C estan alineats, aplicant el teorema de Menelau al triangle BAE

r{l- s)>m=1 (1)

Com que ﬁézs&, ﬁ=ﬁ+@=lﬁ+@=§-1%
S e Sg

D
Els punts B, T, F estan alineats, aplicant el teorema de Menelau al triangle AEC

L& - 9m-1 2
te sg

Dividint les expressions (1), (2)

u_l [») rxsxt=-1
1ss - lo
tg S g

)

Suposem que els segments AE, BF,CD no es tallen en un punt T
Suposem que els segments BF, CD es tallen en T.

Considerem el segment AE' que passa per T i talla en E’ el segment BC
Siga BE =x>CE', st X (jaque E* E')

Per la implicacié anterior (AE', BF, CD, estallenenT), rxxx =-1,
Comque x1s b rxx?!-1
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Teorema de Ceva. (demostracio sintética).
D R
Siga el triangle ABC, siguen els punts DI AB, El BC, FI AC.

Aleshores, o
— — -~ AD BE CF
els segments AE,BF,CD estallenenunpuntT U —x—=x=-=1
BD CE AF
A
Demostracio:
80U .. : D F
Anomenem g(YZu a l'area del triangle XYZ .
€ u
)
B E ©

Suposem que AE, BF,CD es tallen en un punt T
Dos triangle que tenen la mateixa altura les arees son proporcionals a les bases.

AD [y 6Dy 6D g é6D gy &0
—— gADCj ATy GADCy- GADTy GATCY,
AD_€ U_€ UuU_€6 UE UuU_€ u
RD & D g é& Db 4D g 6Dy 40D
BD  Spct o1y SBDCY- @01y BTC
€ 0 €& U € U0ué 0 €& u
A D A D | A D A D A D
__ BEA] BET; ¢BEA;- BET; @ATB(
BE_€ U_€é u_é ue€e u_€ u
CE é.2,0 éB2 0 éP 0 éPlu é25. u
CEAy  &CET; &LEA;- &CETy  ATCY
€ U € U € ué u €e u
éebu éb u éb u él u é°L u
__ §CFBj FTy &FBy- £FTH BTC
CF_e€ UuU_é Uu_6é ué€ u_€
— 7 D 7 D \ 7 D A 7 D A 7 D AY
AP SAFBY SAFTY GAFBY- SAFTY SATBY
€ U & U € ueée u é& u
Multiplicant les tres igualtats:
AD BE CF
—X—=x==1
BD CE AF
L)
: A= e = . — AD BE CF
Siguen els punts DI AB, El BC, FI AC talque —=*—=>*==1 (1)
BD CE AF

Siga T el punt interseccio de AE,BF

Siga la recta r que passa pels punt C, T que talla el costat AB en D’
Vegem que D esigual a D’

DT AB, E1 BC, FI AC ies tallen en T aleshores, AD BE LR 2)
__ BD' CE AF
AD' AD
Igualant les dues (1), (2) expressions, — = —
g (1), (2) exp == 8D

Els punts D, D’ pertanyen al costat AB i divideixen el costat AB amb la mateixa rao,

per tant D i D’ coincideixen.
Aleshores D, E, F estan alineats.

Nota: tres segments que parteixen dels tres vertexs d'un triangle i que tallen els
costats oposats i els tres es tallen en un punt s’anomenen cevianes del triangle.

51



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Primer teorema de Von Aubel:

D
Siga un triangle ABC i siguen els punts H, I, J sobre els costats a, b, c
respectivament, tals que els segments AH, BI, CJ concorren en el punt K.
Aleshores:

AK Al Al
— ==t = Fis
KH JB IC
=
= H
Demostracio:

D
Aplicant el teorema de Menelau al triangle AHB

AJ BC KH Al HC AK
—=X=X*==1, pertant, — =—>*— (1)
JB HC AK JB BC KH

D
Aplicant el teorema de Menelau al triangle AHC
Al CB KH Al HB AK
:XC=x==l, pertant, —=—*—=— (2)
IC HB AK IC BC KH

Sumant les expressions (1) i (2)
A, A _FC AK FB AK _AKEHC+HBO_ AK
JB IC BC KH BC KH KH& BC g KH

Analogament:
BK _BH BJ
KI HC JC
oK _CH, T
KI HB IA
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Teorema: Recta d’Euler.

El baricentre de qualsevol triangle esta
alineat amb l'ortocentre i el circumcentre, i a
doble distancia del primer que del segon. A
la recta que uneix els tres punts s’Tanomena
recta d’Euler.

Demostracio:

D
Considerem el triangle ABC.

Siguen les mitjanes, AM,, BM,
Siga G el baricentre del triangle.
Siga P el punt mig del segment AG .
Siga Q el punt mig del segment BG .

Tracem les altures als vertexs A i B
les quals es tallen en I'ortocentre H

Per P i Q tracem, respectivament,
dues paral- leles r, s a les altures, que es tallaran en un punt M’, punt mig del segment

- D D
HG ( per serri s paral- leles mitjanes dels triangles AHG i BHG respectivament.). Per

tant GM = %@

Considerem la recta r’ simétrica de r respecte del punt G.
Considerem la recta s’ simétrica de s respecte del punt G.

Observem que el punt M, pertany a la rectar’.
Observem que el punt M, pertany a larectas’.

Siga el punt M la interseccio de les rectes r' i s'.

M és el punt simétric de M’ respecte del punt G. Per tant M, G, M’, H estan alineats.
GM =GM'

Larectar és paral- lela a I'altura que passa per A
La recta s’ és paral- lela a I'altura que passa per B

Per tant M és el circumcentre.

A més a més, per la simetria, GM = GM' =%G_H
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Teorema de Morley. (demostracio trigonometrica)

D
En tot triangle ABC les semirectes que divideixen cadascun dels angles A, B, C, en

D
tres parts iguals determinen un triangle equilater LMN (veure figura).

Aquest teorema no es pot demostrar mitjancant regle i compas ja que no es pot fer la
triseccié d’'un angle amb regle i compas.

Lema 1:

sin3a =3sinacos?a - sin®a

cos 3a =cos®a- 3sin?acos a

Lema 2:

a) sin3a =4sina sin(60°+a)sin(60°- a)

b) sin?a +sin’b+ 2sinasinbcos(a +b) =sin?(a +hb)

Demostracio trigopnometrica del teorema de Morley.

a+b+g=60°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC
a b C

- =— =— =2R on R=O0A és el radide la circumferéncia circumscrita.
sin3a sin3b sin3g
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D
Apliqguem el teorema dels sinus al triangle ABL
AL c c

sinb _ sin(180°%-a- b) _ sin(a+b)

Com que ¢ =2Rsin3g

A = 2R sinbsin 3g
sin(60°- g)

Aplicant el lema 2a: sin3g = 4 sin gsin( 60 °+g) sin( 60°- g)
AL = 8Rsinbsingsin(60°+g)

Analogament:

AN = 8Rsinbsingsin(60 +b)

D
Apliqguem el teorema del cosinus al triangle ALN

mz =E2 +m2 - 2%AL *AN xCos a =
= 64R? sin? bsin? g(sin2 (60°+g) +sin?(60°+b) - 2 xsin(60°+g) Sin(60°+b)cos a)
180°-a =120°+b + g, per tant, cos a = - cos(120 °+b +g)

Aplicant el lema 2b
sin?(60°+g) + sin? (60°+b) + 2 »sin(60°+g) sin(60°+b) cos(120°+b + g) = sin?(120°+b + g) = sin® a

Aleshores,

LN = 64R? sin? bsin? gsin® a
Per simetria de la férmula:
LM = 64R? sin? a sin® bsin? g
MN = 64R? sin? a sin? bsin? g

D
Aleshores el triangle LMN és equilater.
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La circumferencia d’Euler.

D
Donat qualsevol triangle ABC existeix la circumferéncia d’Euler que conté els
seglents 9 punts:

D
H,.H,.H., els tres peus de les altures del triangle ABC.

D
M,.M,,M_, els tres punts mig dels costats del triangle ABC.
N..,N,,N_, els tres punts mig dels segments compresos entre els vertexs i I'ortocentre.

Demostracio:

CLTA EHC e

ks

Siguen H l'ortocentre del triangle i O el circumcentre del triangle.

D D
Els triangles BM,M_ , ABC son semblants i la raé de semblanga és % .
: D D . . . 1
Els triangles HN_N. , HAB son semblantsi la ra6 de semblanca és >

Aleshores NN, =M_,M_ ison paral- lels.

a C

=

D D
Els triangles CN.M, , CHB so6n semblants i la raé de semblanca és — .

PN

D D
Els triangles AN,M_ , AHB son semblants i la raé de semblanga és —.

N

Aleshores, N\M, =M_N_ ison paral- lels.
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Per altra banda, BH és perpendicular a AC, per tant, N.M, és perpendicular a M,M_
Per tant, N,M_M_N_ és un rectangle.

Aleshores el rectangle N,M_ M_N_ esta inscrit en una circumferencia de diametre

NaMa = NCMC
1 -
s e
| -
1 I
1 -~
| -
1 ,/
| -
" -
:NC - =
M E d Ma
H"'“--H_ : P
Haft~. H L7
ntirig .0
A -
s Tl
EA| e
S =M
- 1 Tl
< Ma 1 S
// I\ H‘“ﬂ-,_ B
- H Tl
A :Hc e B
I

Analogament provariem que N,M M_N, €s un rectangle que esta inscrit en la
circumferencia de diametre N,M, .

Com que BN_H M, =90°, H, pertany a la circumferéncia de diametre N,M_
Analogament H,,H_ pertanyen a la mateixa circumferencia.

Propietat:
El centre de la circumferéncia d’Euler és el punt mig entre I'ortocentre i el circumcentre
del triangle.

Propietat
El radi de la circumferencia d’Euler és la meitat del radi de la circumferencia
circumscrita al triangle.

Propietat:
La circumferéncia d’Euler és tangent a les circumferencies inscrita i exinscrites al
triangle.
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La recta de Simson

Teorema: La recta de Simson

D
Siga el triangle ABC
Siga P un punt del planol.
Siguen P,,P,,P;, les projeccions del punt P sobre els costats (o les rectes que formen

els costats) a, b, c.

Aleshores:

D
P pertany a la circumferencia circumscrita al triangle ABC si i només si els punts
P,,P,,P, estan alineats.

Demostracio:

P)

Suposem que el punt P esta en la circumferéncia circumscrita en I'arc BC que no conté
A. Els altres casos es demostrarien canviant de nom els vertexs

Siguen P,,P,,P,, les projeccions del punt P sobre els costats a, b, ¢ (o les rectes que

formen els costats).

D N
Considerem la circumferencia circumscrita al triangle PP,B de diametre BP, per ser

langle BPP,B =90°
El quadrilater BPP P, és ciclic, perque, bPP,P, =90°,
Considerem els angles a =bBP,P,, b=DBPP,
Aleshores, a =b per ser inscrits i abragar el mateix arc.
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El quadrilater PP,CP, és ciclic per ser BPP,C = BCP,P = 90°
Considerem els angles g= bCP,P,, d=bCPP,

Aleshores, g=d per ser inscrits i abracgar el mateix arc.

D
Considerem la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.

P pertany a la circumferéncia circumscrita si i nomeés si DPCPB =180°- A
El quadrilater PP,AP, és ciclic per ser BPP,A = DAP,P =90°
Aleshores, bP,PP, =180 °- A

Aleshores, BCPB =bP,PP, =180°- A Q)

Restant a la igualtat (1) 'angle ©CPP, tindriem que b=d.

Aleshores, a = g, per tant, els punts P,,P,,P, estan alineats ja que C,P,, B estan
alineats.

©)

Si els punts P,,P,,P, estan alineats invertint 'ordre de la demostracio anterior podem

D
concloure que P pertany a la circumferéncia circumscrita del triangle ABC .
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Teorema

D
Siga el triangle ABC
Siga el punt P P’ de la circumferencia circumscrita al triangle.
L’angle de les recteds de Simson dels punts P, P’ mesura la meitat de I'arc PP’ de la

D
circumferéncia circumscrita al triangle ABC.

recta de
Simson del
unt P

tecta de
Simson del
punt P

angle P1RP2=67 5 °
arcPPY2=KE7 5 ¢

Teorema

D
Siga el triangle ABC
Siga el punt P de la circumferéncia circumscrita al triangle.
La recta de Simson del punt P equidista del punt P i de I'ortocentre H del triangle

D
ABC.

PY=Hx

tecta de
imson
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Teorema de Stewart

D
Siga un triangle ABC:

Siga N un punt qualsevol sobre el costat AB
Aleshores:

AC” BN +BC” *AN - CN~ *AB - AN>BN XAB = 0

ACEBN+BCEAN-TNEAB-ANM-BN-AB= 000 AB=4 53 cm

o BC=3 B0 cm
AC=282cm
Ch=2 40 cm
AM=274 cm
Br=189 cm
A,
3 I
Demostracio:
&5
|
|
|
|
|
|
|
|
B M H Fis

R D
Siga CH laltura del triangle ABC.
Provem que: a2 = CN° +BN" + 2BN \NH

D — —
Apliquem el teorema de Pitagores al triangle CBH a? = (BN +NH)2 +CH’

Apliquem el teorema de Pitagores al triangle CNH CNZ=NH +CH’
Aillant CH” de les dues igualtats i igualant:

a? - (BN+NHf =CN’ - NH’

Simplificant: a2 = CN” +BN " + 2BN xNH 1)

Analogament: b2 =CN° +NA - - 2NA »NH )

Multiplicant (1) per NA

L — =2 — = —— — —
NA xa? = NA xCN ~ + NA xBN "~ + 2BN NA >N\H (3)
Multiplicant (2) per BN

BN>b2 = BN*CN~ +BN>NA - 2BN NA NH (4)

Sumant (3) i (4)

AN xa? +BN %02 = AN>CN~ +ANBN- +BNXCN - + BN xAN - =
=CN’ (AN +BN)+ AN BN(AN + BN)

Simplificant (AN +BN = AB)

AC’ BN +BC’ *AN - CN - xAB - AN>BN *AB =0
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Teorema de E. Catalan (1814-1894). Circumferéncia de Taylor.

Si els peus de les altures d'un triangle les projectem sobre els altres costats, s’obtenen
6 punts que formen un hexagon inscrit en una circumferencia.
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Set teoremes sobre radis.

Teorema 1:

D
Siga el triangle ABC. Siguenr i R els radis de les circumferencies inscrita i
circumscrita, respectivament.

Aleshores: I- 4 >G|ng——>s|ng§9>sm€é—:o

R 29 e2g e2g » -
Demostracio:

E

Sabem que els radis de la circumferéncia inscrita i de la circumscrita en funcio del
costats son:

r:J@- a(p-b)(p-c) - abc a+b+c

Wpp-ap-be-o T 2

r _Ap-a)p-b)p-o) 4

abc

Aleshores; —

2 2 _ 2 _ _
Pel teorema del cosinus: cosA = b”+c”-a = (@a+b+c)b+c- a) = Y

2bc 2bc 2bc
b®+c?- a’
szgebxo 1- cosA l'T:Zbc-bz - ¢’ +a’ _
2 g 2 2 4bc
_a’+(b-c)’ _(a+b- c)(a b+c) _(p-c)(p- b)
T bc

/(D b)(p - C)

tant

per tant, smg -

Analogament:, smg— /(p a)(p c) smg /(IO a)(p b)
&2 ¢ e2g

4 \/(p b)(p- ¢) /(p a)(p- c) \/(p a)(p-b) _

4><sm€;ei—xsmg— >s|ng
2g é&2g e2z

_ 4P a)(p- b)(p- ©) @

abc
De (1) i (2) podem concloure que Toy mn%‘é—\—mn@ég@m?—:g
R e2g e2g e2gp
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Teorema 2

D
En qualsevol triangle ABC els radis de la circumferencia inscrita r, circumscrita R i els
3 radis de les circumferencies exinscrites tenen la seguent relacio:
r,+r, +r. -r=4R

== 1,18 cm
t1=laT1= 479 cm
f2=IbT2= 3,04 cm
r3=IcT3= 3,26 cm
R=0A=2 47 cm
r1+2+3-r=990 cm
4-F=990 cm

a

Demostracio:

A partir de la proporcié entre els radis de les circumferencies inscrita i exinscrites
obtenim les formules dels radis de les exinscrites en funcio dels costats:

e T L Rl
p-a p-b p-a 2
4 - _ abc
També sabem que, r>p—Jp(p-a)(p-b)(p-c), R—W
Calculem 2 +fo 4o - T
R R R
p P p

Ta o fe r_p-a _p-b p-c r
R R R R abc abc abc abc
arp 4rp 4rp arp
B 4r2p2 N 4r2p2 N 4r2p2 ] 4r2p B
(p-a)abc (p-b)abc (p-c)abc abc
4
= ——(p(p- b)(p- ©)+p(p- @)(p- ©) +p(p- A)(p- b)- (P~ A)(p- b(p- €)=
=iabc =4
abc
Aleshores, r, +r, +r, - r =4R
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Teorema 3:

D
En qualsevol triangle ABC la relacio dels radis de la circumferencia inscrita, i de les
exinscrites és la seguent:

== 095 cm
g ri=laT1= 508 cm

r2=lbT2= 239 cm
r3=lcT3= 2,30 cm

1= 1,05
T HAZH =105

Demostracio
A partir de la proporcié entre els radis de la circumferéncia inscrita i les exinscrites
obtenim:

p-a p-b p-c _atb+c
. P h P . P 2

L+L+L:p_a+p_b+p_czl
fa o Tc p p Y
Dividint I'expressio per r:

11,1 1
-_ 4 — 4+ —

rr, r, I

Nota: Una altra fdrmula de radis: L + T +L =1

L, Iy T

C

65



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Teorema 4:

D
Siga el triangle ABC.
Siguen r el radi de la circumferencia inscrita i r, 1, I €ls radis de les circumferencies
exinscrites.

Aleshores:
@+b+cy

r, X, f, =r———= =rp?
e 2 g

== 1,16 cm

r1=1aT1=531 cm
r2=IhT2= 2 82 cm
r3=lcT3= 3,16 cm

perim.ABC= 1274 cm

r1-r2-13= 47 19
r(fa+bh+c)/ 2= 47 19

Demostracio:

A partir de la proporcié entre els radis de les circumferéncies inscrita i exinscrites
obtenim les férmules dels radis de les exinscrites en funcié dels costats:

_Irp _ _Ip onp=a+b+c
p-a’

r l rc 1
p-a 2

a

El radi de la circumferéncia inscrita en funcié dels costats és: r = \/(p - a)(p- b)(p- ©)
p

- 3)p-D)p-c) s

p 2

33 2 33
rp r1=x =rp

e T o ap- b)p-) (G- aP-b)(P-)  (p-a)p- bp- O
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Teorema d’Euler; Distancia entre I'incentre i el circumcentre

D
Siga el triangle ABC i siguen R el radi de la circumferencia circumscrita(de centre O) i
r el radi de la circumferencia inscrita(de centre 1).
Aleshores:

O’ =R?- 2Rr

Demostracio:

Siga d =0l .

Siga AX la bisectriu a 'angle A.

Notem que X és el punt mig de I'arc BC.

D
Vegem que el triangle BIX és isosceles.

bCBX :A, bIBC =B
2 2

D
PIBX = % PBIX = % , per tant BIX és isosceles.

Aleshores: IX = XB = XC

D R
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABX XBA =2R b XB=2R min%
sin—
2
D —
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AlY  IA = r A
sinE

Apliquem la potencia del punt | respecte de la circumferencia circumscrita al triangle
R? - d? =IA XX =2R><sinéxr—A = 2Rr
sin—
2
-2
Aleshores, Ol" =R? - 2Rr

Nota: R? - 2Rr 3 0, Aleshores tenim la desigualtat, R3 2r.

Teorema 6:
Siguen r, R els radis de les circumferéncies inscrita i circumscrita d'un triangle

D N
gualsevol ABC isiga d = Ol la distancia entre els
centres de les dues circumferéncies anteriors.
Aleshores:

1_1 .1
r R-d R+d
Demostracio:

Pel teorema d’Euler sobre la distancia entre lI'incentre i el circumcentre:

—_—2 , . . < . . . . .
d> =0l =R?- 2Rr on R és el radi de la circumferéncia circumscrita i r el radi de
la circumferéncia inscrita.

1 1 1 ~ 1 2R 2 2 2 2
- U = 2rR=R"-d U d°=R°-2Rr
r R-d R+d r (R-nR+r)
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Teorema de Carnot

D
Siga el triangle ABC acutangle. Siguen els punts O, | el circumcentre i I'incentre del
triangle, respectivament. Siguen R, r els radis de les circumferencies circumscrita i
inscrita al triangle, respectivament.
Siguen 0,,0,,0, els punts mig dels costats.

Aleshores: OO, +00, +00, =R +r

R=04=2 57 cm
o01= 1,08 cm

=IT=134 cm 002= 2 06 crm
R+=4 21 cm 003= 107 cm
QO +0024+003=421 cm

o

A / T
Demostracio:

D
Siga O el centre de la circumferencia circumscrita al triangle ABC de radi R.

D
Siga r el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABC.
Siguen 0,,0,,0, els punts mig dels costats a, b, c, respectivament.

. D D
Area ABC =rp, on p és el semiperimetre del triangle ABC.

D D D D
Area ABC = Area ABO+ AreaBCO+ Area ACO.
Per tant, 2>p =ax00, +bx00, +c x00, (1)

El quadrilater AO,0O , és ciclic ja que BAO ;0 = BAO ,0 = 90°

D D
Els triangles ABC, AO,O, son semblants i la ra6é de semblanca és 2:1
R

D
Per tant el radi de la circumferéncia circumscrita al triangle AO,O, és >

P00 ,0, =90°-C, P00 .0, =90°-B
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AO,O, ,

: 00, = 00, = 2359 Aleshores, OO, =R xcosB, OO, =Rxo0sC
sin(90°-B) sin(90°-C) e2¢g

Analogament, OO, =R >cosA

Sabem que:

a=cxosB +bxosC

b =cxosA+axcosC

¢ =bxcos A +axos B

Sumant les tres equacions:

2p=(b+c)cos A +(a+c)cos B +(a+b)cos C
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Multiplicant I'equacio per R

2pR = (b +c)Rxcos A +(a+Cc)R >xos B +(a +b)R xcos C
Aleshores:

2pR = (b +¢)OO0, +(a +¢)00, +(a+b)00, 2)
Sumant (1) i (2)

2pr +2pR = (a+b+¢)00, +(a+b+c)00, +(a+b+c)00,
Simplificant:

00, +00, +00; =R +r

Nota: si A és obtusangle la formula és: - OO, +O00, +00, =R+r
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Quatre teoremes sobre triangles equilaters

Teorema 1:
D
Siga el triangle equilater ABC.

D
Siga P un punt en I'arc menor de la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
Proveu que CP = AP +BP

i~
CP=5 A0 cm
AP=111cm
BPF=4 39 cm
AP+BP=5 50 cm
[o
A B

Solucio:
R D
Siga a = AB el costat del triangle equilater ABC

D
El quadrilater APBC es inscrit en la circumferencia circumscrita del triangle ABC .
Aplicant el teorema de Ptolomeu:

CP xAB = AP XBC + BP XAC
Per ser el triangle rectangle:
CP xa = AP a +BP »a
Simplificant:

CP =AP +BP.

Teorema 2:
D
Siga el triangle equilater ABC de costat a

D
Siga P un punt de la circumferéncia inscrita al triangle ABC.
Aleshores:
2

AP’ +BP- +CP’ :5(?39

e2g

Solucié:
Sense restar generalitzacié podem suposar que o
a=1
Considerem el planol cartesia, d’origen el

D .
baricentre del triangle ABC o
Aleshores: P

A B

Les coordenades dels vertexs del triangle son:
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1 30 @ 30 @ A
Aé 2 6 - B§2 6 - Céo 3
¥

El radi de la circumferéncia inscrita és o

L’equacio de la circumferéncia inscrita és:
&/30 o

C,° x> +y®=
v’ “S6 -
Siga un punt P de la circumferencia, ngf_q/— - x?
Considerem el cas Pé 1/

Calculem les distancies del punt P als vértexs:

QIIO

&IIO

2

o)

d(A,P) = +_T + - x? +£?

R

2

& 30

dB,P) = - X2 +£-

é TR

, 0
d(C,P) = \/x +§ J§

) 2
AP’ +BP’ +CP = 8‘)3(+—T +2§’E- : +gx-%9 +x2+§e‘/%-x2-§%
g € 2 o}

e /1 o,
El cas P&x,- ,/— - X T és analeg.
12 P

Teorema 3:
D
Siga el triangle equilater ABC de costat a.

D
Siga P un punt de la circumferencia circumscrita al triangle ABC.
Aleshores:

—2 -2 —2 _ 2 Y

AP” +BP  +CP " =2a

Solucié:

Sense restar generalitzacié podem suposar

que a=1

Considerem el planol cartesia, d’origen el e

D
baricentre del triangle ABC
Aleshores: A B
Les coordenades dels vertexs del triangle
son:
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1 30 @ 30 @ A
Aé 2 6 - B§2 6 - Céo 3
¥

El radi de la circumferéncia circumscrita és -

L’equacio de la circumferencia inscrita és:
aa/_o

C,° x> +y® =
§3
2

/ , 0
Siga un punt P de la circumferencia, P§X,J_r —-x? H
%]
: @ 1 ,0
Considerem el cas Péx, 3 X®
[%]

Calculem les distancies del punt P als vertexs:

d(A,P)=\/ _T+ -x +£°

d(B,P):\/ 19 +§e - x? +£
e

e O
dCP) = [x? + /l- X2 - £
és 3
2
O .2 S 0
AP’ +BP° +CP 2:8‘?<+—T +2 /—-x +£: 8‘%-19 X2+ /1 -ﬁj =2
e 6 5 € 3 3 p

e |1 o,
El cas Péx,- 3" x“ I es analeg.

(Zi

QII
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Teorema de Vicenzo Viviani (1622-1703)

D
En un triangle equilater ABC la suma de les ¢
perpendiculars d’un punt P interior al triangle (o del
triangle) als costats és igual a I'altura del triangle. 5
Demostracio: ¢
LoTP

PR D 1

Siga a = AB, el costat del triangle equilater ABC :l
A H = B

C

I

o g A WO

D D D
Considerem els triangles ABP, BCP, ACP

Area ABC = Area ABP+ AreaBCP+ Area ACP
a>CH _a»Ps s axPQ , 8 PR
2 2 2 2
Simplificant:
CH =PS +PQ +PR, la suma de les perpendiculars d’un punt P interior al triangle (0
del triangle) als costats és igual a I'altura del triangle.

Generalitzacio:

D
Si el punt P pertany al triangle ABC es té el mateix resultat.

CH= 5,02 cm

PC= 0,00 cm
PR= 3,06 cm
P5= 1,96 cm

PO+PR+P3: 5,02 cm
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D
Si el punt P és exterior al triangle ABC, depén de la regi6é on es trobe es té el seglient

resultat:

o e

CH= 3,93c¢m

PC= 0,57 cm
PR= 1,68 cm
PS= 5,04 cm

abs(PR+PS-PO) 6,15 cm
absPO+PS-PR): 3,93 ¢m
abs(PO+PR-PS): 2,79 cm

CH= 3,932 cm

PCi= 1,01 cm
PR= 0,67 cm
PS= 5,61 cm

abs(PR+P3-POY 5,27 cm
abs(PO+P5-PRY 5,95 om
abs{PO+PR-P3Y: 3,93 cm

CH= 2,93 om

PC= 249 cm
PR= 241 cm
PS= 4,01 cm

abs(PR+PS-POY 3,93 ¢m
abs(PO+P5-PR): 4,09 cm
abs(PC+PR-P3Y: 0,89 cm

CH= 3,93 cm

PC= 1,04 cm
PR=6,12cm
PS=1,15%cm

absiPR+P3-POY 6,24 cm

absiPO+PE-PRY: 3,93 cm
absiPO+PR-P3Y: 6,01 cm
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CH= 3,93 cm

PQ= 2,78 cm
FR= 3,24 cm
PS= 2,08 om

abs(PR+PS-POY 2,56 cm
abs(PO+P3-PRY) 1,62 cm
abs(PO+PR-PEY: 3,93 cm

CH= 3,93 am

Pi= 3,89 cm
PR= 1,20 cm
P5S= 0,76 cm

abs(PR+PS-PO) © 3,93 cm

abs(PO+PS-PRY: 5,45 cm
abs(PO+PR-P3): 6,34 cm
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Tres teoremes sobre l'ortocentre i I'altura.

Teorema 1

D
En qualsevol ABC considerem la altura al vértex A i el peu de I'altura D.
Siga H el ortocentre del triangle.
L’altura al vertex A talla la circumferéncia circumscrita al triangle en el punt K.

Aleshores: HD =DK L

A
Demostracio:
Considerem la circumferéncia circumscrita al triangle v
D
ABC . o
B \

Podem notar que BDBAD =BDFCB per ser angles sobre l/c

rectes perpendiculars.
K

DBAK =DBCK per ser angles inscrits que abracen el
mateix arc.

D D
Aleshores els triangles DHC,DKC so6n iguals perque son rectangles, tenen un angle
agut igual i un catet DC igual.

Aleshores, ﬁz_ﬁ_ o
Analogament, HE =EL, HF =FM.

Teorema 2:

D
Siga H l'ortocentre d’un triangle ABC
El producte dels segments que cada altura queda dividida per I'ortocentre és igual en
les tres altures.

Demostracio: C
Considerem la circumferéncia C, de diametre AB. Hs
Els punts H_,H, pertanyen a la circumferencia C, .
Aplicant la poténcia del punt H (ortocentre) respecte de &
la circumferencia C,. "
A B

AH>HH, = BH>HH, _ =
Analogament dibuixant la circumferéncia C, de \
diametre AC demostrariem que:

AH>HH, =CH>HH,

1

Teorema 3:

D
Donat un triangle ABC. Siga R el radi de la circumferencia circumscrita al triangle.
Siga h=AH_ [laltura al costat a.

Aleshores:
h = 2R xsinB >xsinC
Demostracio:
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC, LC =2R
sin

Aplicant raons trigonomeétriques h = ¢ xsinB
Aleshores, h =2R xsinB xsinC

76



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Tres teoremes sobre el baricentre i les mitjanes.

Teorema 1 A,

D
En un triangle ABC, siga G el baricentre.
Es compleix la seguient igualtat:
EZ+%2+EZ:3§EZ+%Z+C_G23 e Mb
Demostracio:

Les mesures de les mitjanes son:

2 2 2
- C

mAzAMa:w/Zb +§c a B "

2 2 2 2 2 2
mB:BMb:JZa +2¢c°-b mC:CMC:Jza +2b° - ¢c

2 2
. , “=_2 ==_2 = _2

Per la propietat del baricentre Al —gAMa' BG—gBMb , CG—gAMID

—2 —2 —
AG +BG +CG

2 é 2 383 2

:%(sz +2c% - a?+2a® +2c? - b* +2a® +2b? - &):%(az +b2 +c?)

Propietat del baricentre 2.

D
Siga el triangle ABC i G el seu baricentre.
Siga M un punt qualsevol del planol.
Aleshores:
—2 —2 —2 —2 -_—2 -2 —2
MA +MB +MC =AG +BG +CG +3XMG
A

Y A= 3 B8 cm

MB=3 B0 cm

MC=E /55 cm

AG=311 cm

BG=403 cm

CG=329cm
kMG= 328 cm

B MAZHMBZ+MC2= 69 34 cm?
AGHBG+CGH3 MG= 69 34 cm?
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Teorema 3

D
La distancia del baricentre d’'un triangle ABC a una recta r exterior al triangle és igual
a la mitjana aritmetica de les distancies dels vertexs a la recta.

di5 N=G=3 43 cm
v (AF+BL+CR)S= 343 cm
a

D
Silarecta r talla el triangle ABC, aleshores es déna una de les tres igualtats:

d(G,r) = |dADT d(i, )- d(C,r)
oG = AR 9B+ oC
dGn = d(A,r)+d(SB 1) +d(C, r)|

d(G =Gx¥=1,33 cm
abs(AP-BL+CR)NE= 133 cm
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Tres teoremes sobre triangles rectangles.

Teorema 1:

D ~ -
La suma dels catets d'un triangle rectangle ABC, A =90° és igual a la suma dels
diametres de les circumferéncies inscrites i circumscrites.

\_

'
A, i B

Demostracio:
Siga D el diametre de la circumferencia circumscrita. Siga d el diametre de la
circumferéncia inscrita.

. _a+b+c L
Siga p—T el semiperimetre.
AM=AN=p-a

BL=BN=p- b

Per serA =90° el diametre de la circumferéncia circumscrita és la hipotenusa del
D

triangle ABC, D=a

El radi de la circumferéncia inscrita ésr =p - a

D+d=a+2(p-a)=2p-a=b+c

Per tant, la suma dels diametres de les circumferéncies inscrita i circumscrita és igual
a la suma dels catets d'un triangle rectangle.
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Teorema 2:

D
Considerem el triangle rectangle ABC, A=90°.
Sobre el que fem la construccié segient:
(els poligons s6n quadrats) i les circumferéncies inscrites als triangles.
Aleshores el radi de la circumferencia mitjana és la mitjana geometrica dels radis de

les altres dues circumferencies, és a dir, R s = +/Rgan Ryetita
iy B
Demostracio:
F
G
« J
" E
0
M -
o O

D D D D
Els triangles ABC, FEB, IHJ, NMK s6n semblants.
Siga x, el costat del quadrat EFGH. Siga x, el costat del quadrat IJKL. Siga x, el

costat del quadrat MNOP. Siguen y, =BE, y, =HJ, y, =KL
Yo

Els triangles ABC IHJ sén semblants, aleshores, —% Q)
X2
. D D ; y
Els triangles ABC, GKJ sén semblants, aleshores, (2)
Xz
. ) +a?
De (1) i (2) tenim que: X _bc+a
X, ab
X, _bc+a? _
Els triangles FEB IHJ son semblants i la raé de semblanca és — S k
X, a
R ran
Per tant, — X =k
mitjana
A D D L y a
Els triangles ABC, NMK sén semblants, aleshores, 22 == 3
XS
. D D , X2 - y3 c
Els triangles ABC, LMP son semblants, aleshores, =———==—- (4)
X, a
. . +a?
De (3) i (4) tenim que: X2 = bc +a
Xy ab
. b Db . ] . X, _bc+a?
Els triangles IHJ,NMK son semblant i la raé de semblanca és —= = b =k
Xs a
Per tant, —=dan —y
petita
Rgran _ Rmitjana z —
Aleshores, R , 008, Rijjana = 1/Roran Rpetita
mitjana petita
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Teorema 3:

a) La mitjana d’un triangle rectangle tracada a la hipotenusa és igual a la meitat de la
hipotenusa.

b) Si un triangle una de les mitjanes és mesura la meitat del costat sobre la que esta
tracada, el triangle és rectangle.

A
Demostracio:
a)
D .
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°
Siguen la mitiana AM i l'altura AH B Y H C
PR R - D
AM® =MH’ + AH = (ja que el triangle MAH és rectangle)
=(VC - A +AR’ =
=MC~ +HC’ - 2MC *iC + AH" =
=MC~ +AC’ - 2MC *HC (aque AC* =HC” +AH’)
Pertant AM° =MC  +AC. - 2MC *HC (1)
PR PR - D
AM® =MH® + AH’ = (ja que el triangle MAH és rectangle)
= [BR- BM) +AR” =
=BH  +BM" - 2BH>BM+AH" =
=MC” +AB" - 2BH*BM = (aque AB® =BH’ +AH")
=MC’ +AB" - 2BHMC (ja que BM = MC
—2 —2 —2 = —=
Pertant AM =MC +AB - 2BHXMC (2)
Sumant (1)+(2)
-2 —2 w2 ——2 ==
2AM° =2MC +AC +AB - 2MC ><{BH+HC)=
—2 —2 — —— . —2 —2 —
=2MC +BC -2MCxBC = (jaque BC =AC +AB )
=2MC’ +BC’ - BCxBC = (ja que 2MC =BC)
=2MC”
Aleshores, AM =MC
b) A
D
Considerem el triangle ABC
Si es compleix gque AM =BM = MC ,
aleshores,
B h C

D ~
el triangle BMA és isosceles, per tant DPBAM= B

D ~
el triangle AMC és isosceles, per tant DCAM=C.
Per tant, A =I§+é,
A+B+C=180° b 2A=180° b A =90°, pertant, el triangle és rectangle.
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Dos teoremes sobre un triangle i 3 quadrats sobre els costats

Lema:

D
Sobre I'exterior de dos costats d’un triangle ABC
dibuixem 2 quadrats (veure figura).
Siguen A’, B’ els centres dels quadrats. Siga M el C

punt mig de l'altre costat. A
Aleshores els segments A'M, B'M s6n
perpendiculars i mesuren el mateix.

B

Demostracio: A f

D
Considerem la rotacio de centre B’ i angle 90° del triangle B'AM que té per imatge

D
B'AM".

AN
/.

A M
AM =CM', AB'=B'C, BM=B'M,amésamés, B'M, BM son perpendiculars.

D
Considerem la rotaci6 de centre A’ i angle -90° del triangle A'BM que té per imatge

D
ACM".
h \
C
7
B

A, il

BM=CM", AB=AC, AM=A'M',amésamés, A'M, A'M" son perpendiculars.

Provem que M =M"

La recta que passa pels punts C, M’ i la recta que passa pels punts C, M” sén
ambdues perpendiculars a la recta que passa pels punts A, B.

Aleshores C, M’, M” estan alineats.

Com que C no esta entre M i M”iamés amés, AM =BM =CM'=CM"
Tenim que M'=M"

Aleshores, MA'M’'B’ és un quadrat.

Per tant, A'M =B'M i s6n perpendiculars.
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Teorema 1:

D
Sobre I'exterior dels costats d’un triangle ABC dibuixem 3 quadrats (veure figura).
Siguen A', B’, C’ els centres dels quadrats.

Aleshores els segments A'B', CC' son perpendiculars i mesuren el mateix.

Siga D el punt mig del costat BC
Pel lema anterior: DB'=DC' i DB'DC'=90°.
CD =DA' i DCDA'=90°

Considerem la rotaci6 de centre D i angle 90° positiu.
Laimatge de B’ és C'.
Laimatge de A’ és C.

D D
Aleshores els triangles DCC,DA'B' son iguals.
Per tant, A'B'=CC'
També la recta que passa pels punt C, C’ és la imatge de la recta que passa
pels punts A’, B’ en la rotacié anterior.

Per tant, A'B, CC' son perpendiculars.
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Teorema de Cross

D
Sobre I'exterior dels costats d’un triangle qualsevol ABC construim 3 quadrats i pels
vertexs lliures s'uneixen formant 3 triangles. (Veure figura).

D
Les arees d’aquests tres triangles son iguals a I'area del triangle ABC .
|

F I
1

Demostracio:
Siga CP perpendicular al costat c.
Siga QH perpendicular a la recta que passa pels punts B, G.

D D
Provem que els triangles BCP, BHQ soén iguals.
Els angles BCBP, DQBH son iguals per ser els dos complementaris de I'angle

BCBQ.
Els angles BCPB, DHGB soOn iguals per ser angles rectes.

BC =BH (per construccio6 del quadrat).

D D
Per tant, BCP, BHQ son iguals.
Aleshores, CP = GH

- D D
Notem que CP, GH son les altures dels triangles ABC, BGH .
Notem que AB =BG (per construcci6 del quadrat).

D D
Aleshores, els triangles ABC, BGH tenen la mateixa area (per tenir igual base i igual
altura).

D D D
Analogament provariem que els triangles ABC, CID, AEF tenen la mateixa area.
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Altres teoremes sobre triangles.

Teorema

D
Siga el triangle ABC i la seua circumferencia inscrita C de radir.
Siguen les rectes tangents a la circumferencia C paral- leles
als costats del triangle, les quals determinen amb els vértexs

D D D
els triangles PQC RSB, TUA .
En cada triangle, dibuixem la circumferencia inscrita de radis
7273 | respectivament .
Aleshores:
r=r +r, +r,

Demostracio:

D
El radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABC és:
r:Jm-mm-mm-w
p

P D
Siguen h, l'altura del triangle referida al costat a = BC del triangle ABC
L’altura (aplicant la formula d’Herd) mesura:

o = 2P~ a)p-b)p-c)
: a

D
on p és el semiperimetre del triangle ABC

D D
Els triangles ABC, TUA soOn semblants.

D R
Siga h, l'altura del triangle TUA referida al costat TU .

hy =h,-2r
Aleshores:
rohe
r, hg
2Jp(p - )P - b)(p - ©) 1
L = ha = a =_2a = P
s ha- 2 2p(p- @)(p- b)(p-¢) , [(e- A)p-b)p-c) 1.1 p-a
a p a p
Analogament:

D D
Els triangles ABC, RSB son semblants, aleshores:

r__pr
r, p-b

D D
Els triangles ABC, PQC sén semblants, aleshores:
r__p_
n p-c¢
Per tant: r, :M, r, = rp - b), r = r(p- c)

p p p

Aleshores:

fp+r +13 :é(p' a+tp-b+p- c):r
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Teorema: Coordenades cartesianes del baricentre d’un triangle.
D
Siga el triangle ABC. A(a,,a,), B(b,,b,), C(c,,c,)

Siga G el baricentre del triangle, aleshores X
Ggal +b; +¢, ’ a, +bh, +c, 9
e 3 3 o
) B
Demostracio:
Siga M, el punt mig del segment AB. s Ml 2

, aa, +b, a,+b
Les seues coordenades coordenades séon: M e L > 2 > 29
e IZl

El baricentre d'un triangle esta a doble distancia del vértex que del punt mig del costat
oposat.

Aleshores, CG = % XCM,

Siga G(x,y) el baricentre.

CG =(x-cpy-c,), CM, =€:al+bl-cl,a2+b2-czg
e 2 2 o

Aleshores,
(- cay-c)=g g0 B e,

3¢ 2 2 a
Igualant les components:
i a,tb, 2 i _a t+b,+c,
I X" G = 3 501 | del i X= 3
, a tb. > La solucio del sistema és | a +h. +c
|y CZ 2 2 _ _CZ Jy: 2 2 2
1 3 3 T 3
Per tant, G(;ml+b +C1,a2+b tC. 0

3 3 a

Nota: El teorema s’hauria pogut provar determinant la interseccio de dues rectes
mitjanes. A
Teorema: (Propietat vectorial del baricentre)

Siga el trlangle ABC Slga G el baricentre.
Aleshores, GA +GB +GC =0

B T .t_
Demostracio: Ma 3,
Siga G’ El simetric de G respecte del punt mig M, del costat a. o
BG'CG és un paral- lelogram.

Aleshores, GC =BG (1)
Apllcant la propietat del baricentre:

AG=GG (2

GB +BG' = GG'

Substituint (1) i (2)

GB +GC = GG' =-GA
Aleshores, GA +GB +GC =0
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Punt de Miguel

D
Siga un triangle ABC .
Siga la recta r que passa pels punts B, C.
Siga la recta s que passa pels punts A, C.
Siga la recta t que passa pels punts A, B.
Siga una recta m que talla les rectes r, s, t en els punts D, E, F, respectivament.

Considerem les circumferéncies €1:C2:Cs,Ca circumscrites als triangles
D D D D
ABC,DBF,AEF,DCE respectivament.

Aleshores, les circumferéncies ©1:C2:C3:C4 concorren en el punt K (anomenat punt
Miquel). Auguste Miquel 1838.

K &z la inkerseccid de o1 ic2

K pertany a c37

Este punto estd sabre el objeto
K pertany a c4?

Este punto esti sobre el obijeto

Punt de Gergonne 1771-1859

D
En un triangle ABC les rectes que uneixen els vértexs amb els punts de tangéncia de
la circumferéncia inscrita al triangle (en els costats oposats) s'intersecten en un punt,
anomenat el punt de Gergonne.
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La circumferencia d’Adams

D
Si pel punt de Gergonne d'un triangle ABC es tracen paral- leles als costats del triangle

D
de contacte interior A'B'C' (triangle que forma els punts de tangéncia de la
circumferencia inscrita i el triangle), aquestes paral- leles tallen els costats del triangle
en sis punts. Aquests punts estan en una mateixa circumferéncia, anomenada
circumferéncia d’Adams. El centre de la circumferencia d’Adams és l'incentre | del

D
triangle ABC.

circ.Adams

Punt de Nagel

D
En un triangle ABC les rectes que uneixen els vertexs amb els punts de tangéencia
dels circumferencies exinscrites (en els costats oposats), s'intersecten en un punt
anomenat de Nagel.
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Punt de Lemoine.

D
En qualsevol triangle ABC les isogonals de les mitjanes concorren en un punt

anomenat punt de Lemoine.
(La isogonal a una mitjana €s la recta que passa per un vertex i forma amb el costat el

mateix angle que la mitjana, al mateix vertex, amb l'altre costat).

angleCAP=anglehMalB
angleABQO=angleMbBC
angleACR=angleMcCB

Punt de Grebe.

D
Sobre el costats d'un triangle qualsevol ABC construim 3 quadrats (exteriors al
triangle) i prolongats els vértexs lliures d’aquests quadrats construim el triangle

D
A'B'C’ (veure figura).
Aleshores les rectes AA’, BB’, CC’ concorren en un punt que s’anomena punt de
Gebre (Ernst Wilhelm Grebe (1804-1874)). Aquest punt coincideix amb el punt de

Lemoine.
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Punt de Brocard 1845-1922

D
Siga un triangle ABC qualsevol. Considerem les seguents circumferencies:
a) Circumferéncia que passa pels punts A, B i és tangent a BC
b) Circumferéncia que passa pels punts B, C i és tangent a CA
c) Circumferéncia que passa pels punts C, A i és tangent a AB
Les tres circumferéncies anteriors concorren en un punt anomenat punt de Brocard.

C

/A
Punt pivot

D
Siga un triangle qualsevol ABC.
Siguen els punts A’ sobre el costat a, B’ sobre el costat b, C’ sobre el costat c.

D D D
Considerem les circumferéncies circumscrites als triangles AB'C',BA'C,CA'B’

Les tres circumferéncies concorren en un punt que s'anomena pivot.
0

Aquesta proposicio I'he trobada en la Lletra 54 del Club Cabri. Genova (Suissa)
L’adreca de la pagina web és: http://wwwedu.ge.ch/cptic/clubs/cabri
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Teorema: Mittenpunkt.

D
Siga el triangle ABC siguen D, E, F els punts mig dels costats a, b, ¢ respectivament.
Siguen l1,15.15 els centres de les circumferéncies circumscrites al triangle.

Les rectes "(D:h). FE 1) r(F.13) sintersecten en un punt Mittenpunkt.
Aquest teorema ha estat estudiat per C. Von Nagel I'any 1836.

Punt d’Apoloni.

D
Siga el triangle ABC.
Siguen E.E5Es Jes cricumferéncies exinscrites al triangle.
Siga D la circumferéncia tangent exterior a les 3 circumferéncies anteriors

(circumferéncia d’Apoloni).
Siguen A’, B’, C’ els punts de tangéncia.
Aleshores: les rectes r(A,A), r(B,B’), r(C,C’) s’'intersecten en un punt (Punt d’Apoloni).

Aquest teorema ha estat estudiat l'any 1987 per C. Kimberling, Shiko Iwata, Hidetosi
Fukagawa.
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Punt d'Exeter.
D
Siga el triangle ABC. Siga la circumferéncia circumscrita al triangle
D
Considerem el triangle A'B'C' simétric del triangle anterior respecte del circumcentre.

D
Considerem el triangle A"B"C" format per les rectes tangents a la circumferéncia
circumscrita al triangle que passen pels punts A, B, C respectivament.
Aleshores: les rectes r(A’,A"), r(B’,B"), r(C'C”) s’intersecten en un punt que s’anomena
punt d’Exeter.

Aquest teorema va ser estudiat I'any
1986 a Phillips Exeter Academy

Punt de Clawson.

D
Siga el triangle ABC. Siguen A’, B,
C’ els peus de les alures als costats a, b, c, respectivament. Siguen E1, E2, E3 les

D D
circumferéncies exinscrites al triangle ABC . Considerem el triangle A"B"C" format
per les rectes tangents exteriors a les 3 circumferéncies exinscrites.

Aleshores: les rectes r(A’A"), r(B’,B") r(C’,C”) s’intersecten en un punt que s’anomena
punt de Clawson.

Agquest teorema ha estat demostrat
per R. Lyness i G. R. Veldkamp
lany 1983
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Punt de Schiffler.

D
Siga el triangle ABC. Siga | I'incentre del triangle.

D D D D
Considerem les rectes d’Euler dels triangles ABC, AIB, AIC,BIC
Aleshores: les quatre rectes s'intersecten en un punt, que s’anomena punt de Schiffler.

Aquest teorema va ser provat I'any 1986 per Kurt Schiffler, G. R. Veldkamp, i W. A.
van der Spek.

ulerABC

EuleeAlC

EulerBIC

nt=chifler

ulerAlB

Punts de Malfatti

Circumferéncies de Malfatti

D
Donat un triangle ABC s’anomenen circumferencies de Malfatti a les tres
circumferéncies inscrites en el triangle de manera que les circumferéncies siguen
tangents entre elles i tangents
cadascuna d’elles a dos costats del A
triangle. (Veure I'applet)

Aquest problema va ser proposat per
Gian Francesco Malfatti (1731-1807)

. "3
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Les circumferencies de Malfatti tenen les segiients propietats:

Primer punt de Malfatti

D
Donat un triangle ABC, dibuixem les tres circumferéncies de Malfatti.
Siguen X, Y, Z el punts de tangencia de les tres circumferéncies (Vegeu la figura).
Aleshores les rectes r(A,X), r(B,Y), r(C,Z) s’intersecten en un punt que s’anomena
primer punt de Malfatti.

Segon punt de Malfatti

D
Donat un triangle ABC, dibuixem les tres circumferéncies de Malfatti.
Siguen X, Y, Z el punts de tangencia de les tres circumferéncies (Vegeu la figura).
Siguen 1,,1,,1, els centres de les circumferéncies exincrites.
Aleshores les rectes r(11,X), r(12,Y), r(13,Z) s’intersecten en un punt que s’anomena
segon punt de Malfatti.
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Problemes

1.- Demostreu que en un triangle rectangle la bisectriu de I'angle recte divideix per la
meitat I'angle entre la mitjana i I'altura tracades des del mateix vértex.

2.- La mitjana tracada sobre la hipotenusa d’'un triangle rectangle divideix I'angle recte
enunarao 1:2iésigual am.
Determineu el valor dels costats.

3.- Siga un punt de la hipotenusa d’'un triangle rectangle que dista igual dels dos
catets, divideix a la hipotenusa en dos segments de 401 30 cm.
Determineu els catets.

4.- Determineu la bisectriu de I'angle recte d’un triangle rectangle de catets x i y.

5.- Des del vértex de I'angle recte d'un triangle rectangle s’han tracat la bisectriu que
divideix la hipotenusa en dos segments m i n.
Determineu l'altura tracada sobre la hipotenusa.

6.- En un triangle rectangle les mitjanes tracades des dels angles aguts mesuren
J52, 473 . Calculeu la hipotenusa.

7.- El perimetre d’'un triangle rectangle és igual a 60 m i l'altura tracada sobre la
hipotenusa mesura 12 m.
Determineu els costats del triangle.

D R P
8.- En un triangle rectangle ABC, siga la mitana AM =m, siga la bisectriu AP, siga

MP =n.
Determineu els catets.

9.- Determineu l'angle que formen la mitjana i bisectriu d’'un angle agut d’un triangle
rectangle, en funcié d’aquest angle.

10.- Demostreu que si un triangle la rad de les tangents dels angles aguts és igual a la
rad dels quadrats dels sinus d'aquests angles, aleshores el triangle és isosceles o
rectangle.

COSA cosB

11.- Demostreu que si en un triangle es verifica aleshores el triangle és

isosceles.
12.- La base d'un triangle isosceles és 42m. La mitjana tracada sobre el costat

lateral és igual a 5 m.
Calculeu el costat lateral.

13.- El costat lateral d'un triangle isosceles mesura 4m, la mitjana tracada sobre el

costat lateral 3 m.
Calculeu la base del triangle.
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14.- La base d'un triangle isosceles és 12 m i el costat lateral mesura 18 m. Sobre els
costats iguals es tracen les altures.
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus d’aguestes altures.

15.- La base d’'un triangle isosceles és 12 i el costat lateral mesura 18.
Es tracen sobre els costats laterals les bisectrius.
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus de les bisectrius.

D - R
16.- Siga el triangle ABCisosceles AB =BC . A l'altura BHs’agafa un punt M tal que
els angles bAMB, BAMC, BBMC son iguals.

En quina rad estan BMi l'altura si I'angle de la base és a.

17.- L’angle de la base d’'un triangle isosceles ésa.
Determineu la rad entre la base i la mitjana tragada sobre un costat lateral.

18.- Determineu els angles d'un triangle isosceles si sabem que l'ortocentre divideix
per la meitat I'altura tragada sobre la base.

19.- Les rectes r, s, t sOn paral- leles, s esta entre les altres dues a una distancia p, q
respectivament.
Calculeu el costat d'un triangle equilater els vertexs del qual estan sobre les 3 rectes.

D N
20.- Siga un triangle isosceles ABC. Sobre el costat BC determineu el punt D tal que
B5 _1
DC 4

Calculeu % on M és la interseccié del segment AD i I'altura BE.

21.- La base d'un triangle isosceles és a. L’angle oposat a la base 2a.
Calculeu la bisectriu sobre el costat lateral.

22.- En un triangle equilater es traca un segment que uneix un vertex i un punt del

costat oposat E tal que A—_E =1.
EB 2

Calculeu I'angle que forma aquest segment i cada costat.
23.- L’angle de la base d’un triangle isosceles és arctg%.
Calculeu I'angle wque formen la mitjana i la bisectriu tracades al costat lateral.

24.- Determineu I'angle desigual d’un triangle isosceles si la mitjana a un costat lateral

. .3
i la base formen un angle arcsmg.

25.- Siga un triangle isosceles tal que B =110°. En el seu interior es determina el punt
M que forma els angles D MAC=30°, D MCA=25°.

Calculeu l'angle BCMB.
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26.- Demostreu que en tot triangle la suma de les mitjanes és major que %del

perimetre, perdo menor que el perimetre.

27.- La bisectriu d’'un angle d’'un tiangle divideix el costat oposat en segments de 2

cm. i 4 cm. L'altura tracada sobre el mateix costat és igual a 15 cm.
Determineu el triangle i classifiqueu-lo.

28.- Determineu la rad que hi ha entre la suma dels quadrats de les mitjanes i la suma
dels quadrats dels costats d’un triangle.

29.- Classifiqueu un triangle sabent que les mitjanes compleixen m2 +m?2 =5m?

30.- Dos costats d’un triangle mesuren a, b i les mitjanes sobre aquests costats formen
90°. Calculeu l'altre costat.

D N N R
31.- En un triangle ABC tracem la bisectriu AD. Determineu BC sabent que AC =b
AB=c, AD=BD.

D - - ~ ~
32.- Enuntriangle ABC BC=12 AC=8ilangle A=2B
Calculeu AB

33.- L'altura d'un triangle mesura 6 cm i divideix I'angle en una proporcié 2:1 i la base
en 2 segments el menor dels quals mesura 3 cm.
Determineu els costats del triangle.

34.- Laltura d'un triangle divideix els angles en proporcié 2:1 i la base en dos
segments en proporcio k:1 (k>0).
Determineu I'angle major de la base.

D -
35.- En un triangle acutangle ABCl'angle agut format per les altures AD, CE és
a =DABC. Sabentque AD=x CE=y, calculeu AC.

36.- La base d'un triangle és 4. La mitjana sobre la base és V6 - N2 un dels angles
aguts de la base és 15°.
Calculeu 'angle agut format per la mitjana i la base.

D ~ ~
37.- Enun triangle ABC A=30° B =50°. Demostreu que c? =b(a+h).

D D A~ A A -
38.- Siguen dos triangles ABC A'B'C' talque B=B" A +A'=180°
Demostreu que aa'= bb'+cc'.

D
39.- Siga el triangle ABC els angles del qual estan en proporcio 4:2:1
1

. 1 1
Demostreu que els costats compleixen ===+ =,
c a
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40.- L'altura, la bisectriu i la mitjana tracades des d'un véertex d’'un triangle divideixen
'angle en 4 parts iguals.
Determineu els angles del triangle.

- D
41.- Siga CD laltura del triangle ABC.

Determineu la dependéncia dels angles A, B sabent que CD° = AD xXDB

D
42 .- Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, respectivament.

D
Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC.
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferencia C1 en els punts X, Y.
1+J5 _LY _M

Proveu que F = — ==
2 LM MY

D
43.- Siga ABC un triangle rectangle A =90°.
Si els costats del triangle rectangle estan en progressid geomeétrica la raé de

proporcionalitat és JF .

44 .- De tots els triangles isdsceles circumscrits en un semicercle de radi R determineu
el de menor perimetre.
Calculeu també la raé entre I'altura del triangle (sobre el costat desigual) i el radi R.

D
45.- Siga el triangle ABC de incentre I.
Siga P el punt projeccio de A sobre la recta que passa pels punts B, |.
Siga Q el punt projecci6 de A sobre la recta que passa pels punt C, 1.

Aleshores, i + g = Cotgdig
Cl e2g

D
46.- Un triangle ABC és rectangle sii només si sin? A+ sin?B +sin?C =2
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Problema 1l

Demostreu que en un triangle rectangle la bisectriu de I'angle recte divideix per la
meitat I'angle entre la mitjana i I'altura tracades des del mateix vertex.

Solucio:
A,

o]

3
B

M P H .

Siguen la mitiana AM, l'altura AH, i la bisectriu AP .

D
En un triangle rectangle ABC , A =90° la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a
la meitat de la hipotenusa. Per tant,

AM=MC b AMC ésisosceles.
Aleshores C =45°%a

P +450+C =180°

P+b =90°P P =90°-b

Per tant 90°-b +45°+45°+a =180°
Podem concloure que b=a.

Problema 2
La mitjana tragada sobre la hipotenusa d’'un triangle rectangle divideix I'angle recte en
unaraod 1:2i ésigual a m. A

Determineu el valor dels costats.

Solucio: I

Siga la mitiana AM =m

D
En un triangle rectangle ABC A =90° la mitjana tragada a la hipotenusa és igual ala
meitat de la hipotenusa. Aleshores, BC = 2AM = 2m.

1a+b=90°
,l a_1 aleshores a =30°,b = 60°
f b 2

D - JE—
AMC ésequilater AM=m P AC=m

D —_ _ .
AVB és  isosceles, per tant AB =+BC - AC_ =~/4m? - m® =m+/3
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Problema 3

Siga un punt de la hipotenusa d’un triangle rectangle que dista igual dels dos catets,
divideix a la hipotenusa en dos segments de 40 i 30 cm.
Determineu els catets.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC A =90°

Siga el punt D sobre el costat BC tal gue dista una distancia x dels altres dos costats:
DF = DE = x, DEAF és un quadrat.

Area del triangle = %Z()HZ)

Area del triangle = x? + ¥ +§
(Nt e,

Xz 2
> +7,aleshores X* =yz

D
Com que DEC ésrectangle x? +z? =302

D
Com que BDF ésrectangle x? +y? =40
Siga el sistema d’equacions:

I x*=yz I x*=yz ix=24
[ x2 +2% =302 fyz+22=900 ly=32
1x? +y? = 407 lyz+y? =1600 1z=18
AB = x+y =56

E:x+z:42
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Problema 4
Determineu la bisectriu de I'angle recte d’un triangle rectangle de catets x i y.

Solucio:

B

Siguen la mitiana AM , I'altura AH, i la bisectriu AP .
Siga l'angle a = DMAH

AB=x AC=y BC=qx+y?

D
En un triangle rectangle ABC , A =90° la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a
la meitat de la hipotenusa.

A= BC X +y

2 2
A D s D 2 + 2 AL
L'area gABcgzﬁ, L'area gABcﬁzu.
€ u 2 € U
Igualant les arees:
2 2 A
X +y? AH _
ﬁ = —y l:) H - Xy
2 2 x2 +y2
Xy

I R
cosa =—-= =
X2 +y? Xty
2
Com que en un triangle rectangle la bisectriu de l'angle recte divideix per la meitat

langle que formen la mitjana i I'altura tragades des del mateix vertex. (problema 1).

AH _ a _ . |1+cosa
— = C0S— —11/—
AP 2 2

Xy
Y 2 2
Aleshores AP = AHa —_VX Ty =«/€xy
cos= 1+% XTy
X2 +y
2
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Problema 5
Des ckl vértex de l'angle recte d’'un triangle rectangle s’ha tracat la bisectriu que
divideix la hipotenusa en dos segments min.
Determineu l'altura tragada sobre la hipotenusa.

Solucio: A

m=BPF, n=PC

Siguen la mitiana AM, l'altura AH, i la bisectriu AP .
Siguen els segments BP =m, PC =n. Siguen AB=c, AC=b

La bisectriu d'un triangle divideix el costat que talla en segments proporcionals als
costats adjacents. Per tant:

b_n
c m
Per les arees T NAR :%C

D
Com que ABC , A=90° ésrectangle c? +b? =(m+n)?

Considerem el sistema:
n

.i. ﬂ :E : b=—c

! m c i n mo_

' bc = (m +n)AH i ECZ = (m+n)AH

'b?+c?=(m+n)? | 2

! x—5 C? +¢? =(n+m)?
fm

Dividint les dues ultimes equacions obtenim:
2H = nm(m +n)
n? + m?
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Problema 6

En un triangle rectangle les mitjanes tracades de dels angles aguts mesuren
52, {73 . Calculeu la hipotenusa. "

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC , A=90°.
Siguen les mitjianes BF, CE
Siguen BC=x, AB=c, AC=b BF=.73 EC =452

D 5 @(‘52 2
Com que AFB és rectangle c +QE+ :(«/73)
ecg
D . wbz 2 2
Com que AEC és rectangle > +b =(«152)
eco

D
Com que ABC ésrectangle c? +b? =x?
Considerem el sistema:

‘I 2

jc? +b— =73

P, 4 1¢-8
Il% +b?2 =52 les solucions sén % b=6
':'c;2+b2:x2 1x =10
i

Problema 7

El perimetre d'un triangle rectangle és igual a 60 m i l'altura tracada sobre la
hipotenusa mesura 12 m. A
Determineu els costats del triangle.

Solucio: b
Siguen ABB=c AC=b BC=a

El perimetre és ¢ +b+a =60 B m H n ¢
L'areaés bc =12a

D
Com que ABC ésrectangle c? +b? =a?

Considerem el sistema:

ila+b+c=60 ia=25
b e =12a la  soluci6 del qual és th =20
lllb2+02:a2 ¥C:15
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Problema 8

D —_ -
En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga la mitjana , AM =m, siga la bisectriu AP,

siga MP =n. A
Determineu els catets.

Solucio:

M n P C

Siguen AB=c AC=b

Siga la mitiana AM =m), i siga la bisectriu MP =n

En un triangle rectangle la mitjana tracada a la hipotenusa és igual a la meitat de la

hipotenusa, per tant BC=2m MC =m

Per la propietat de la bisectriu tenim que: E == BP , ésadir m-n_m*n
AC AB’ c

D
Com que el triangle ABC és rectangle b? +c? =(2m)?
Considerem el sistema:

1 2m(m- n)
I m-n_m+n b B
L =0~ "7 ¢  laseuasoluci és: | m®+n
fb? +c? =(2m)? ic= «/Em(m+n)

{ m? +n?
Problema 9

Determineu l'angle que formen la mitjana i bisectriu d'un angle agut d’un triangle
rectangle, en funcié d’aquest angle.

Solucio:

D
Siga el triangle rectangle ABC, A =90°,

Siguen la bisectriu BP, la mitjana BM, AC=h, AB=c tgé %
9 b
0 5 0
tg§—+ a::l. Aleshores, lt gE ax
g © 2
Deduim:
B @&gB 0 B @&gB ¢
—+a= arctgé T a—-—+arct§ i
2 2 5 p
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Problema 10

Demostreu que si en un triangle la ra6 de les tangents dels angles aguts és igual a la
rad dels quadrats dels sinus d’aquests angles, aleshores el triangle és isosceles o
rectangle.

., A,
Solucio:
B C
- .2 oy iy . A R R
e _sm & cosB_SnC o gin2B=sin2t
tgB sin’B cosC sinB

Aleshores 2B =2C o 2B =180°-2C
Pertant C=B o C+B =090°.
En el primer cas el triangle és isosceles i en el segon cas el triangle és rectangle.

Problema 11

. , - a b . .
Demostreu que si en un triangle es verifica ~ = ~ aleshores el triangle és
CcosA cosB

A

isosceles.

Solucio:

. : a b
Aplicant el teorema dels sinus ~ = ——=

SinA sinB

Considerem el sistema:
i_a __b
|l cosA cosB
| a,\ :LA
1 sinA sinB
Dividint-les:
sinA _ sinB

= ~ P tgA=tgL5>
cosA cosB

Aleshores A =B
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Problema 12

La base d’'un triangle isosceles és 42m. La mitjana tracada sobre el costat lateral és
iguala 5 m. c
Calculeu el costat lateral.

Solucio:

A O B
Siguen l'altura CD, la mitiana AE =5 iel costat AC =b
Siga G el baricentre:
— _ 42

Aleshores, AG 225 AD = 72

D R JE JE
Considerem el triangle rectangle AGD GD = \ AG +AD = 1/% 8 =§«/7

Aleshores DC =3GD = 2./7

Pertant b=yAD’ +CD” =+/[v2) +{247) =6

Problema 13

El costat lateral d’'un triangle isosceles mesura 4m, la mitjana tracada sobre el costat
lateral 3 m.

Calculeu la base del triangle. C

Solucio:

A, O B

Siguen la mitiana AE = 3, el baricentre G.
Per la propietat del baricentre GE =1, AG =2

Siguen AD=x, CD=h GD=1
D ah o
Per ser el triangle AGD rectangle tenim 2° =x? te
e3g
D
Per ser el triangle ACD rectangle tenim 4% = x? +h?
R i
'|'4—x2+h2 j X= >
Considerem el sistema .l - ‘g laseua soluci6 és j 2
f16 =x? +h? :':h:3x\/§
1 2

Aleshores AB = ZE =10
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Problema 14

La base d'un triangle isosceles és 12 m i el costat lateral mesura 18 m. Sobre els
costats iguals es tracen les altures.
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus d’aquestes altures.

y C
Solucio:

A, H B
Considerem les altures CH, AD, BE.

D N
Per ser el triangle ACHrectangle tenim CH =+/18% - 6% =+/288

12+/288 _ 18AD

D
Igualant les arees del triangle ABC tenim >

Pertant AD = %1/288

D - -
Per ser el triangle ADB rectangle tenim BD +AD’ =122,
Aleshores, BD=4, CD=18- 4

HB _DF DF
Els triangles CHB CFD sén semblants, aleshores — = — 6 _DF

BC CD 18 14

Aleshores, ﬁ:—% ED = 2DF _%

Problema 15

La base d'un triangle isosceles és 12 i el costat lateral mesura 18.
Es tracen sobre els costats laterals les bisectrius.
Calculeu quant mesura el segment que uneix els peus de les bisectrius.

_ C
Solucio:

A — _B
Considerem les bisectrius AE, BD
Per la propietat de les bisectrius,

CE_BE 18- BE—% aleshores ﬁ-g—; CE=18- ﬁ-%

AC AB 18
Els triangles ABC DEC sén semblants, per tant E = E
BC CE
12_DE  5z_3%
18 54 5
5
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Problema 16

D N - R
Siga el triangle ABC isosceles AB = BC . Sobre l'altura BH s’agafa un punt M tal que
els angles DAMB, BAMC, BBMC so6n iguals.

En quina rad estan BMi l'altura si I'angle de la base és a.

., C
Soluci6:

il

A, H B
Siguen PCAB =a, AB=c, AC=b
Notem que BDMAB =30°
BH =c xsina
c _ b
sina  sin(180°- 2a)

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC

c __ b _ b
sina sin(2a) 2sina xcosa

aleshores, b =2cxcosa

. —
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AMC _ b___ _AM
sin120°  sin30°

Z|
=

™

—_— — — b 2cxcosa _ c>xosa
MH =AM xsin30° P MH= = =

2J3 243 J3
_ __ _ & 0
BM:BH—MH:aésina—@j

3 5
BH _ a>sina _ sina
BM & J3cosald . J3cosa

aésma-—: sina- —/—~—
)
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Problema 17

L’'angle de la base d’un triangle isdsceles ésa.
Determineu la raé entre la base i la mitjana tracada sobre un costat lateral.

&;
hd
Solucio:
A H B
Siguen A=a, AC=BC=b, AB=c,lamitana AM, iG el baricentre.

c _ b
sina  sin(180°- 2a)

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC

Aleshores, AB =c = 2a xcos a
axsina

CH=axina GH-= (aplicant la propietat del baricentre).

D PR [ -
El triangle AGH és rectangle per tant AG = \/GH2 + AH2 =

_Jazsinza +i _4a®sin%a +9c? _\/4azsin2a+9(2a>«c:osa)2 _
9 4 6 6

a |-
= Exlsmz a+9cos?a

Aleshores, AM = gm = %«/sin2 a +9cos?a

AB 2axcosa 4cosa
Pertant: — = =
AM E\/sin2 a +9cos’a Jsin? a +9cos? a
2
Problema 18

Determineu els angles d’un triangle isosceles si sabem que l'ortocentre divideix per la
meitat I'altura tragada sobre la base.

(&
Solucio: b K
Siguen BC=AC =a, AB=c, A=a ‘m
Siguen les altures CH, AK, A H B
lortocentre O, a =DAOH. OH =CO =x
D
El triangle ACH és rectangle per tant tga - 4x
c
D
El triangle AOH és rectangle per tant tga :Zi
X
i _ 44X
.I. tga -
Considerem el sistema i g multiplicant ambdues equacions queda,
T tga = —
i g 2X
tg2a=2 P tga=+2 b a=arctgy2
Pertant A=a = arctgﬁ C =180°- 2a =180°- 2arcth§
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Problema 19
Les rectes r, s, t son paral- leles, s esta entre les altres dues a una distancia p, q
respectivament.
Calculeu el costat d’un triangle equilater els vertexs del qual estan sobre les 3 rectes.
ks

Solucio:

Siga la recta f perpendicular a r que passa pel punt A.
Siga la recta g perpendicular a r que passa pel punt C.
Siga el rectangle ADEF que determinen les rectesr, f, t, g.

Siguen AB = AC =BC =a
Siguen AD=p+q AF=x DB=m

D
El triangle AFC és rectangle per tant a? =p? + x?
D
El triangle ADB és rectangle pertant a? = (p +q)? +m?
D
El triangle BCE és rectangle pertant  a? =g +(x - m)?
| a? = pz +x2

. . |
Considerem el sistema {a® = (p + q)> +m?
1a? = g +(x- m)?

2.p% +0? +pq
NE)

Resolent el sistema queda a =
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Problema 20

D R
Siga un triangle isosceles ABC. En el costat BC determineu el punt D tal que
BD 1

DC 4
BM o > —_— —
Calculeu o on M és la interseccio del segment AD i l'altura BE .
B
Solucio:
]
SigaBC=5a b BD=a DC=4a | | -
Siguen AE=y AF =x - EF
D R
El triangle EBC és rectangle per tant BE =,/25a° - y°
D D RE DE
Els triangles ABE, FDC son semblants, per tant E _DF
AE FC
J25a° - y*  DF
= 1)
y 2y - X
D D rRC DO
Els triangles EBC, FDC s6n semblants, per tant 2 = D—_C
EC F
sa = 4a P 6y=5x
y 2y-X
Substituint en (1)
DF=2 . [2527 - y?
5
D D ME DE
Els triangles AME, ADF son semblants, per tant £ = i
AE AF

W %1/253.2 - y2 _

M-S b Ezé 2532 - y?
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Problema 21

La base d'un triangle isosceles és a. L’'angle oposat a la base 2a.
Calculeu la bisectriu sobre el costat lateral.

C

A - B
Siguen AB=a C=2a A=B=90°a
Siga la bisectriu AE . Siguen DEAB =w, DAEB =f .

o_ ~
=90%-a ¢ _1g00- (w+B) =45°+§a

Solucio:

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AEB

AE AE —
'if “an - 3 90°- PAES &2--
sinf  sinB S|n8§15°+ 0 sm( a) sinch;?l5°+—a9
e 2 g e 2 g
Problema 22

En un triangle equilater es traga un segment que uneix un vertex i un punt E del costat
oposat tal que % = % Calculeu I'angle que forma aquest segment i cada costat.

Solucio:

Siga l'altura CD .

Siga DACE =a, DECB = w.

Siga AB=3a b AE=a EB=2a
1

3 _
Za-a==a
2 2

ED=AD - AE =

El triangle DCE és rectangle per tant, CE=VED +CD = 1a2 +9a” - %az =a./28

Aplicant el teorema dels sinus al triangle CEB

a~/28 __2a b sinw= 3
ﬁ sinw J28
2
& 0 0
W = arcsi 3 H = B3 0

a = 60°- w= 60°- arcsin g
§m p
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Problema 23
L’angle de la base d'un triangle isosceles és arctg%.
Calculeu I'angle wque formen la mitjana i la bisectriu tracades al costat lateral.

B
Solucio:

5

’ &
s E
Siguen la mitiana AM , la bisectriu AP i el baricentre G.

A=arctg% P BE=3a AE=4a

Per ser G el baricentre GE = %ﬁ =a.

Siguen BMAC =a,bPAM = w

. , D GE _ a
Considerem el triangle rectangle AGE tga =— =—.
AE 4a

Aleshores, a = arctg1 w= EA - a :EarctgE - arctgl.
4 2 2 4 4
Problema 24

Determineu I'angle desigual d’un triangle isosceles si la mitjana a un costat lateral i la
B

.3
base formen un angle arcsmg.

Solucio:

Siguen la mitiana AM , el baricentre G g
Siguen BMAC =a,bABE =w

5 —
Considerem el triangle rectangle AMD sina =% =

MD=3a AM =5a Ezg—:ls_oa

. D D 3a _GE —
Els triangles AMD i AGE s6n semblants, per tant 5=E p GE =2a

BE = 3GE =6a
D _ —— — .2
Per ser el triangle AGE rectangle AE =\/AG2 - GE’ =\/(a;é?0a9 - (2a)? =§a
€3 g
D
Per ser el triangle ABE rectangle,
__ 8,
tgw=£:3—=i P w=arctgi I§'>:2w=2arctgi
BE 6a 9 9 9
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Problema 25

Siga un triangle isosceles tal que B = 110°. En el seu interior es determina el punt M
gue forma els angles D MAC=30°, B MCA=25°,

Calculeu I'angle BCMB. -
Solucié:
Siga BCMB=a
A=C=35° A
5 _ _
Aplicant el teorema dels sinus al triangle MBC ﬁ = _BM
sina sin10°
BM _ BC

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AMB

sin5°  sin(235°-a)

BC _ sina _ sin(235°-a)

_ - p
BM sinl10° sin5°
. . o,
_ sina = sm(2_35 a) P  2sin(235° a)cos5°=sina
2sin5°cos5° sin5°
P - 2sin(55° a)cos5°=sina

Transformant productes en sumes:
- 2 sin(60°- a) + ~sin(50°- a)2= sina
e2 2 @

- sin60°cosa +cos60°sina - sin50°cosa +cos50°sina = sina

- gcosa +%sina - sinb0°cosa +cos50°sina =sina
& 3 0 5 .
—J_ - sin50°zcosa = gé c0s50° sina
2 P e2 2
- ﬁ sin50°
tga = 1
— - cos50°
2
F2 ) o)
G- ﬁ sin50°~
a= arctg‘?lz—jz 85°
¢ 5- cosb0° =
e 2 2
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Problema 26

Demostreu que en tot triangle la suma de les mitjanes és major que %del perimetre,

perd menor que el perimetre.

Solucio:

Siguen les mijanes AM =m_, CN=m_, BR=m,. Siga el baricentre G.
Siguen S=m_,+m,+m_, P=a+b+c

D
Considerem el triangle CGB émb +%mC >a

D
Considerem el triangle AGC éma + %mc >Db

D
Considerem el triangle AGB %ma + %mb >cC

Sumant les 3 inequacions:
%(mel +m,+m,)>a+b+c P %S >P

D
Considerem el triangle AMN m_ < %b +lc

a

D
Considerem el triangle BNR m, < Ec +=a

D
Considerem el triangle CNR m_ < %a +%b

c

Sumant les desigualtats:
m,+m, +m, <a+b+c P S<P
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Problema 27

La bisectriu d’'un angle d’un triangle divideix el costat oposat en segments de 2 cm i 4

cm. L'altura tracada sobre el mateix costat és igual a +/15 cm.
Determineu el triangle i classifiqueu-lo.

Solucio: C

Siguen la bisectriu CE i l'altura CD =+/15.
Siguen els segments BE=4 EA=2 AD=X.

Per la propietat de la proporcionalitat de la bisectriu:

4.2 P a=2b
a b

D
Considerem el triangle rectangle ADC X2 + (\/1_5)2 = b?

Considerem el triangle rectangle BI:D)C (6 +x)* + (JE)Z =pb?
ia=2b

Considerem el sistema | x2 + 15 = b?
Ix2 +36+12x+15=a?

Els sistema té dues solucions:

ia=8

th=4 . .

L =1 triangle obtusangle ja que a? > b? +c?
X =

fc=6

}a =46

,lb =26 triangle obtusangle ja que a? > b? +c?
i x=3

f c=6
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Problema 28

Determineu la raé que hi ha entre la suma des quadrats de les mitjanes i la suma dels
guadrats dels costats d’un triangle.

Solucio:

Siguen les mitjanes AN, CM BP
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ACM

.2
cM’ =8@—9 +b? - bc>xcos A
e2g

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BAN
.2
- -
AN =§a§9 +c? - ac xcosB
e2g
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CBP,
.2
- -
BP :8@9 +a’ - abxcosC
e2g
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC,
a? =b? +c? - 2bc xcos A
b2 =a? +c? - 2ac xcosB
c? =a? +b? - 2ab xcosC

Per tant,
—_—2 —2 —2
CM +AN +BP _
a® +b*+c?
280 S @y 5. a0 -
— < +b®-bccosA+¢—* +c” - acxosB +¢=* +a’- ab>xosC
_€2g e2p e2g _
a’ +b” +c?
.2 2 K2 _ A2 .2 2 a2 A2 .2 2 42 _ K2
gg +b2+ab—c+§ai9 +Cz +u+&29 +a2 +u
_e2¢p e2g 2 e2g 2 _
a®+b? +c?
2 2 2 A2 _Rh2_ ~2
C_+a_+b_+a2+b2+cz+—a b”- ¢
4 4 4 2 _3
4

a’ +b? +c?
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Problema 29

Classifiqueu un triangle sabent que les mitjanes compleixen m3 +m?

Solucio:

Siguen les mitjianes AN=m_, CM=m_ BP=m,.
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ACM,

.2
mZ =€E£9 +b? - bc xcosA
e2g

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle BAN ,

.2
o -
m2 =¢=+ +c® - ac xcosB
e2g

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle CBP ,
2

my =8d’19 +a? - abxosC
e2g

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC,
a® =b? +c? - 2bc xcos A
b? =a? +c? - 2ac xcosB
c? =a? +b? - 2ab xcosC

Per tant,
2 2 2 2 2 2 2
mj:a—+c2+b-a-c _20"+2c”-a
4 2 4
, _2a?+2c?-b? , _2a’+2b?%-c?
My =———— M

Com que m? +mZ =5mZ tenim:
2 +2¢® - a® 23’ +2¢” - b’ g 2a®* +2b - c?

4 4 4
2b2 +2c?- a® +2a?+2c?- b? =10a’ + 10b? - 5¢?2
Aleshores:
a’?+b2=c2

El triangle és rectangle C =90°.

122

El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

— 2
=5mg



El triangle
Ricard Peir6 i Estruch

Problema 30

Dos costats d'un triangle mesuren a, b i les mitjanes sobre aquests costats formen 90°.
Calculeu l'altre costat,

Solucio:

Siguen les mitjanes m, BM siga el baricentre G.
Volem determinar AB =c

D D
Els triangles ABC, MNC son semblants

Siguen GN=x AG=2x GM=y BG=2y MN :% (propietat del baricentre).

D 2
El triangle GMN és rectangle, per tant x> +y? = 6@—9

elg
.2

D
El triangle AGM és rectangle, per tant (2x)* +y® = %Q
elg

.2
0

D
El triangle BGN és rectangle, per tant x> +(2y)* = %
€29

Considerem el sistema

i 2 . 2 2
:|:(2X)2+y2:¢a_;2 %XZ:b__a_
|l € , lasolucio del qual és | 1? 69
b + (292 =89 jyz =2 D
{ Y & i "15 60
I i 62 a2 bz
Comaque x? +y? =¢== P c?=4x*+y?)="—+_—.
e2g 5 5
2 2
Per tant ¢ = a ;b
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D N N R
En un triangle ABCtracem la bisectriu AD. Determineu BC sabent que AC =b,

AB=c, AD=BD.

Solucio:

Siga la bisectriu AD = x
Siga I'angle BCAD = dll
Per la propietat de proporcionalitat de la bisectriu:
c b

Z=—— )

X a-X

D -
Per ser el triangle ADB isosceles B = a
D D
Els triangles ABC DAC sén semblants, aleshores b_x (2
a ¢

Considerem el sistema format per (1) i (2)

ic _ b
lc__b iBe - be
|’X a- X }? a-?
I E:i T bC
i a ¢ %X

Aleshores a =+/b? +bc

Problema 32

D N JRE ~ ~
En un triangle ABC talque BC =12 AC =8 ilangle A=2B

Calculeu AB :
Soluci6: a 12

L 2o "
Siga el costat AB =c¢ A c B

Siguen B=a A=2a C=180°3a.

Aplicant el teorema dels sinus al triangle AEC ,
12 _ 8 _ C
sin2a  sina  sin(180°- 3a)
12 _ 8 _ C
2sinaxcosa sina  sina(4cos?a - 1)
6 g = c

cosa 4cos’a-1

Aleshores, cosa :% c =8(4cos2 a- 1)=10.
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Problema 33

L’altura d’'un triangle mesura 6 cm i divideix I'angle en una proporcié 2:1 i la base en 2
segments el menor dels quals mesura 3 cm.
Determineu els costats del triangle. E

Solucio:

. — A H 3
Siga l'altura CH =6.
Siga el segment HB = 3.

Siga els anglesDHCB =a DPACH = 2a.

D
El triangle CHB és rectangle, per tant, a=+62+32 =345

sina:i:ﬁ cosa :i:ﬁ tga :l
5/3 5 5/3 5 2
D
El triangle ACH és rectangle, per tant,
51
ga=2"3 »p 2t962‘ -3 p 22:0'3 b c=11
6 1- tg°a 2 1 o 2
&2g

b=+AH +62 =+/82 +6% =10.
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Problema 34

L’altura d’'un triangle divideix els angles en proporcio 2:1 i la base en dos segments en
proporcio k:1 (k>0).

Determineu I'angle major de la base.

Solucio:

,.&,}{H ko B

Siga l'altura CH . Siguen els angles DACH=a DBCH = 2a
A=90°%a B=90-2a
Siguen els segments AH =x  HB = kx

X

D
El triangle ACH és rectangle, per tant, sina = 5

D
El triangle CHB és rectangle, per tant, sin2a = ﬁ
a

Aplicant el teorema dels sinus al triangle AED§C ,
a _ b a _ b

sin(90°-a) ~ sin(90°- 2a) cosa cos2a

Considerem el sistema:

i a _ b

:, cosa cos2a

|

|

a _ sina

T bk sin2a
Dividint ambdues equacions:

2 2
k=—22 b osfaz— <
2cos?a-1 2(k- 1)

per tant, cosa = sin(90°- a) = K P 90°-a =arcsin K
2k-1 2(k- 1)

k <1 k

-1 - 2Ak- 1)

Nota: Es pot observar que k > 2 ja que >0
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Problema 35

D [
En un triangle acutangle ABClangle agut format per les altures AD,CE és
a =DABC. Sabentque AD=x CE =y, calculeu AC
C

Solucio:

A E B

Siga B = a, aleshores 'angle DPAHE = a.

D -
El triangle DAB és rectangle, per tant, sina = X b B = _X
AB sina
. b, . y — y
El triangle ECB és rectangle, pertant, sna==— Ppb BC=——
BC sina

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC,

AC> =AB’ +BC’ - 2xAB *BC xcos a
2 2

Pertant, AC =— +-Y . 2xy.><:osa
sinfa sinfa  sina
= _+/X* +y? - 2xy xcosa
Aleshores: AC = X +y? - 20y

sina

Problema 36

La base d’'un triangle és 4. La mitjana sobre la base és \J6 - 2 un dels angles aguts
de la base és 15°.
Calculeu I'angle agut entre la mitjana i la base.

Solucio:

150 B
A bl B
Siga la mitiana CM = V6 -2 Siga el segment AM =2
Siguen els angles A =15° BCMB=g DMCA=a DAMC=b

J6- 42
o

sin15°=

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACM,
N6-A2_ 2
sinl5°  sina
Les dues solucions son:
a) b=180°(15+a) =135° g=180°-b = 45°
b) b =1800°- (15 +a) = 15° g=180°-b =165°

, per tant, sinazé P a=30°0 a=150°
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Problema 37

D ~ ~
En un triangle ABC A =30° B =50°. Demostreu que c? =b(a +h).

Solucio: C

a0° a0=

C =180°- (A +B) =100°

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC,
a b c

sin30° sin50° sin100°

b _ c C b c

2a= _ = _ b a= _ , = -
sin50°  2sin100° 4sin50°cos 50° 2cos50°
N . o
ba+b) = C ge . C + C 0_ .2 1 86 1.+25|n50 0
2c0s50° @4sin50°cos50° 2co0s50° g 2c0s50° @4sin50°cos 50° g

1 & 1+2sin50° 0_
2 cos50° 34 sin50°cos 50° g

Cal demostrar que

8c0s50°sin50°c0s50°=4sin100° co50°= 2(sin150°+sin50°) =1+ 2sin50°
Per tant, podem concloure que:
b(a+b)=c?
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Problema 38

D D ~ ~ ~ ~
Siguen dos triangles ABC A'B'C' talque B=B' A+ A'=180°
Demostreu que aa'= bb'+cc'.

Solucio:

Comque B=B, A+A'=180° b A'=180°-A, C'=A-B.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC,

a_- b = CA.Pertant,bz—SmI?a czsmc}a

sinA  sinB  sinC sin A SinA

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle A'B'C'

a _ b _ ¢ b a __ b _ c'
sinA' sinB'  sinC sin(180°- A) sinB  sin(A - B)
Per tant, b‘=s_|—n|?a' c =Ma'

sinA SinA

. 2 - . oy . -~ iy
sin“B " sinC >s|n(:0\ B)aa':

bb'+cc'= ——aa —
sin“ A sin“ A
___,sin?B+sin(A+B)sin(A- B) _
— aa - — =
sin? A
- aa sin®B +(sinAcosB + cos AsinB)(sinAcosB - cosAsinB) _
sin A
,sin”B +sin” Acos®’B - cos® Asin’B ___,
= aa — = = aa
sin® A
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Problema 39

D
Siga el triangle ABC els angles del qual estan en proporci6 4:2:1

. 1_1 1
Demostreu que els costats compleixen ===+ =,
c a

., A,

Solucié:
4
a
b
2o i
B . &
Siguenelsangles C=a B=2a A=4a
(o]
7a=180° b a= 180
. - . D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC,
L. b __cC

sinda sin2a sina
Aleshores:
azm—maz4c>cosa>c052a b=C>S,I—n2a=2c xcosa

sina sina
1 1_ 1 1 _lee 1+2cos2a @

4+ == + ;
a b 4cxcosa xos2a 2c xcosa cg4cosa xcos2a g

Amb l'ajut de la calculadora demostrem que
1+2cos2a _ 1
4cosa xcos2a
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Problema 40

L’altura, la bisectriu i la mitjana tracades des d'un vértex d’un triangle divideixen I'angle
en 4 parts iguals.

Determineu els angles del triangle.

Solucio:

a H v M

Siguen l'altura CH, la bisectriu CV , la mitana CM .
Siguen els angles BPACH=DHCV=bVCM=bDMCB = a.
El punt V esta entre Hi M.

D -

El triangle AHC és rectangle, pertant A=90- a
D ~

El triangle CHB és rectangle, per tant B = 90°- 3a

D R
El triangle ACV és isosceles, pertant CV =b

AM=MB =<
2
Siga CM = x
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle AMC ,
c
X 2

sin(90°- a) - sin3a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle CMB ,
c

2 X
sina sin(90°- 3a)
Dividint ambdues equacions,
sin(90°- a) _ sin3a b cosa _ sin3a
sin(90°-3a) sina cos3a sina
P 2sinaxcosa =2sin3a>o0s3a P sin2a=sin6a P 6a =180°2a

0
Aleshores, a = 180

=22°30'

A =90°-a = 67°30'
B = 90°-3a = 22°30'
C =4a=90°

Per tant,
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Problema 41

R D
Siga CD laltura del triangle ABC.
- -

Determineu la dependéncia dels angles ,Z\,é sabent que CD = AD DB
Solucio:

Estudiarem dos casos:
1.- AB angles aguts.
2- Ao B obtis.

1r cas
Suposem que AB sén angles aguts.

a

2 2_—2 -2 -2 —2_

a“+b“=AD +CD +DB +CD = A
= AD’ +AD >DB +DB’ +AD »DB =
AD(AD +DB)+DBI(AD +DB) = (AD + DB/ =c?

=
] D T

D ~
Aleshores el triangle ABC és rectangle, C =90° b A+B =90°.
2n cas

Suposem que l'angle B és obtUs.
b?=AD’ +CD° a2 =BD +CD’
D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC,
a b

- ~ : - iy lﬂ\
sinA sinB

siPA_a _BD +CD _BD +AD-DB _BD\AD +BD) _BD

sin’B b’ AD’+CD’ AD’ +ADDB AD|AD +BD) AD
_-acosB _ - sinA>cosB

b

" bcosA  sinBxcosA

b Sl_né _2CSB  osinAxcosA =-2sinBxcosE b
sinB cosA
b sin@A)=-sin(2B) b 2B=180°4+2A b

B- A =90°

Si A ésobtlis A- B =90°.
Podem concloure que si A o B obts |A- I§| =90°
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Problema 42

D
Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, respectivament.

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferéncia C1 en els punts X, Y.
1+J5 _LY _ LM
2 LM MY A

Proveu que F =

Solucié: (Amb coordenades cartesinanes).

D
Considerem EIl triangle ABC, tal que
B(0,0), C(2,0).
Per ser el triangle equilater A(1+/3)

Les coordenades dels punts L, M son: BiE) S
Lael EQ Ma§ ﬁg m\_/
2 254 éz 2 5

D
Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC de centre O i radi R.

2 [30

El centre O té coordenades Oél—

El radi de la circumferéncia circumscrita C1 és: R = \/g

Les interseccions de la circumferencia C1 i la recta r son: X

5 5 50
2

"2

[CE i Rek

Aleshores:
= 1+£ =F ﬁ = =F
LM 2 MY
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Solucio trigonometrica:

D

Considerem el triangle ABC de costat AB =2.
D

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ALC,
CL=43
Aleshores LM =1

D
Considerem el triangle OLM

D
Per la propietat del baricentre del triangle ABC

oL

el

OoC=
L’angle BMLO =30°

D
Considerem el triangle LOY .

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LOY ,
OY”  =0Y  +LY" - 250Y xLY »c0s30°

Simplificant:
Ly’ -Ly-1=0
Aleshores,

P 1+,\/§

LY =
2
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Problema 43

D
Siga ABC un triangle rectangle A =90°.

Si els costats del triangle rectangle estan en progressidé geometrica la rad de
proporcionalitat és JF

Solucio:
Siga r la ra6 de proporcionalitat.

Els costat del triangle rectangle sén a,ar,ar”, on ar? és la hipotenusa.
Aplicant el teorema de Pitagores:

(arz)2 =a? + (ar)?

a%r4 =a? +a?r?

Simplificant,

r‘-r?2-1=0

Resolent I'equacio: r? =%, F= 1+45
2 2

Aleshores, r = 1+£/§ =.[F

Problema 44

De tots els triangles isosceles circumscrits en un semicercle de radi R determineu el de
menor perimetre.
Calculeu també la rad entre l'altura del triangle (sobre el costat desigual) i el radi R.

Solucio:

C0.b)

Aaf) 0o ppg e

Considerem el sistema de referencia cartesia amb origen 0O(0,0).
Considerem la circumferéncia de centre 0O(0,0) i radi OR =1 que té per equacio:
C,ox*+y*=1
- . - D
Siga el triangle isdsceles ABC, A(- a,0), B(a,0), C(0,b).

D D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle OBC el perimetre del triangle ABC és:

P(ab)=2a+2Ja?+b?> (1)
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Considerem la recta que passa pels punts B, C, r°y= j(x - a)
a

Com que la recta r és tangent a la circumferencia C,, el sistema format per les seues

i -b
. ) L. jy=—(Kx-9a
equacions té solucié Unica. | a
X2 +y? =1
b? b?
Substituint; x> +—2x2 +b?-2=—x-1=0
a a

Simplificant: (a? +b?)x? - 2ab?x +a’b? - a® =0
Per tenir solucié unica el discriminant de I'equacié de segon grau és 0.
4a’b* - 4(a® +b?)(a%b? - a?) =0

a2

Simplificant: b* = ——
a’-1
Aleshores la funcié perimetre quedaria:

, al a*
P(@a)=2a+2,/a° + =2a+2 on a>1
a-1 az-1

Calculem la primera derivada:
2a° - 4a®

4
a’-1? a
( )x"az-l

Igualant a zero la primera derivada:
2a° - 4a®

2+ = =0
a2-12><1’ a
( ) a?-1

Simplificant:

(@*-1%?+(@°*-2ana?-1=0, (@-1?=-(a*-2ana’-1
Elevant al quadrat i simplificant:
a*-a?-1=0

P@=2+

2:1+\/§:F, a:\/F—

Aleshores, a >

Per tant, b? :FL =F?

Aleshores, b=F

El menor perimetre s'assoleix quan a=+/F,b=F

El perimetre minim és P(WF )= 2F +2+/F + F2 = 2F +2/1+2F

La proporci6 entre l'alturaiel radiés b =F
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Solucio trigonometrica:

C

A,

Considerem la circumferéncia de centre O i radi OR =1.

Siga a =DPOBC, aleshores, a =bSOC

Siga S el punt de tangéncia de la circumferéncia i el triangle OS =1.

Aleshores, CS=tga, BS=ctga, OB -t

sina

Aleshores el perimetre en funcio de 'angle a =bOBC és:
& 1 10
P(a) =2glga + —+——=
tga sina g
Calculem la primera derivada:
1 -1 | -cosag
P'(a)= 288 + +— 9
gcos’a sina sin‘a g
Igualant a zero la primera derivada:
Rl
cos“a sin“a sin“a
sina-cos®?a-cos®a =0
1- 2cos®a - cos*a =0
Substituint a =cosa

1- 2a?- a® =0, les solucions sén: a=-la=

_l+,\/€:
2

2
1+4/5

2

JE-la -1- 45
2 1

Comque O0<cosa <1, cosa = on F =

'I'I||—\

Aleshores,@:s;a 1+\/_ - JF. CS=tga=+F , BS=ctga = «/—

També: OC =F , per tant Ia proporcié entre l'altura i el radi és OC =F .

El perimetre és:

| JF ¢ JED
P(a)_zgtga+tg;_a+3|nag 2§«/_+ F+?B— §2«/_ L
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Problema 45

D
Siga el triangle ABC de incentre I.
Siga P el punt projeccio de A sobre la recta que passa pels punts B, I.
Siga Q el punt pI’OjeCCIO de A sobre la recta que passa pels punt C, 1.

Aleshores, T+ AQ =co tgﬁég
BI ClI e2g

Solucid: Problema2102 Crux resolt per Panos E. Tsaoussoglou (Grécia).
\l' (¥

D I
Considerem el triangle rectangle AQC, sin8§9=£
ecg AB
Aleshores, ﬁzﬁmingég, AQ =AB ><S|n€:gg
e2g 2g
. — —
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABI, Bl - = AB -
A0 A  BoO
SING—~ S|n§180°- — + — i
e2g &2 2g5
. : . D Cl AB
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ACI, < - =
A0 aA  Coo
SING—~ singl80°-¢c—+—+=
e2g &2 2gy
_ msin? mBsind
Aleshores, Bl=f£g, CI=—Q’
0039—9 coscaﬁg
29 2g
B a0 a6 aBo aB Co .e@vo
— — mg——xcosg— smq—vxcosg—v Sing—+—* sing90°%- —= 3
AP AQ _ _ e2g g, €2 €2 €2 2g__ e 2@=Cot§a§g
Bl Cl singﬁg smgﬁg sm@dig singﬁg e2p
e2g 29 é2g é2g
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Problema 46

D
Un triangle ABC és rectangle sii només si sin? A+sin?B +sin?C=2.

Solucio:
P)
D
Suposem que el triangle ABC és rectangle i A =90°.
Aleshores, C =90°-B, sin90°-B =cosB
sin? A +sin? B +sin? C = sin? 90°+ sin? B +sin?(90°-B) =1+ sin? B+cos’B =1+1=2

)

Suposem que sin? A+sin?B+sin>C=2, A+B+C=180°
Aleshores, sin? A=2- sin?B - sin’C

sin? A=1- sin?B+1- sin’C

sin? A =cos?B + cos?C

sin?(180°- (B + C)) = cos?B +cos? C

sin?(B +C) =cos?B +cos? C

(sinB xcos C + sinC xcos B)? = cos?B +¢os2 C

sin?B xco0s? C +sin? C>cos? B + 2sinB xcos C xsin C xcos B = cos? B + cos? C
Simplificant:

- cos? B xcos? C +sinB xcos C xsin C xcosB = 0

Factoritzant:

cosB xcos C(cos B xcosC - sinB xsin C) =0

cosBxcosCxcos(B+C)=0
Aleshores cosB=0,0 cosC=0, o cos(B+C)=0

. D
Es adir, B=90°, o C=90°, o B+ C=90°, en tots tres casos el triangle ABC és
rectangle.
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http://www.arrakis.es/~fcalbet/index.htm
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