Ricard Peir6 i Estruch

8 problemes d’optimitzacio

Problema 1

De tots els ortoedres d’area de la base 1cm? ila suma de la longitud de totes les
arestes 20cm, determineu el de major area.
Potapov. Pagina 352, problema 36.

Problema 2

Demostreu que de totes les piramides quadrangulars regulars en qué la suma de
l'altura i 'aresta de la base és constant, el volum maxim la té la piramide en qué la
cara lateral i la base formen 45°.

Gusiev 920.

Problema 3

La suma dels quadrats de totes les arestes d’'una piramide triangular regular és P.
Determineu I'area maxima d’una cara lateral.
Gusiev 922.

Problema 4
La base de la piramide MABCD és el quadrat ABCD.

MB és altura de la piramide.
Determineu el valor minim de la longitud de I'aresta MD si el volum de la piramide és

igual a 9cm?.
Gusiev, 923.

Problema 5

En un con de generatriu constant s’ha inscrit un prisma hexagonal regular, les arestes
del qual totes son iguals. Determineu I'angle entre la generatriu i la base del con a fi
que l'area de la superficie lateral del prisma siga maxima.

Problema 6

En una esfera de radi 6cm s’ha inscrit un cilindre de volum
maxim.

Determineu la proporcié entre el volum del cilindre i I'esfera.
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Problema 7

Una piramide quadrangular regular I'aresta de la base és a i
I'altura h.

En la piramide s’ha inscrit un cilindre tal que la base superior
€s tangent a totes les cares i la base inferior pertany a la
base de la piramide.

Determineu les mesures del cilindre de major volum.
Determineu el major volum.

Gusiev 944.

Problema 8
Un trapezi isosceles té les diagonals perpendiculars.
Calculeu els valors de la proporcio del perimetre i la paral-lela mitjana del trapezi.
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Problema 1

De tots els ortoedres d’area de la base 1cm? ila suma de la longitud de totes les
arestes 20cm, determineu el de major area.
Potapov. Pagina 352, problema 36.

Solucio:

Siga I'ortoedre ABCDEFGH de base el rectangle ABCD i area 1.
Siga AB=a, BC=b, AE=c.

L’area de la base és:

ab =1.

La suma de la longitud de totes les arestes és: & %@
da+4b +4c =20 Q) N

La funci6 a optimitzar és I'area de I'ortoedre: A
S(a,b,c) =2(ab +bc +ac).

S(a,b,c) = 2(1+c(a +h)).

De I'expressio (1):

atb=5-c (2)
La funci6 es transformaria en:

S(c)=2(1+c(5- c)). A b=t
S(c) = 2[ ¢? +5c+1) “:‘-‘hc

.2 B
S(c)=-2& - 56,29
e 29 2
2
Sc)=-28.20 ,29 29
e 2g 2
La igualtat s’assoleix quan ¢ = % .
jab =1 la=2 1, _1
En aquest cas : 5 . La soluci6 del sistema és : 10 : 2 que donael
Ia+b:5-§ Ib:E ib=2
| I 0=

mateix rectangle de la base.
Solucio:

1 12 b H 1 M 7 1 .
L’ortoedre d’area maxima s’assoleix quan les arestes de la base s6n 2cm, Ecm [

1 5 N by - Ve 29 2
I'altura Ecm, 'area maxima és 7cm )
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Problema 2

Demostreu que de totes les piramides quadrangulars regulars en que la suma de
l'altura i 'aresta de la base és constant, el volum maxim la té la piramide en qué la
cara lateral i la base formen 45°.

Gusiev 920.

Solucio:
Siga la piramide quadrangular regular ABCDS de base quadrada ABCD.
Siga O el centre de la base.

Siga a= AB aresta de la base, h = OS altura.
Per hipotesi a+h =k, k constant.

El volum de la piramide és:

V(a,h):%azh.
h=k- a.

V(a):%az(k— a),a>0.

Calculem la seua derivada:

V'(a) = -a? +%ka.

V'(a)=0, -a? +%ka =0. Resolent I'equacio:

2k
a=—.

3
V'(a) = -2a+2—k.

3
V"g%gz _ 2k <0, aleshores, el maxim del volum s’assoleix quan a = 2—;
€3 g

Vegem que I'angle que forma la cara lateral i la base formen 45° quan a = %k

Siga M el punt mig de l'aresta BC .
L’angle que forma cara lateral i I'aresta és a = DOMS

Si a=2—k, h=k-a=zk- X-K gm=1a=k
3 3 3 2 3

o
oM

tga = =1. Aleshores, a =45°.
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Problema 3

La suma dels quadrats de totes les arestes d’'una piramide triangular regular és P.
Determineu I'area maxima d’una cara lateral.

Gusiev 922.

Solucio:
D
Siga ABCD la piramide triangular de base ABC triangle equilater.
Siga AB =a aresta de la base. Siga AD =b aresta lateral.
Per hipotesi 3(a2 + bz): P.
D P
Siga O el baricentre de la base ABC. Siga M el punt mig de l'aresta AB

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle AMC :

_ \/_ -
= —a. Aplicant la propietat del baricentre:
Co-= EC— B, ov-lem-¥3,
3 3 3 6
D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle COD: F: -
2
— 0
oD =b? - g?/gaj . '
a 3 '\
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle DOM: A
.2
_ _ 0O
DM =0D’ +ae\/§aj . SM° =b? - Ea2 +ia2.
6 P 3 12
DM’ =b? - Za?,

D
L'area de la cara lateral ABD és:

1 1 P P 1
S(a,b =—a1fb2-—a2. b2 =_- a%. S(a ——a,f—-a - =a?.
(a.b) 2 4 3 (@) 2 3 4
S(a)-i,/ga -Ea a>0.
2\3 4
4

L’'area maxima s’assoleix en el maxim de la funci6 f(a) :%az - %a .
Derivem la funcio f(a):
f'(a) = 23—Pa— 5a3.

f'(a) =0, %a 5a® = 0. Resolent 'equacié: a = %

0
f'(a ——-15 2 f"é,/zp G :-%«).

2P
Aleshores, el maxim s’'assoleix quan a = 5

s L 88/2P9_1 /2P /
L’area maxima és: S¢,|— T = ——.
155 2 15 15
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Problema 4
La base de la piramide MABCD és el quadrat ABCD.

MB és altura de la piramide.
Determineu el valor minim de la longitud de I'aresta MD si el volum de la piramide és

igual a 9cm?.
Gusiev, 923.

Solucio6 1:
Siga AB =a, aresta de la base i MB =h, altura.

El volum de la piramide MABCD és: §azh 9.

a’h=27.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles BKD :
BD=an/2.

Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BBM:

MD° =MB’ +BD".

MD’ =h? +2aZ.

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geométrica de a, a?,h?:
MD” =h? +2a% 2 3%a2 xa? 2 =33/(ha?)? =33/272 =27

La igualtat s’assoleix quan a® =a? =h? ésadirquan a=h.

En aquest cas a’a=27, a=h=3.
El minim de la longitud de MD s’assoleix quan a =h = 3 i la longitud minima és:

MD min =1/32 +25x32 =34/3 .

Soluci6 2:
Siga AB =a, aresta de la base i MB =h, altura.

El volum de la piramide MABCD és: §azh 9.

D -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles BAD : BD = a2 .

D - PR -
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle BDM: MD’ =MB” +BD".
MD’ =h? +2aZ.

La funcié longitud de MD és: L(a,h) =~/2a% +h? . a? :2_h7.

L(h) = /ﬁ +h? | el maxim de la funcio6 L(a) s'assoleix en el maxim de la funcié

f(h) = ? +h?, h>0. Derivem la funcio:

f(h)—-i—4+2h f'(h) =0, -%+2h 0. Resolent I'equacio: h =3.

f"(h)-lr?—8+2 £(3) _%u 14>0.

Aleshores el minim s’assoleix quan h =3, a =3 ila longitud minima del segment és:

MDmin =32 +2x32 =34/3.
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Problema 5

En un con de generatriu constant s’ha inscrit un prisma hexagonal regular, les arestes
del qual totes s6n iguals. Determineu I'angle entre la generatriu i la base del con a fi
gue I'area de la superficie lateral del prisma siga maxima.

Solucio:
Siga el con de diametre AB =r i generatriu constant BC =g.
Siga a =bABC.

Siga MN =PN = a, aresta i radi de I'hexagon.

La funcié que volem maximitzar €s la superficie lateral del prisma.
S(a) = 6a”.

Aleshores 'area sera maxima quan I'aresta del prisma siga maxima.

D
Aplicant raons trigopnometriques al triangle rectangle BOC

oC= gxsina.
D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle NPC C
PC=axga. N
PC=0C- MN =g>sina- a. 2
a:tgazg:.5|na-a. .
sina ~ U, Pé L -
a(@a)=g———, al /0, =z, funcio a optimitzar.
@) g1+tga [ﬂjo 28 P A

Derivem la funcio:

cosa(l+tga)- sina
cos’a

a'(a)=g 1+ 1ga)?

tga -0,
a

a'(a)=0, cosa(l+tga)-

cos?a(l+tga)- tga =0.
1

1+tg’a

1- tga =0.

(1+tga)- tga =0.

Aleshores, el maxim de I'area lateral del prisma s’assoleix quan a =

N2
En aquest cas les arestes del prisma mesuren, 2P0 gL =
¢
edg 1+1

INJ ke

«Q
>[5

L'area lateral maxima és:
20 3
6%:: _92 .

4‘34

Smélx =



Problema 6

En una esfera de radi 6cm s’ha inscrit un cilindre de
volum maxim.

Determineu la proporcio6 entre el volum del cilindre i
I'esfera.

Solucio:
Resoldrem el problema per a una esfera de radi R.

Siga el cilindre de radi PA =r i altura PQ =h inscrit en
una esfera de centre O i radi OA =R.

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle APO:
h2
El volum del cilindre és: V(r, h) = pr2h, r> =R? -

2 20 .
V(h) = péRz - hT:h hi ]o, 2R[. Funci6 volum del cilindre a
)

optimtzar. Derivem la funcio:
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vi(h) = pR? - 2h2 ¢
4
V'(h)=0, R? - ihz =0. Resolent I'equacid: h —ﬁR.
@«/_ Vc ‘
V'(h) = p¢ & 30 v"é -_-pJ§<o 500 T
e 2 [} T
400+
Aleshores h = ?R €s un maxim relatiu 1
estricte. 3007
El volum maxim del cilindre s’assoleix
200 T
qguan h =£R —ER i el volum 1
o3 3 100 T
maxim és:
J3 43,

¢ A S
é—R —R —R o 1 2

La proporci6 entre els volums del cilindre
de volum maxim i I'esfera és:

|0—4“/§ R?
Vmax = 9 = _3 .
Vesf ipR3 3

5 6 7 8 9 10 11

= p§36h - h?

QI-IO

ha » 6.93cm

Vs »522.37cm®

Hi-
12
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Problema 7

Una piramide quadrangular regular I'aresta de la base és a
i laltura h.

En la piramide s’ha inscrit un cilindre tal que la base
superior €s tangent a totes les cares i la base inferior
pertany a la base de la piramide.

Determineu les mesures del cilindre de major volum.
Determineu el major volum.

Gusiev 944.

Solucié:
Siga la plramlde ABCDS, de base el quadrat ABCD de

costat AB = a ialtura OS = h, on O és el centre de la base.

Siga el cilindre de diametre de la base MN = 2r i centre Q, i altura, OQ = X .
Siga N’ la projecci6é de N sobre la base ABCD.

Siga K el punt mig de l'aresta BC
NK=2.r on=r.0k=2.
2 2

D D
Els triangles rectangles SOK, NN'K s6n semblants. Aplicant el teorema de Tales:
x _h ¥ = 2h g= r(j

a a
—_ r —
2 2
El volum del cilindre és:
V(r, X) = pr2x.

5 -0
V() ===C=r?-r3%rl Ep—A Derivant la funcio:
a 32 2 &

V'(r) =0, si ar - 3r? =0. Resolent I'equacio: r =%a.

V' (r) = (a or). v Eal= tha% 6= a——-2ph<0
e3 g B
N . 1
Aleshores, el maxim s’'assoleix quan r = §a.

Si r—la, aleshores, leh.
3 3

El volum maxim del cilindre és V., =2—p7a2h.
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Problema 8
Un trapezi isosceles té les diagonals perpendiculars.
Calculeu els valors de la proporcié del perimetre i la paral-lela mitjana del trapezi.

Solucio:

Siga el trapezi ABCD amb AB i CD costats paral-lelsi AC i BD dlagonals
perpendiculars. c
Siga O la intersecci6 de les diagonals.

AO =BO , BbOAB =DOBA =45° o
Siga a =bBDAC, 0°£ a £90°. P

Q
Siga PQ la paral-lela mitjana del trapezi: / \
P—Q _ AB + CD

2 A

- D
Siga AB = a. Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isosceles AOB:

AO =

N|§|

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle AOD:

V2 V2

AD =BC = a, OD=0C=XZtgaxa.
2cosa 2

D R
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle isdosceles COD: CD =axga..
El perimetre del trapezi és:

V2 0
Ta

cosa .

p=E+C_D+2><E §1+tga+ .
[4]

La paral-lela mitjana del trapezi és:

— AB+CD _agd+tgas

PQ= -1 %a

> & 2 4
La proporcio del perimetre i la paral-lela mitjana és:
0
élﬂ ar 2 T gega 2
cosa g
P _ g _ cosa —
PQ 8é+tga Qa 1+tga
e 2 g
& 0
cosa(l+tga)
& 0
- 2§1+_Li=
sina + cosa
Byt 9 ssogagooe.
g sin(45°+a) g
El minim s’assoleix quan a =45°, L = 28’1+39_ 4
P Q minim e 1lg
& 0
¢ 1=
El maxim s’assoleix quan a =0°, 90°, 2 = 291+—:— 2+2:2 » 48284 .
PQuaim & 23
g — =
e 2 9



