En un tetraedre regular la suma dels quadrats de les arestes és
guatre vegades la suma dels quadrats dels segments que
uneixen els punts migs de les arestes oposades.

Soluci6 per a tetraedre regular:

Siga el tetraedre regular ABCD d'aresta AB =a

Siga DH altura del tetraedre.

Siga M el punt mig de l'aresta AB .

Siga N el punt mig de l'artesta CD oposada a I'aresta AB .

D
H és el baricentre del triangle equilater ABC
chi=ad3.
2
Aplicant la propietat del baricentre:

o 3

CH==CM=a—.
3 3

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle CHD:

N A
DH=a |2
3 M

D
Siga P la projeccio de N sobre el triangle ABC.

D D
Els triangles CHD, CPN s6n semblants i de raé 2:1.
Aplicant el teorema de Tales:

PN=1DN=2 |2,
2 2\V3
o 3

MP =MH +HP = £MC = a2 .
3 3

D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle rectangle MPN':
WN = Llaz,
2
La suma dels quadrats de les arestes del tetraedre equilater ABCD és:
6AB’ =6a2.
La suma dels quadrats dels tres segments que uneixen els punts migs les arestes del

tetraedre regular ABCD és:

3VN° = 31a2 = Eaz.
2 2

Notem que 6 XAB = 43 VN .



Solucio general
La propietat s’acompleix per a qualsevol tetraedre.

Soluci6 :

Sense perdua de generalitat, siga el tetraedre ABCD amb les seglients coordenades
cartesianes.

A(0,0,0), B(b,0,0), C(a,c,0), D(d, e, f).

AB =(b,0,0), AC =(a,c,0), BC=(a- b,c,0),

BD=(d- b,e,f), AD=(d e, f),CD=(d-ae-cf).
 =p2,

AC’ =a?+c2.

BC’=a?+b2+c?- 2ab.

BD  =b?+d2+e2+f2- 2hd .

AD’ =d? +e2 +f2.

CD’ =a?+d? +e? +f2 - 2ad- 2ce.

AB> +AC’ +BC’ +BD’ +AD’ +CD’ =3(a? +b? +c? + d? +e? +12)- 2(ab+bd + ad +ce)

Siguen | i J els punts mig de les arestes oposades AC i BD, respectivament.

Les seues coordenades son:

& Cc .0 aé)+defo—~aeb+d-ae-cf('_j

Ig— —, 0+, J¢ — =5 N=¢ , ,—=.
g €2 22g e 2 2 2g

0 :Z(bz +c?+d? +e? +f2+2(bd- ce- ab - ad).

Siguen K i L els punts mig de les arestes oposades AD i BC, respectivament.
Les seues coordenades son:
k@ e 1o @b ¢ o0 k=@rb-dc-e -9

e2 2 2g e 2 2 e 2 2 2 9

KL’ :%(a2 +b?2+c?2 +d?*+e2+f2 +2(ab- ad- bd- ce).

Siguen Mi N els punts mig de les arestes oposades AB i CD, respectivament.
Les seues coordenades son:

Mg 000 N:éewd c+e fo m_gewd b,c+e fo
e 2 2 Zg

VN’ :%(aZ +b% +c? +d* +e?+f2 +2(ad- ab- bd+ce).

3% +KL” +MN” :%(S(a2 +b? +c? +d? +e? +f2)- 2(ab+bd+ad+ce)).

42?52 +RL +Wg:3(a2 +b? +c? +d? +e? +12)- 2(ab+bd+ad +ce).




