Problemes de Geometria analitica

Problema 1:
Determineu I'equacio del planol que passa pel punt M(2,1,- 1) i té vector normal o

caracteristic ésn=(1 - 2,3).

Problema 2
Donats els punts M(3,- 1,2), N(4,- 2,- 1).

Determineu I'equacié del planol que passa pel punt M i és perpendicular al vector MN .

Problema 3
Determineu I'equacié del planol que passa pels punts M(2,- 13), N(3,12) i és paral-lel
al vector v =(3,- 1,- 4).

Problema 4
Determineu I'equacié del planol que passa pels punts L(3,- 1,2), M(4,- 1,- 1),
N(2,0,2).

Problema 5:

Determineu el punt projeccioé de P(-11,- 2) sobre el planol que passa pels punts
A@-11), B(-2,13), C(4,- 5,- 2).

Calculeu la distancia entre el punt P i el planol anterior.

Problema 6

Donats els punts A(2,3,1), B(4,1- 2), C(6,3,7), D(-5,- 4,4). Calculeu:
a) El volum del tetraedre ABCD.

b) L'area total del tetraedre.

D
c) L'altura sobre la cara ABC.

Problema 7
Determineu el punt Q simétric del punt P(2,- 5,7) respecte de la recta que passa pels

punts A(5,4,6), B(-1- 7, 4).

Problema 8

Donats els punts A(3,- 4,7), B(-13,2), C(12,- 3), determineu:
a) El vertex D el paral-lelogram ABCD.

b) La mesura dels costats del paral-lelogram ABCD.

c) L'area del paral-lelogram ABCD.

d) Els angles del paral-lelogram ABCD.

Problema 9

Donats els punts A(2,0,3), P(L- 3,2) iel vector v =(2,1,3) . Determineu:
a) L'equaci6 general de la recta r que passa pel punt P i té direccié v.

b) L'equacié general del planol que passa pel punt P i conté la rectarr.

c) La distancia del punt A a larectar.



Problema 10
z2+2

Es donen els punts A(2,1,1) i B(1L0,- 1), ilarectardequacio r° x- 5=y = >

Es demana que calculeu raonadament:
a) El punt C de r que equidista de Ai B.

D
b) L'area del triangle ABC.
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Problema 11

Siga la recta r que passa pels punts A(1,0,2) i B(0,1,3).
Siga la recta s que passa pels punts C(0,3,0) i D(1,2,1).
Determineu la posicio relativade ri s.

Calculeu la distancia entre les rectes ri s.

Problema 12

Les bases d’un paral-lelepipede son ABCD i EFGH on A(2,3,1), B(4,3,1), C(2,7,1),
E(8,0,0).

a) Determineu les coordenades de D, F, G, H.

b) Calculeu el volum del paral-lelepipede.
c¢) Calculeu l'altura del paral-lelepipede sobre la base ABCD..



Problema 1:
Determineu I'equacié del planol que passa pel punt M(2,1,- 1) i té vector normal o

caracteristic ésn=(1, - 2,3).

Solucio:

En el planol d’equaci6 general P © ax +by + cz+d =0 el vector normal és n=(a, b, c).
Aleshores, I'equacié del planol és:

Po°x-2y+3z+d=0.

El planol passa pel punt M(2,1,- 1), aleshores satisfa la seua equacio:

2- 2:1+3(-1)+d =0. Resolent I'equacio:

d=3.

L’equacio del planol és:

PO°%x-2y+3z+3=0.

2.1 =13
n=(1;-2,3)

=3z =-3




Problema 2
Donats els punts M(3,- 1,2), N(4,- 2,- 1).

Determineu I'equacié del planol que passa pel punt M i és perpendicular al vector MN .

Solucié:

Determinem les components del vector MN

MN =(1-1- 3).

En el planol d’equaci6 general P © ax +by + cz+d =0 el vector normal és n=(a, b, c).
Aleshores, I'equacié del planol és:

Pox-y-3z+d=0.

El planol passa pel punt M(3,- 1,2), aleshores satisfa la seua equacio:
3-(-1)- 3:2+d=0. Resolent 'equacio:

d=2.

L’equacio6 del planol és:

P°x-y-3z+2=0.

M(3 5 —1:2)
N4 ;-2 ;1)
MN=(1 -1, -3}




Problema 3
Determineu I'equacié del planol que passa pels punts M(2,- 13), N(3,12) i és paral-lel
al vector v =(3,- 1,- 4).

Solucio:
El vector format pels punts M, N té components:
MN = (1,2,- 1).

{Ml\i, v} son linealment independents.
L’equacio del planol que cerquem passa pel punt M i té direccio {Ml\i, v}.
La seua equacio és:
X-2 y+1 z-3
Pol 1 2 -1(=0.
3 -1 -4

Simplificant:
POo-9x+y-7z+40=0.

M2, -1.3)
MN(3,1.2)

Oy—y+7z = 40) v={3.-1;-4)




Problema 4
Determineu I'equacié del planol que passa pels punts L(3,- 12), M(4,- 1- 1),
N(2,0,2) .

Solucio:

Les components dels vectors LM, LN son:

LM =(10,- 3), LN =(-110).

{Ll\/i, Ll\i} son linealment independents.

L’equacio del planol que cerquem passa pel punt L i té direccio {Ll\/i, Ll\i}.

X-3 y+1 z-
Pol 1 0 -3|=0.
-1 1 0
Simplificant:

Po3x+3y+z-8=0.

L3:-1:2)
Mid:-1:-1)

NZ2;0:2)



Problema 5:
Determineu el punt projeccié de P(- 11,- 2) sobre el planol que passa pels punts

A@,- 11), B(-2,1,3), C(4,- 5,- 2).

Calculeu la distancia entre el punt P i el planol anterior.
Solucié:

Calculem les components dels vectors AB,AC :

AB =(-3,2,2), AC=(3, - 4,3).

{AB, A(f} son linealment independents.

L’equacio del planol que pel punt A i té direccio {AB, AC} es

Xx-1 y+1 z-
pPol-3 2 2 |=0.
3 -4 -3

Simplificant:

P°2x-3y+6z-11=0.

El vector caracteristic és:

n=(2- 3,6).

La recta perpendicular al planol P que passa per P té equacio:

re(x,vy,z)=(-11- 2)+a(2- 3,6).

El punt P, projeccio de P sobre el planol P és la interseccio del planol P ilarectar:
i(x,y,z)=(-1+2a,1- 3a,- 2+6a)

{2x- 3y+6z =11

2(-1+2a)- 3(1- 3a)+6(-2+6a)=11. a ==
| _ 1
: 7
-5
La solucio del sistema és |ly —, el punt projeccio és P, 8& -S —09
i 7 7 7o
i, .10
157

La distancia del punt P al planol P és:

a8 - 12 243 4

d(P,P):d(P,PO)z‘—O e

Altra forma:
dP.P) = |2><( 1)-3X+6X-2)- 11|
| J22e(3p et |




Po{ 147 . =57 : 10/7)
(P Pol=4 em



Problema 6
Donats els punts A(2,3,1), B(4,1- 2), C(6,3,7), D(-5,- 4,4). Calculeu:

a) El volum del tetraedre ABCD.
b) L'area total del tetraedre.

D
¢) L'altura sobre la cara ABC.
Solucio:
Calculem les components dels vectors AB, AC,AD
AB = (2,- 2,- 3),AC = (4,0,6),AD =(-7,- 7,3).

a
E)I volum del tetraedre és:
2 -2 -3
V asco -1 4 0 6|=46u°.
6 -7 -7 3
b)
Calcularem I'area de les quatre cares del tetraedre.
i ]k
AB°  AC=[2 -2 -3=(-12- 24,8).
4 0 6

Sasc =%Hﬁ’ EH=%||(-12,- 24,8)||=%J(- 12)? +(- 24)? +82 =14u?,

ik
AB  AD=|2 -2 -3/=(-27,15,- 28).
-7 -7 3
S peo =%HE' EH =%||(-27,15,- 28)) =%\/(-27)2 +152 +(-28) = “1;38 u2 » 20.84u?
i ] K
AC"AD=|4 0 6=(42,- 54,- 28).
-7 -7 3

Saco =%Hﬁ' ﬁ“ =%||(42,- 54,- 28)| =%\/422 +(-54)% +(- 28)% =+/1366u? » 36.96U2

i j kK
BC'BD=|2 2 9 =(57,- 93,8).
-9 -5 6

u? » 54.69u?.

4/11962
2

Seco =%H§:' B0) =%||(57,- 93,8)| =%\/572 +(-93) +82 =

L'area total del tetraedre és:

Spaco =14 + “1;38 + /1366 +—“112962 »126.490°.
C)
El volum del tetraedre és

D
Vgep = %SABC xh =46u°, on h és l'altura sobre la cara ABC.

114><h=46. hzgu:9.86u.
3 7



A2.3:1)

Bi4;1,-2) Volum= 46 cm’
C(6;3;7) poer el ”’i areaTotal: 126,5 e’
WP ;J”:::Hu Hr‘* dreaABC= 14 cm?®

”.r, ‘ f rraadd fi areaBCD= 54,7 cm?
I/ ‘ 4reaACD= 37,0 em?
dreaABD= 20,8 cm®




Problema 7
Determineu el punt Q simétric del punt P(2,- 5,7) respecte de la recta que passa pels
punts A(5,4,6), B(-1, - 7, 4).

Solucio:

Determinem les components del vector AB:

AB = (-6,- 11,- 2).

L’equacio de la recta que passa pels punts A, B és:
re(xyz)=(5,46)+a(6112).

Determinem el punt projeccio P, de P sobre la recta r:
P,(5+6a,4+11a,6 +2a).

Calculem les components del vector PP, :

PP, =(3+6a,9 +11a,- 1+2a).

Els vectors PP(; , AB s0n ortogonals. El seu producte escalar és zero:
(3+64a,9 +11a,- 1+2a)(-6,- 11,- 2)=0.

- 161a - 115 = 0. Resolent I'equacio:

- 5
a=——
7
El punt projeccié P, té coordenades:
P0§%+689—594+119— 6+28 2%
e €7 P
g - 27 32%
09_1—!_ "
el 7 T g
El punt simétric Q(x,y,z) de P respecte de P, compleix:
PQ = 2PP, .
(x-2,y+5,z-7)= ge 9 Eﬂg
§7'7 7 g
2 4 - 19 150
S L
&7 7 Ty
P2:-5:T
Al5;4.6)
J B(-1;-7:4)

Po(5/7 ; -27/7 ; 32/7)

Q47 ; ~19/7; 15/7)

i

11x—6y = 31
126422y 157z =-T94

6x+1 1y+2: =29

-



Problema 8
Donats els punts A(3,- 4,7), B(-13,2), C(42,- 3), determineu:

a) El vertex D el paral-lelogram ABCD.

b) La mesura dels costats del paral-lelogram ABCD.
c) L'area del paral-lelogram ABCD.

d) Els angles del paral-lelogram ABCD.

Solucié:
AB =(-4,7,-5), BC=(2,- 1- 5).

a)

Siga D(x,Y,2).

ABCD és un paral-lelogram si AD =BC.

(x-3,y+4,z- 7)=(2,- 1,- 5). Igualant les components dels vectors:
ix-3=2

:’y +4 =-1. Resolent el sistema: D(5,- 5,2).

lz-7=-5

b)

Les mesures dels costats del paral-lelogram son:

AB =CD :HEH = J(-4)2+ 72 +(-5)2 =310 » 9.49u.

AD =DC = HQ:H = /22 + (- 1)? +(-5)2 =+/30 » 5.48u.
c)

L’area del paral-lelogram ABCD és:
Ssaco = [RB" 7D)|

[ ik
AB° AD=|-4 7 -B5=(-40,- 30,-10)
2 -1 -5
Sascp = Hﬁ’ E“ = /(- 40)2 + (- 30)? + (- 10)? =101/26 » 50.99u° .

d)
Per calcular els angles utilitzarem el producte escalar:

76 2D = P80 cosA .

(-4,7,- 5)(2,- 1- 5)=\/(-4)2 +72 +(-5)? Jzz +(- 12 +(-5)% cosA..

V3 V3

COSA = ?, A=C= arccos? » 7895415",
B =D =180°- A =101°5'45" .



A3,-4.7)
B{-1;3.2)
01 2;-%

areadABCD= 51,0 cm?®
AB= 310 em
AD=55 cm

AB=(-4:7:-5)
BC=(2.-1.-5)



Problema 9
Donats els punts A(2,0,3), P(L- 3,2) iel vector v =(2,1,3) . Determineu:

a) L’equacio general de la recta r que passa pel punt P i té direccio v.
b) L’equacié general del planol que passa pel punt P i conté la rectarr.
c) La distancia del punt A alarectar.

Solucio:
a)
L’equacié vectorial de la recta r és:
re(x,y,z)=01- 3 2) +a(2,1,3). L’equaci6 continua és:
x-1 -2
ro — zy+3= _T L’equacio general és:
o 1X-2y-7=0
13y- z+11=0
b)
Les components del vector AP son:
AP =(-1-3,- 1)
El planol que cerquem és el que passa pel punt A i té direccio {Aﬁ,v}. La seua equacio
es:
Xx-2 y z-3
Po|-1 -3 -1|=0.Simplificant:

2 1 3
P°-8+y+5z+1=0.
)

Metode 1.

Determinem el punt projeccio A, de A sobre larectar.
A,(1+2a,- 3+a,2+3a).

Les coordenades del vector AAO) son:

AAO' =(-1+2a,- 3+a,- 1+3a).

Els vectors AAO) , V son ortogonals.

AAO’ =0.

(-1+2a,- 3+a,- 1+3a)(2,13)=0.

- 2+4a- 3+a- 3+9a =0. Resolent 'equacio:

a :g. El punt projecci6 té coordenades:

A, —gé—75 ?1,2—769 La distancia de A la recta r €s igual a la distancia entre Ai A,

e

. .2 .2 .2
dan = A = 2L 29 = (B2 +BLO BO 3V Hsa
7T 7 7 elg e 7 g ¢éelg 7
Metode 2:
P>+

d(A,r) =

vl



i i k
AP " v=|-1 -3 - =('8,1,5).
2 1 3

[ | =87+ +5 =310
M| =22 +12 +3% =14 .

d(Ar)="—g—=——= 2.54u .
O ¥ I o
g Ix-2p =] | A2:0:3) v=2;1,3)
3p-z=-11 P(1;-3:2)

dfA,r)=2,5cm Ac(1517 ; —17/7 ; 26/7)

Bx—y-5z=1




Problema 10
z2+2

Es donen els punts A(2,1,1) i B(1L0,- 1), ilarectardequacio r° x- 5=y = >

Es demana que calculeu raonadament:
a) El punt C de r que equidista de Ai B.

D
b) L'area del triangle ABC.
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Solucio:
a)
ix=5+a
L’equacio paramétricade larecta r® x- 5=y _2*2 ésro .ly =a
"2 {z=-2-2a
Un punt qualsevol de la recta r de coordenades C(5 +a,a,- 2 - 2a).

Si C equidista de Ai B si HEH = Hﬁ“ .

AC=(3+aa-1-3-2a). HA—CH:\/(3+a)2+(a- D2 +(-3- 2a)? .

BC =(4+a,a,-1-2a). “ﬁ:“:\/(4+a)2 +2a? +(-1- 2a)2 .

JB+a)? +(a-1)%+(-3- 2a)? =4/(4+a)? +a’ +(-1- 2a)’ .
Elevant al quadrat i simplificant:
4a = - 2. Resolent I'equacio:

a ='71. Aleshores el punt de r que equidista de Ai B és:
c® 1. 1©

e2 2 @
b)

AB=(-1-1-2), AC 9

_®®
_g_,
e 2

-3
2 )
. , o 1= =

L'area del triangle ABC €s S 5 =EHAB ACH.

i Kk
S 2l=-i- 7j+ak=(-1- 7, 4).

Je6
—

HKé E“ = (- 1)? +(-7)? +4% =+/66 . Aleshores: S .. =%HE Ké” =






Problema 11
Siga la recta r que passa pels punts A(1,0,2) i B(0,1,3).
Siga la recta s que passa pels punts C(0,3,0) i D(1,2,1).

Determineu la posicio relativade ri s.
Calculeu la distancia entre les rectes r i s.

Solucid:
El vector director de larectar és AB = (-111).

El vector director de la recta s és CD = 1-1D.

Els vectors {AB, CD} son linealment independents ja que no sGn proporcionals.
Aleshores les dues rectes son secants o és creuen.

AC =(-13,- 2).
Calculem el determinant format pels tres vectors:
-1 1 1

1 -1 1|=410.Aleshores {AB, CD, E} s6n linealment independents.
-1 3 -2
Per tant, les rectes r i s és creuen.

—_— — —

La distancia entre les dues rectes és: d(r,s) = AB, FD’ Afc
|8 co
P
AB°CD=|-1 1 1=(220). HAB' CDH=w/22 +22+0% =242
1

AB CD, AC
d(r,s) =
e | 2
A(l;0;0)
Bi0:1;3)
dir,5)= 2 em
Ci; 3, m

o1;,2:1)




Problema 12

Les bases d'un paral-lelepipede s6n ABCD i EFGH on A(2,3,1), B(4,3,1), C(2,7,1),
E(8,0,0).

a) Determineu les coordenades de D, F, G, H.

b) Calculeu el volum del paral-lelepipede.
c) Calculeu l'altura del paral-lelepipede sobre la base ABCD..

Solucié:

=(2,0,0), BC =(-2,4,0), AE=(6,- 3,- ).
AD =BC, (x- 2,y- 3,z- 1) =(- 2,4,0), aleshores, D(0,7,1) .
EF =AB, (x- 8,y- 0,z- 0) =(2,0,0), aleshores, F(10,0,0).
EH =B_Cf, (x- 8,y-0,z- 0)=(-2,40), aleshores, H(6,4,0).
FG =BC, (x- 10,y - 0,z - 0) = (- 2,4,0), aleshores, G(8,4,0).
b)
El volum del paral-lelepipede és: V = lAB BC, AEJ

2 0O O
V=[-2 4 o0f=|-8=8u.
6 -3 -
c)
El volum del paral-lelepipede és: V = HAB BCAEJ‘ SABCD>¢1=HE’B_C'H>¢1
i ok
AB BC=|2 0 oqo,o,sy”ﬁ’ﬁ:“: 0% +02 +8% =8.
-2 4 0

8 =8:h. Aleshores, h=1

A2:3:1) DN0;7:1)
Bd-3: 1) F(10:0;0)
Gis 4.0
Ci2:7:1)
Hie: 4.0
E(&;0;0)

V=K cm’

=1 cm




