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L’ensenyanca de la geometria hauria de ser nucli central en el curriculum
escolar ja que ofereixen resultats interessants aixi com raonaments i metodologies
formatives. La geometria es distingeix per la claredat i la senzillesa dels enunciats.

Resoldre problemes de geometria és una tasca que permet dibuixar el
problema abans de comencar la seua resolucio i donar la intuicié del problema. L'ajut
del programa de geometria dinamica Cabri GEometre ens permet provar la conjectura
del problema. Aquests processos porten implicits procediments d’analisi, comprovacio,
experimentacio, i investigacio, procediments que motiven l'activitat constructiva de
lalumnat.

La introducci6é de materials informatics en l'aula, comporta un gran canvi
metodologic. Permet I'analisi dels resultats agilitant els processos de calcul i ajuden a
la visualitzacioé de situacions dificils d’abstraure a partir d’'una expressioé verbal o a la
pissarra.

El taller consisteix en construir geomeétricament i provar la conjectura del
problema que es vol resoldre. Els problemes son de distinta complexitat i nivell.
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Enunciats dels problemes
Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters

ABDE és un quadrat; DEF i BCD s6n dos triangles equilaters.
Demostreu que els punts A, F et C son alineats.

A B

E D

Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.
Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del
qguadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.

Si una circumferencia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi del D
cercle.

Problema 3: Resolucié de triangles.
a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4.

b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8.

Problema 4: propietat de I'ortocentre

D e
Siga el triangle acutangle ABC. Siguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H

, AH BH CH
'ortocentre. Demostreu que —+—+—=2.
AD BE CF

Problema 5: Relaci6 entre les altures i radi de la circumferéncia inscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferéncia inscrita.
Siguen hy,h,,h, les 3 altures del triangle.

Aleshores, 1 +i + 1. }
1 hy hy r
Problema 6: Heptagon regular.
Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +é.
AB AC AD

Problema 7: Quadrilater inscriptible

En una circumferéncia ¢ donada, hi inscrivim un quadrilater, les diagonals del qual sén
perpendiculars. Proveu que, siga quin siga el quadrilater inscrit de diagonals
perpendiculars, la suma dels quadrats de dos costats oposats és constant i igual al
guadrat del diametre de la circumferéncia.
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Problema 8: Problema Sangaku.
En la figura 3 el costat del pentagon regular mesura 1cm. Calculeu la
proporcié entre els radis dels dos tipus de circumferéncies. Proveu

_- 5+3w/§

ue és
g 2

|-

Problema 9: Quadrat i pentagon.

Determineu I'area del pentagon MCNQP de la figura 4 , limitat per les
rectes BC, CD, AN, AM, BD, tal que ABCD s6n els vértexs d’'un quadrat,
N és el punt mig de BC i M divideix el segment CD en ra0 2:1 (calculant
a partir del vertex C), si el costat del quadrat ABCD és a. Noteu que

=§a2. P
8

7]

S MCNQP

Problema 10: nombre d’'or

D
Siga el triangle equilater ABC. A
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC,
respectivament.

D
Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC. A L fil

La recta que passa pels punts L, M talla la
circumferencia C1 en els punts X, Y. D

145 _ LY _ W
2 LM MY B "

Proveu que F =
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Construccions amb Cabri
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Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters
ABDE és un quadrat; DEF i BCD sén dos triangles equilaters.
Demostreu que els punts A, F et C sén alineats.

A B

E D

a) Dibuixeu el quadrat ABDE (opci6 poligon regular).

b) Dibuixeu la circumferencia C; de centre E que passa per D.

c) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre D que passa per E.

d) Feu la interseccio de les circumferencies C, i C,. Anomeneu el punt F.

D
e) Dibuixeu el triangle DEF.
f) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre B que passa per D.

g) Feu la interseccio6 de les circumferencies C,, C,. Anomeneu el punt C.
D
h) Dibuixeu el triangle BDC.

i) Comproveu que els punts A, F C estan alineat.

. - Els punts A, F i C estan alineats?

-,

o *.. Estos puntos estan alineados
Y

A
h
h

\
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Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.
Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del
quadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.
Si una circumferéncia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi del
cercle.

a) Dibuixeu el quadrat ABCD (opci6 poligon regular).

b) Dibuixeu la circumferencia C, de centre D que passa per C.

c) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre C que passa per D.

d) Feu la interseccio de les circumferéncies C, i C,. Anomeneu el punt E.

D
e) Dibuixeu el triangle DCE.
e) Dibuixeu la mediatriu r del segment AB.

f) Dibuixeu la mediatriu s del segment AE .
g) Feu la interseccio de les rectes r, s. Anomeneu el punt O.

h) dibuixeu la circumferencia C, de centre O que passa pel punt A.

i) Calculeu les mesures dels segments AB, OA .
j) Dividiu les mesures dels costats anteriors, i noteu que és 1.

,,———=~—~.,‘Eﬁ-“““n AB=2 38 cm
= D0A= 238 cm
AB/DA= 1,00
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Problema 3: Resolucio de triangles.

a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4.
b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8.

Apartat a

a) Amb edicié numérica definiu a=6,h, =9,h; =4

b) Dibuixeu la semirecta d’origen B.

c¢) Transferiu a la semirecta el valor a. Anomeneu el punt C.

d) Transferiu el valor h, al punt B.

e) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h,.

f) Dibuixeu la recta perpendicular r a la semirecta que passa pel punt B.

g) Feu la intersecci6 de la circumferéncia C, ila recta r. Anomeneu el punt X.
h) Dibuixeu la recta s perpendicular a r que passa pel punt X.

i) Transferiu el valor hy al punt B.

J) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h .

k) Dibuixeu el punt mig M del segment BC.
[) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre M que passa pel punt B.

m) Feu la interseccio de les circumferéncies C,, C,. Anomeneu el punt T, peu de
I'altura sobre el costat b.

n) Dibuixeu la recta t que passa pels punts C, T.

0) Feu la intersecci6 de les rectes s, t. Anomeneu el punt A.

D
p) Dibuixeu el triangle ABC.
g) Calculeu els seus elements.

I
A

T A i

. ha=19
.. hb= 4

.
A=238° . b=1350cm
* -
B=11d,3° \\‘ C—QIB? CIm

C=418° i

| ¥
I I
: B tof
Y L
h Ll
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Apartat b

a) Amb edici6é numérica definiu a=10,b =15,h, =8

b) Dibuixeu la semirecta d’origen B.

c) Transferiu a la semirecta el valor a. Anomeneu el punt C.

d) Transferiu el valor h, al punt B.

e) Dibuixeu la circumferencia C, de centre Biradi h,.

f) Dibuixeu la recta perpendicular r a la semirecta que passa pel punt B.

g) Feu la interseccio de la circumferéncia C, i la recta r. Anomeneu el punt X.
h) Dibuixeu la recta s perpendicular a r que passa pel punt X.

i) Transferiu el valor b al punt C.

j) Dibuixeu la circumferéncia C, de centre C i radi b.

k) Feu la interseccio de la recta s i la circumferencia C,. Anomeneu els punts A, A’. El
problema té dues solucions.

D D
I) Dibuixeu els triangles ABC, A'BC.
m) Calculeu els seus elements.

&= 10
b=15
) ha= 8
Solucia 1: c= 2406 cm
c=5844 cm

=128
=320
B= 1086 ° E
C=322° c=1478°
i, A

i
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Problema 4: propietat de I'ortocentre

D e
Siga el triangle acutangle ABC. Siguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H
I'ortocentre. Demostreu que i + B_—H + 2 =2

AD BE CF

D
a) Dibuixeu el triangle acutangle ABC.
b) Dibuixeu les rectes BC, AC, AB.
c) Dibuixeu la recta altura h_ perpendicular a la recta BC que passa per A.

d) Feu la interseccio de les rectes BC, h,. Anomeneu el punt D.

e) Analogament dibuixeu les rectes altura hy, h_ .

f) Feu la interseccio de les rectes AC, h, . Anomeneu el punt E.

g) Feu la interseccio de les rectes AB, h_. Anomeneu el punt F.

h) Feu la interseccio de les rectes h,, h,. Anomeneu el punt H, ortocentre del
triangle.

i) Mesureu els segments: AH, AD, BH, BE, CH, CF.

. . AH BH CH
j) Amb ajut de la calculadora, calculet — + —+ —.
AD BE CF

k) Noteu que el teorema només s’acompleix quan el triangle és acutangle.

AH=2H1em  BH=255cm CH=410cm
AD=423cm  BE=427 cm  CF= 517 cm

AHIAD+BH/BE+CH/CF= 2 00

10
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Problema 5: Relaci6 entre les altures i radi de la circumferéncia inscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferéncia inscrita.

Siguen h;,h,,h; les 3 altures del triangle.
1 1_1

Aleshores, i +—+ =
1 h2 h3 r

a) Dibuixeu el triangle acutangle AEC :

b) Dibuixeu les rectes BC, AC, AB.

c) Dibuixeu la recta altura h, perpendicular a la recta BC que passa per A.
d) Feu la interseccio de les rectes BC, h,. Anomeneu el punt D.

e) Analogament dibuixeu les rectes altura hy, h_ .

f) Feu la interseccio de les rectes AC, h, . Anomeneu el punt E.

g) Feu la interseccio de les rectes AB, h_. Anomeneu el punt F.

h) Mesureu els segments altura; AD, BE, CF.

i) Dibuixeu la recta r bisectriu a I'angle A.

j) Dibuixeu la recta s bisectriu a I'angle B.

K) Feu la intersecci6 de les rectes r, s. Anomeneu el punt | (incentre).

I) Dibuixeu la recta t perpendicular al costat a que passa pel punt I.

m) Feu la interseccio6 de la recta ti el costat a. Anomeneu el punt T.

n) Dibuixeu la circumferéncia de centre | que passa pel punt T (circumferéncia inscrita
al triangle).

0) Mesureu el segment r =IT (radi de la circumferéncia inscrita).

p) Amb ajut de la calculadora calculeu é +é +é .
AD BE CF
g) Amb ajut de la calculadora calculeu %
r) Noteu que i+i+i :}.
hy h, hy r

ha=AD= 4 f9 ¢ hb=BE= 428 cm he=CF=5737 cm
=IT=153 cm

1/ha+1/hb+1/he= 06332632030
1/r= 0 b332332080

11
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Problema 6: Heptagon regular.

Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +é.
AB AC AD
a) Dibuixeu el heptagon regular ABCDEFG.
b) Dibuixeu els segments AC, AD.
c) Mesureu els segments AB, AC, AD.
d) Amb ajut de la calculadora, calculeu é + é [ é :
AC AD AB
e) Noteu que els resultats son iguals.
E
- AD=6 40 cm
] AC=513 cm
AB=2 85 cm
1AD+1AC= 0, 3512468685
1/AB= 0 3512468655
E C
A B

12
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Problema 7: Cuadrilatero inscribible
En una circunferencia C dada, inscribimos un cuadrilatero que tiene las diagonales
perpendiculares. Probar que, sea quien sea el cuadrilatero inscrito de diagonales
perpendiculares, la suma de los cuadrados de dos lados opuestos es constante y igual
al cuadrado del diametro de la circunferencia.

a) Dibujar la circunferencia

b) Dibujar el punto O interior a la circunferencia.

c) Dibujar dos rectas r, s perpendiculares que pasan por O.
d) Dibujar el cuadrilatero ABCD

e) Calcular las medidas de los lados del cuadrilatero.

f) Calcular AB” +CD’, AD” +BC’ y notar que son iguales.
g) Medir el radio R de la circunferencia.
h) Calcular (2R)? y notar que es igual a los valores del apartado f).

AB=4,67cm  AD= 4,16 cm
CD=2,54cm  BC=3,31cm

AB?+CD?= 28,27 cm?  AD*BC?= 28,27 e’

R=2,66cm  (2R)’= 28,27 cm®

13
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Problema 8: Problema Sangaku.
En la segient figura el costat del pentagon regular mesura 1cm.
Calculeu la proporcié entre els radis dels dos tipus de circumferéncies.
r_-5 +3J§

Proveu que és — =
R 2

a) Dibuixeu el pentagon regular ABCDE de centre O.

b) Dibuixar les diagonals AC, BE, AD.

¢) Feu la intersecci6 de les diagonals AC, BE. Anomeneu el punt F.

d) Dibuixeu la recta r mediatriu al segment AF.

e) Feu la intersecci6 de la diagonal AD i la recta r. anomeneu el punt G

f) Feu la interseccio de la recta r i la diagonal AC. Anomeneu el punt H.

g) Dibuixeu la circumferéncia de centre G que passa per H.

h) Definiu el valor 72 (edici6 numérica)

i) Amb rotacions de centre O i angle 72, dibuixeu les altres circumferéncies menudes.
j) Dibuixeu el punt mig de la diagonal AC. Anomeneu el punt J.

k) Dibuixeu la circumferencia de centre O que passa per J.

[) Calculeu les mesures del segments GH i OJ (radis dels dos tipus de circumferéncia).
k) Amb ajut de la calculadora calculeu la proporcio dels dos radis.

r _-5+345

[) Amb ajut de la calculadora calculeu R i noteu que és igual al resultat de

lapartat k).

iz

GH=0251 cm
OJ=107 cm

5H/0.)= 085410159662

(-5+3- 5grt(51)/2= 0 8541019662

14
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Problema 9: Quadrat i pentagon
Determineu I'area del pentagon MCNQP de la figura, limitat per les A B
rectes BC, CD, AN, AM, BD,

tal que ABCD s6n els vértexs d'un quadrat, N és el punt mig de BC i

M divideix el segment CD en \ ™~
rad 2:1 (calculant a partir del vertex C), si el costat del quadrat ABCD  °
és a.
D R\M C
3, A

Noteu que Sycnop =§a .

a) Dibuixeu el quadrat ABCD de centre O

b) Dibuixeu la diagonal BD.

c) Dibuixeu el punt mig N del segment BC.

d) Dividiu el segment CD en tres parts iguals. Anomeneu M a la segona part, comptant
des de C.

e) Dibuixeu les rectes AM, AN.

f) Feu la intersecci6 de la recta AM i larecta BD. Anomeneu el punt P.

g) Feu la intersecci6 de la recta AN i la recta BD. Anomeneu el punt Q.

h) Dibuixeu el poligon MCNQP.

i) Calculeu les arees del pentagon MCNQP i el quadrat ABCD.

J) Amb ajut de la calculadora calculeu la proporcio entre les arees. Noteu que és 3/8.

A, B areabCNGP= 832 cm?
AreahBCD= 22 18 cm?

prap. arees= 03750
3/8= 0,3750

15
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Problema 10: nombre d’or A
D
Siga el triangle equilater ABC.

Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC, y L
respectivament. il b

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC. |
La recta que passa pels punts L, M talla la circumferéncia C1
en els punts X, Y.

15 IV _
2 LM MY

Proveu que F =

D
a) Dibuixeu el triangle equilater ABC de centre O (opci6 poligon regular).
b) Dibuixeu la circumferencia C, de centre O que passa pel punt A.

c) Dibuixeu els punts migs L, M dels segments AB, AC, respectivament.
d) Dibuixeu la recta r que passa pels punts L, M.
e) Feu la interseccio de la recta r i la circumferéncia C,. Anomeneu els punts X, Y.

f) Mesureu els segments LY, LM, MY .

g) Amb ajut de la calculadora, calculeu g ﬂ = 1+45 :

LM MY 2
h) Noteu que els tres quocients son iguals.

Ly= 3,11 cm
Lhi= 192 cm
b= 119 crm
A LY Lhi= 1 5180329257
(1+=grEN/2= 16180339837
LMY= 1 G180339357

16
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Solucions analitiques

17



Problema 1. Un quadrat i dos triangles equilaters
ABDE és un quadrat; DEF i BCD sén dos triangles equilaters.

Demostreu que els punts A, F et C son alineats.

A B
F
E D
Solucié6 1:

A, F, C son alineats si 'angle BDAFC és pla.

D
El triangle AFE és isosceles.

DAEF =30°, per tant, PEAF =DEFA =75°.

D
El triangle DCF és isosceles.

DBFDC =90°, per tant, DDFC =DDCF = 45°

L'angle BEFD =60°

DEFA +DEFD +DbDFC = 75°+60°+45° = 180°

Per tant, DAFC =180°

Soluci6 2:
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Considerem el sistema de referéncia cartesia: {E,E[f,EA}

Els punts A, F, C sbn alineats si els vectors Alf, AC son proporcionals.
Les coordenades dels punts E, D, B, A sén E(0,0), D(10), B(11), A(0,)

Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt F son Fé— —

Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt C son C§1+

Calculem les coordenades dels vectors AF, AC

- o] & 0

AF = Eel v3 1: AC = §1+£,- 1:

2 2 p 2 2 p

Dividim les coordenades dels dos vectors:

1 B
2 _ 2
=2-3

«/§ 2+ «/_ 1
1+— -

2 2

Per tant els dos vectors son proporcionals.

18

A, B
F
75 -
30"
I Eoe
E D
J_O
ﬂ
flo
Zﬂ
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Solucié 3:
Considerem el sistema de referencia cartesia: {E,ED,EA}

Determinem la recta r que passa pels punts A, C. Els punts A, F, C estan alineats si el
punt F pertany a larectar.

Les coordenades dels punts E, D, B, A s6n E(0,0), D(1,0), B(11), A(0,1)
&l /30

Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt F sén Fé— 7:
a

Nl

. = ) & 1€
Utilitzant el teorema de Pitagores les coordenades del punt C son C§1+7,E;

J3 19

- ;

La recta que passa pels punts A(0,) C§1+T'Ei té per equacio:
a

roy-1= -(2- «/§)x

30
Vegem si el punt Fé J_ pertanyala recta:

J3 1 - J§ -2 _4f3-2
X2 1=-12-43)= © =
2 ( )2 2 2
Per tant F pertany a la recta r i els 3 punts sén alineats.

Solucié 4:

Els punts A, F, C sén alineats si les imatges per una rotacié de centre D i angle 60°
son alineats.

La imatge de C és B.

La imatge de F és E

La imatge de A és un punt equidistant de A i de D per tant esta en la recta mediatriu de
la recta AD que és la recta BE.

Per tant els tres punts A, F, C estan alineats.

19
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Problema 2: Un quadrat, un triangle equilater i un cercle.
Un triangle equilater esta dibuixat al defora del costat superior del
quadrat ABCD de costat 1 com mostra la figura.
Si una circumferéncia passa pels punts A, B i E. Quin és el radi
del cercle.

Solucio:
D - -
El triangle AED és isOsceles, AD =DE =1.
DADE =90°+60°=150°.
o_ o
180°-150° _ 150 iy -

DDEA =
DCEB =15°.

DAEB = 60°- 2> DEA =60°-2 x15°=30°.

L'angle BAEB és un angle inscrit en la circumferéncia que mesura 30° aleshores l'arc
és de 60°.

Aleshores I'arc mesura la sisena part de la circumferencia.
Aleshores la corda AB mesura el mateix que el radi.

Per tant el radi de la circumferéncia és igual AB =1.

20
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Problema 3: Resolucio de triangles.
a) Resoleu el triangle coneguts a=6,h, =9,h; =4
b) Resoleu el triangle coneguts a =10,b =15,h, =8

Solucio:
a)

B¥=ha
B=hh

D b
I' Area ABC _2h, 69 27

R D 'h
I'Area ABC = b > B aleshores, b7x4 =27, b=135

D
Considerem el triangle rectangle BTC, T =90°

sinC = i, per tant, C = arcsingeig@41°48'37"
6 ebg
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
c?=a?+b? - 2ab xcos C
c? =62 +1352%- 2x6x13'5>c05(41°48'37")
c? @97'5023
c €9'8743
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC
a® =b? +c? - 2bcxcos A
2 _ =2 _ '
COSA = 6< - 13'5° - 97'5023 @n'9143
- 2:135:9'8743
A = arccos (0'9143) @23°53'47"
L’angle B =180°- (A +C)
B = 180°- (41°48'37"+23°53'47") = 114°17'36"

21
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D 3
I'Area ABC = 2N _ % =40
. i 32913'51"
sinC=-A = 8 , pertant, C= arcsini = :
a 5 15 1147°46'9"

Cas1l: C =32°13571"

Cas 2: C =147°46'9"

Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ABC
c?=a?+b? - 2ab xcos C
c? =10% +152 - 210 %5 xc0s(32°13'51")
c? @712281
C €8'4397
Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ABC
a%? =b? +c? - 2bcxcos A
10% - 152 - 712281

- 2:15:8'4397
A = arccos (07750 ) @39°11'35"
L'angle B=180°- (A+C)
B =180°- (39°11'35"+32°13'51") = 108°34'34"

COSA = @0'7750

Aplicant el teorema del cosinus al triangle
AEC
c?=a?+b? - 2abxcos C
c? =10% +152 - 2X10 X5 xc0s(147°46'9")
c? @578'7719
C € 240577
Aplicant el teorema del cosinus al triangle
ALg,C
a? =b? +c? - 2bcxcos A

102 - 15% - 578'7719

- 2:15:24'0577

A = arccos (0'9751) @12°48'30"
L'angle B =180°- (A+C)
B =180°- (12048‘30"+147°46'9") =19025'21"

COSA = @0'9751

22




Problemes de geometria amb Cabri
Ricard Peir6 i Estruch
Girona, juliol de 2009

Problema 4: propietat de I’ortocentre

Siga el triangle acutangle ABC Slguen AD, BE, CF les altures del triangle. Siga H

BH CH

AH
I'ortocentre. Demostreu que — + —=+—
AD BE CF

Solucio:
Denotem [XYZ | = area del triangle XYZ .
Si el triangle és acutangle H pertany a l'interior del triangle.

AH BH CH AD HD BE HE CF HF ~3. @D HE HF0 (1)
AD BE CF AD BE CF gAD BE CFg
D -
Els triangles ABC, HBC tenen la mateixa base BC, aleshores, les arees son
proporcionals a les altures: o A
D _[HBC] HE _[HCA] HF _ [HAB]

E_IA?CJ Analogament =E _TaBC|’ ?_-_ABC :
Substituint en I'expressio (1):
AH ,BH, CH_, @D HE HFO_, ahBc|, [Hca] | [HaB]o

AD BE CF Ab BE CFy §aec] "[aBC] "JABC]; B O

[HBC] [HcA|+[HAB] _ s |aBC] _ )
[ABC] laBc]  *
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Problema 5: Relacio entre les altures i radi de la circumferénciainscrita d’un
triangle.

D
Considerem el triangle ABC, siga r el radi de la circumferéncia inscrita.
Siguen h;,h,,h; les 3 altures del triangle.

A
Aleshores, 1,11, }.
1 h2 h3 r
Solucio: h
Siguen h,,h,,h, les altures referides als costats, a, b, c,
respectivament.
D

Calculem l'area, del triangle ABC.

S:aml, S:b>hz, S:cxh3 B

2 2 2
S =r>p, onr és el radi de la circumferéncia inscrita i p el semiperimetre del triangle
D
ABC.
Igualant les arees tenim que:
2rp 2rxp 2r
=—>* h,=—*=, h,=—=

1 2 b 3 c

1 1 1 _a b c _at+b+c_ 2p _1

—+—_+ = + + = = ==.

hy h, hy 2rx 2rp 2r»x 2rxp 2rp r
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Problema 6: Heptagon regular.

Siga ABCDEFG un heptagon regular. Proveu que é = é +é.
AB AC AD
Solucio 1 L L A
Siga a=AB,b=AC,c=AD. B
Siga a =bBDA . 7a =180°. 5
Aleshores, PBAD =2a, DABD =4a.
. R . D =
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ABD :
a _ b _sin2a
— = , aleshores, b ==— a
sina sin2a sina B E
b c sind4a _ sinda
_ = — , aleshores, c =b= = a
sin2a  sinda sin2a sina
1,1_ sina  sina _1lgsina  sina 6_ 1sina(sin4a +sin2a) _
b ¢ axin2a asinda agsinZa sin4aé a sin2a xsin4a
Notem que 4a =180°-4a, aleshores, sin3a =sin4a:
:lsina X2 xsin3a xcosa _1
a 2sinacosa:sin3a a
Solucio 2:
Siga a=AB =CD=DE,b =AC =CE,c = AD = AE. .
Aplicant el teorema de Tolomeu: 3 G
ac+ab=bc.
Dividint la igualtat per abc:
1,11 c
b ¢ a
O E
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Problema 7: Quadrilater inscriptible
En una circumferéncia C donada, hi inscrivim un quadrilater, les diagonals del qual s6n
perpendiculars.
Proveu que, siga quin siga el quadrilater inscrit de diagonals perpendiculars, la suma
dels quadrats de dos
costats oposats és constant i igual al quadrat del diametre de la circumferéncia.

Solucio:

Siga la circumferéncia c de radi R.

Siga el quadrilater ABCD inscrit en la circumferencia tal que AC i AD
son

perpendiculars les quals es tallen en el punt O.

Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles AEDBO, CI:D)O:
AB” =OA”+0B".

CD’ =0C”+0D".

Sumant les dues expressions:

AB° +CD’ =OA°+OB +0C’ +0D" (1)

D D
Aplicant el teorema de Pitagores als triangles rectangles ADO, BCO:

AD° =OA” +0D".

BC =0C” +O0B".

Sumant les dues expressions:

AD’+BC’ =OA +0B +0C' +0D°  (2)
Aleshores:

AB” +CD° =AD’ +BC’ =k.

Vegem quan val la constant.

Siga a =bBAC, BABD =90°-a.

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC:
|_3—C = 2R . Aleshores, BC” = (2R)?sin%a
sina

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABD :
ADC —
"~ _-9R. Aleshores, AD" = (2R)? cos? a
sin(90- a)
BC’ +AD’ =(2R)?sin?a +(2R)% cos? a = (2R)?.

Aleshores, AB” +CD° =AD" +BC- =(2R)2.

Aleshores la suma dels quadrats de dos costats oposats és un valor constant i €s igual
a l'area d’'un quadrat de costat 2R, és a dir, I'area del quadrat circumscrit a la
circumferéncia.
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Problema 8: Problema Sangaku.
En la segient figura el costat del pentagon regular mesura 1cm.
Calculeu la proporci6 entre els radis dels dos tipus de circumferencies.

Proveu que és — = 5+—3“/§

R 2

Solucio:
Siga AB =1, costat del pentagon regular gran.
D

El triangle ABJ és auri, aleshores:
Bi= L i=-L.
F F?
Siga R =OM el radi de la circumferéncia inscrita al pentagon FGHIJ.

Mzz%z, DIOM =36°, 005360=%, sin3 °=%«/3- F . 9369=/5- 245 .

M =tg(36°), aleshores, R = ! =11/5 - /5 .
R 2F 2tg36° 2\ 10

Siga r el radi de la circumferencia inscrita al triangle auri

D
ABJ.

D
Calculant I'area del triangle ABJ:
_AB+BJ+AJ _ AB>AJ>sin36°

S,.. =
ABJ 2 2
1
2+— oo
2F r= Sin36 . Resolent I'equacio:
1 [25-116
2 2 '

La rad entre els radis és:

1 [25-115
2 2 _-5+345

5-45 2

10
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Problema 9: Quadrat i pentagon
Determineu I'area del pentagon limitat per les rectes BC, CD, AN, AM, BD, tal que

ABCD son els vertexs d'un quadrat, N és el punt mig de BC i M divideix el segment
CD enrab 2:1 (calculant a partir del vértex C), si el costat del quadrat ABCD és a.

Solucio. A B
Siga PQNCM el pentagon format.
1
Spom = 5 S agco
N
. - . . - \
Siga R la projecci6 de P sobre la recta CD, S la projeccié de P P
sobre la recta AD. S
PS =PR.
Dos triangles que tenen la mateixa altura les arees son D R \VI C
proporcionals a les bases.
DN S
Sowe _ E_M :l. Aleshores, —2\P =1 .
Speo AD 3 Spom 4
Per tant, Sowe - 1 :
ABCD 24
R S
Analogament, —2NQ = _1—
ABCD 12
1 el 1 0_3 3
Sponem = Sgep - (SDMP + SBNQ) = ESABCD - g"2.4—SABCD +‘1’2‘SABCD ;: "8—SABCD = ‘éaz :
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Problema 10: nombre d’or

D
Siga el triangle equilater ABC.
Siguen L, M els punts migs dels segments AB, AC,
respectivament.

D
Siga C1 la circumferéncia circumscrita al triangle ABC.
La recta que passa pels punts L, M talla la
circumferencia C1 en els punts X, Y.

1+V5 1Y _M
2 LM MY

Proveu que F =

Solucioé 1: (Amb coordenades cartesianes).

D
Considerem El triangle ABC, tal que B(0,0), C(2,0).
Per ser el triangle equilater A(1,+/3)

Problemes de geometria amb Cabri
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Les coordenades dels punts L, M son: L(Cg 2 §2 2 T

Siga C1 la circumferencia circumscrita al triangle ABC de centre Oiradi R

& 4/30
El centre O té coordenades Oél g:
[}

El radi de la circumferéncia circumscrita C1 és: R = \/g

2
L'equacié de la circumferéncia C1 és: C1° (x - 1) + éy

L’equacio de la recta r que passa pels puntsL, Més: r°y =

Les interseccions de la circumferéncia C1 i la recta r son:

X§-££_ Y(g‘l \/_ 1/__
2 2!5 2 2
=1 [y=1t5 W:-lh/g.
2 2
Aleshores: g:“‘/g:,:_ ﬂzlﬂ/g:F
M 2 MY 2
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Demostracié 2 trigonometrica:

D
Considerem el triangle ABC de costat AB =2
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D
Aplicant el teorema de Pitagores al triangle ALC. CL = NE)

Aleshores LM =1.
D
Considerem el triangle OLM
D
Per la propietat del baricentre del triangle ABC:
V3 243

—. OC =—3.
3 3
L’angle BMLO =30°.

OL=

D
Considerem el triangle LOY
D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle LOY .
oY’ =0Y" +LY"- 250Y »LY xc0s30°.
4 1

2=240v°- LY . Simplificant:
3 3

LY’ -LY-1=0. Aleshores, _Y=#
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