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51.- Resoleu l'equacié cos? x +cos? 2x +cos? 3x =1.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
cos? x +cos? 2x =1- cos? 3x
cos? x +cos? 2x = sin? 3x
cos? 2x =sin® 3x - cos? x, transformem en producte:
cos?2x = (sin3x +cosx)(sin 3X - cosx)
cos® 2x :gsm3x + smgB- x%m 3X - smé?—) - x9§ transformem en productes:
e2 ' €2 gy
BHx+R9 &y RO Sx+22 &y RO
cos” 2x = 2sinG T>C0s¢ 2 B cos(}TZ?xsinGTz f

T R

cos?2x = Zsinc?& + Rgmos@x - BQQCOSE& + Egminﬁx - EQ
e 4g e 4y e 4g e 4y
Utilitzant I'angle doble:

Simplificant:

cos?2x = singix +£9>sin§a?lx (PO
e 2g e 29

c0s? 2x = cos 2x X- cos 4x)

cos 2x(cos 2x + cos 4x) = 0

Aleshores,

cos 2x = 0, per tant, 2x=%+pk, k1 Z. Per tant, x=%+gk kT Z.

cos2x +cos4x =0
C0s2x =cos(p- 4x)
Aleshores,

2X = - 4x + 2k, k1 Z. Per tant, x=%+§k, ki z

- 2x=[ - 4x+2rk, k1 Z. Per tant, x=5+pk, ki z

Les solucions en la primera volta sén:
45°, 135°, 225°, 315°,

30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°,

900, 270°



52.- Calculeu la poténcia n-ésima de la matriu:
4 0 06
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:81 1 0= (Oposicions Catalunya 2000)
g1 1
Solucio:
# 0 09 # 0 09 @ 0 03 @ 0 03
A?=¢2 1 0+, A®=¢3 1 0:, A*=¢4 1 0+ A°=¢5 1 0=
& 2 1 §6 3 1 §10 4 15 €15 5 1
Notem que els elements de la diagonal principal sén a,, =a,, =a,;; =1
Els elements a,;, =a,; =a,, =0.
Els elements a,, =a,, =n
Els elements a,, formen la successio 1, 3, 6, 10, 15,....
Construim la taula de diferéncies:
n Yi Dy; Dy, Dy,
1 |1 2 1 0
2 |3 3 1
3 |6 4
4 110
_ _ 2
P,()=1+2(n- 1+ 2) _n" *n
2 2
€1 o0 0°
Demostrem per induccié que A" =g n 1 0=
n2 +Nn -
é n 1:
2 o]
Pera n =1 és certa.
€1 o o
Suposem la férmula certapera n=k, A* =g k 1 0:
k? +k +
é k 1
2
Demostrem la formula pera n =k +1.
1 o0o0moos & 1 o o2 & 1 E:
Atz A A=E kL 031 1 o__g k+1 1 0.=%  k+1 1 o.
gk2+k - g(k+1)2+k+1 -
é— k 131 1 15 g thtl kel 15 ST kel 13
2 4] 2 4]
Aleshores la formula és certa.
Xiyq - X; =h.
X; = Xq +hi.
1 1 2 -1....... -n+1
P(X)=y, +Dy0 + Dy, q(q )+D3y0 9(9- ;(q i +Dy, X9 nl(q )
_ X~ X
a h

e
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53.- Demostreu que en l'equacié x? +y? = z? x iy no poden ser imparells.
Oposicions Catalunya 1999.

Solucio:
Suposem que X, y son enters imparells:
x=2n+1l, y=2m+1 on nml Z.

X2 +y?=(2n+1? +(2m+1)2.
X2 +y? :4(n2 +m? +n+m)+2
Aleshores, x? +y? ° 2(mod4) (1)

22 =x%+y?% = 4(n2 +m? +n+m)+2

Aleshores, z° é§ un nombre parell, per tant, z és un nombre parell.
z=2k on nml Z.

Per tant, z? =4k?.

Aleshores, z2 = x% +y?2 ° 0(mod4) (2)

De les expressions (1) (2) tenim un absurd.
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54.- Determineu els nombres reals a, b sabent que les solucions de I'equacio
x® +bx? +cx =0 estan en progressié aritmetica.

Solucio:

X(x% +bx+c)=0

x =0 és una soluci6 de I'equacio.

Siguen x,,X, les altres solucions de I'equacio:

Per tenir solucions reals el discriminant de I'equacié ha de ser zero o positiu:

b?-4c3 0.

Les solucions son: x; = %24(: X, =zb*vb7-4c “2b24C X, £ X,.
Poden passar 3 casos:

Six, £0£Xx,:

Com les solucions estan en progressié aritmetica:

0- 0 “22 -4c _- b “sz - 4c 0. Simplificant:

b=0. Comque b?- 4c3 0.

Aleshores, b=0i "c £0, I'equacié x* +cx =0 les seues solucions estan en
progressio aritmetica.

SIOEX, £X,:
Com les solucions estan en progressio aritmetica:

b-b?- dc - b+b?-4c -b- Jb? - 4c
2 2

> . Simplificant:
- b =34b?- 4c . Pertant b £0. Elevant al quadrat:
b2 =9(b? - 4c).
2b? =9c.

Aleshores, b£0 i ¢ :ébz.

Aleshores, si b£0i c= sz, lequacidé x* +bx? +§b2x =0 les seues solucions

estan en progressio6 aritmética.

Six, £Ex,£0:
Com les solucions estan en progressio aritmetica:
-b+b?-ac _-b+ab?-4c -b-b?-4c
2 2 2
b =3+b? - 4c Pertant b3 0. Elevant al quadrat:
b? =9(b? - 4c), 2b%=9c.

0 . Simplificant:

Aleshores, b3 0i ¢ =§b2.

Aleshores, si b3 0ic= ébz, l'equacidé x3 +bx? +§b2x =0 les seues solucions

estan en progressio aritmetica.
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55.- Resoleu l'equacio 2x® - 9x? +32x + 75 = 0 sabent que admet una arrel complexa
(no real) de modul 5.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

L’equacio és de coeficients reals.

Si té una solucié complexa també és solucio la conjugada.
L’equacio té 1 arrel real i 2 complexes conjugades.

Siga r l'arrel real i siguen m, n arrels reals complexes conjugades.
[m|=[0| =5, n=m, mxm=52.

L’equacio es pot factoritzar:

2x3 - 9x% +32x + 75 =2(x- r)(x- m)(x- n) =0:

2x3 - 9% +32x +75=2(x® - (r +m+n)x? +(rm+rn+mn)x - rmn).
Igualant els temes independents:

75 =-2rmn .

75 = - 252
_-3
=

El polinomi 2x3® - 9x? +32x + 75 és divisible per 5(+§9. Aplicant la regla de Ruffini:
e @

2x% - Ox? +32x + 75 :$(+§9(2x2 - 2x+50).
e a

Resolem l'equacié 2x? - 2x +50 =0
X=3+4i, x=3-4i.

Aleshores les solucions de I'equacio inicial son x =7, X=3+4i, x=3-4i.
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56.- Donat un nombre natural k, considerem la successio:

a, =k, a, =Jk+vk, a; =k + 0k + K oo

Demostreu que a,, és convergent.

Calculeu Igrl a, =1I(k), indiqueu quina condicié compleixen els valors de k per als quals
n

I(k) és enter.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucié:

Podem definir la successié de forma recurrent: a, =./k+a,_, .

Vegem que la successié és monotona creixent (demostracio per induccio):

a, =k ++/k >JE:al.

Suposem que a, >a,_,

A = \/k ta, > «/k ta,, =a,

Vegem que la successio esta afitada per k +1 (demostracio per induccio).
a, =k <k+1,jaque k <(k+1).

Suposem que a, <k +1

a,,, =k +a, <+2k+1.

J2k +1 <k +1,jaque 2k +1<(k +1)? =k2 +2k +1.
Aleshores la successio té limit, per ser monotona creixent i afitada superiorment.
Siga I(k) el limit.

lim a, = lim 4k +a,_; . Aleshores:
n® ¥ n® ¥

Im)ka+Km,m5memFamadaIm)zlii%iﬂi.

Per a que I(k) siga enter, 1+ 4k ha de ser imparell i quadrat perfecte, é€s ha dir:
1+4k = (2p +1)?, pl N.

1+ 4k =4p? +4p+1.

k=p%+p.

k=p(p+1)

Aleshores k és producte dos nombres naturals consecutius per tant, és parell.
k=2p', pT N.

Es a dir, k ha de ser parell.
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57.- Siguen dues successions de nombres enters {a } i {b,} tal que

2] =a, +b,42.
a) Demostreu que {a, } i {b,} s6n successions de nombres senars.
+1 a,-1

. : , a
b) Demostreu que {bn} és la hipotenusa d'un triangle de catets — >

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
siga Q2)=fa+bv2 1 abi q}.

Q(JE ) és un espai vectorial sobre Q. {1}, {JE} és la base d’aquest espai vectorial.

Vegem que {a,} i {b,} sén successions de nombres senars. Ho farem per induccio:
Peran=1:

(1+J§)3 =a,+b\2, 7+5J2=a, +b,42.

Com que les components d’un vector respecte una base son Uniques:

a, =7, b, =5, per tant a;,b, son nombres senars.

Suposem que per a n =k, a,,b, s6n nombres senars, a, =2p+1, b, =2q+1,
pql Z.

Demostrem la propietat pera n=k +1:

(1+ ﬁ)z(k+1)+1 L+ bk+1 J_
2(k+1)+1 2k +1
(1+42) ( 2] 2] =, +b,/2)3+242)= (20 +1)+ (2a+1NZJ3 +212) -
=6p+3+(4p +2)/2 +(6q+ 32 +8q+ 4=
= (6p +8q+7) +(4p +6q +5]/2
Aleshores: a, , +b,,,+/2 = (2(3p +4q+3) +1)+(2(2p +3q +2) +1).
Com que les components d'un vector respecte una base sén uniques:
., =2(3p+4g+3)+1, b,,, =2(2p+3q+2)+1. Aleshores, a,,,,b,,, SN nombres
senars.

b) Ho farem per induccio:
Pera n=1, de lapartata) a, =7, b, =5.

. 2
blzzgal+1o gal 1_ jaque 5% =42 +32,
e 2 g é 2 g

.2 .2
&, +10 + B - 16

Suposem que pera n =k, bk2 =
g e 2 g

De l'apartata) a, = 2p+1, b, =2q+1, aleshores, p? +p =2qg* +2q

Demostrem la propietat pera n =k +1:

De l'apartat a) a,,, =2(3p +4q+3)+1, b,,, =2(2p+3q+2)+1

@, +16 @@, - 1¢°

g 2 g & 2 o

(b,..)? =(2(2p+3q+2) +1 =16p? +36q> +48pq + 40p + 60q + 25 =

=16p? + 3602 + 48pq + 40p + 60q + 25 =16p? + 320> +48pq + 40p +56q + 25 + (49° + 4q) =

=18p? +32¢° +48pq+42p +56q+25.

=(3p+4q+3)? +(3p+4q+4)* =18p? + 32q2 + 48pq + 42p +56q + 25

aa +1o L& 10
Aleshores, b, ,,* —g kd kel

zeZz
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58.- Considerem la successi6 de Fibonacci a, =a, =1, a,, =a,+a,,; n3 2.
Demostreu que es compleixen les segilents relacions:

a) a,,, =1+a; +a, +........ +a,.

b) a, xa,,, =a,” +a,” +........ +a,’
2

C) Qi T, Ry, + (' 1)n

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

a) Ho demostrarem per induccio:

Sin=1, a;=a +a,=1+1=2, 1+a, =1+1=2.Aleshores, a, =1+a,.
Suposem certa la relacio pera n=k, a,,, =1+a; +a, +........ +a,.
Demostrem la relacié pera n =k +1:

Qyipip = Qs =84yt :|(1+ a,+a, +....+ta)+a,,,.

b) Ho demostrarem per induccié:

Sin=1, a,xa, =1x=1, a,*=1* =1. Aleshores, a, xa, =a,°.
Suposem certa la relaci6 pera n=k, a, xa,,, =a,” +a,” +......... +a,
Demostrem la relacié pera n =k +1:

— . 2 _( 2 2 2
Byg i =8y @y +8y) Ty A By ﬁl(al ta, to ta, )+ak+l -

¢) Ho demostrarem per induccio:
Sin=1, a,”=1?=1, a,xa, +(-1)! =1x- 1=1. Aleshores, a,” =a, xa, + (- 1)*.
Suposem certa la relacio pera n =k, a2, =a, xa,,, +(- )*.
Demostrem la relacio pera n =k +1:
— 5 2 — k -

Ay Byez = ak+1(ak+1 + ak+2) T8y H Ay Cyp S8y Gy (-1 tay, Xy, =

— k — k — 2 k

= (ak + ak+l)ak+2 +(- D =ay, A, T(-D° =a,,," +(-D".

2 — k — k+1
Aleshores, ag,, =a,,; .5 - (-1 =a,,; .5 +(- D).



Ricard Peir6 i Estruch

. . .« » ~ - 2Xnyn Xn +yn
59.- Siga 0 < x, <y, i definim per recurrencia, X,,; = ——, Y, 4 = ——.
X, +Y, 2
a) Demostreu que x; <x, <........ <X, <Y, <o <y, <Yy;.

b) Demostreu que ambdues successions convergeixen a un limit comu i calculeu-lo.
Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

a) Ho provarem amb 4 passos:

al) Demostrem per induccioé que x, >0, y, >0.

Si n=1, per hipotesi 0 < x, <y,.

Suposem certa la relacio pera n=k, x, >0, y, >0.
Demostrem la relacio pera n =k +1:

2 +
Xk+1= Xnyn >0’ yk+l=Xk2yk >0

Xn + Yn
a2) Demostrem per induccio que x, <y, .
Si n =1, per hipotesi x, <y,.
Suposem certa la relacio pera n=k, x, <y, .
Demostrem la relacio pera n =k +1:
—_ Xn +yn 2Xnyn Xn + Xn 2Xnyn
Yirn ™ Xyar = - > }
2 Xn +yn 2 yn +yn
a3) Demostrem per induccio que X, < X, -

: 2X 2X
Sin=1, x, = Yo o, Dy o X, .
Xl + yl yl + yl
Suposem certa la relacio pera n =k, x, <X,
Demostrem la relacié pera n =k +1:
n+1 = ZX”y” > ZX”yn > Xn "
Xn +yn (a2) yn +yn
a4) Demostrem per induccio que y, >y, ,;.
Xl+y1 < yl +y1 :yl-
2 2
Suposem certa larelacio pera n=k, y, >y, ,
Demostrem la relacio pera n =k +1:
X, + +
k yk < yn yn — yn .
2 @ 2

=0. Aleshores, X,,; <VY,.;-

Sin=1,y, =

Yin =

b)
La successi6 {x,} és monodtona creixent i afitada superiorment, aleshores és
convergent. Siga a = I[Ql X, a>0.

n

La successié {y,} és mondtona decreixent i afitada inferiorment, aleshores és
convergent. Siga b = "Ql Yo, b>0.
n

. . X, ty a+b
[im =Ilim 2" aleshores, b=——. (1
n®¥yn+l ey 2 ' 2 @

Aleshores, a=b.

X, Y 2ab

] 2
lim x,,, = lim —=="— aleshores, a = (2)
n® ¥ x®¥ X +Y, a+b

El sistema format per les expressions (1) (2) és compatible indeterminat.




. , o X, +
La segona relacio de I'enunciat és y,,,, = “—y”, aleshores, x,
2
o L , . 2X,Y,
Substituint en la 12 relacio de I'enunciat x,,, = ——":
X, ty
n n

— 2Xnyn

n+l

. Simplificant:

n+l

XnsYne1 = XY, " NIEN.
Pertant, X .Y = X Y,-

XnaY i = X1Y1-
Calculant limits:

lim x = X,Y;.
by n+1Y n+1 Y1

a? =x,y,. Aleshores, a=4/X,y; -

10
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+yn = 2yn+1'



60.- Resoleu el seglent sistema d’equacions segons els valors de a:

ix+y+z=a
:
ixy+yz+xz=a’.

Ixyz = a®
Solucio:
Suposem que at! 0
IX+y+z=a
Multipliquem la segona equacié per z: { xyz +yz? +xz? =a’z.
ixyz =a®
Aillem x +y de la 12 equacio.
Substituim el valor de la 32 equacio en la 22 i simplifiquem:
IXx+ty=a-z
fa®+22(x+y) =a’z.

| _ A3
iXyz =a

Substituim el valor de la 12 equaci6 en la segona:

IX+y=a-z IX+y=a-z

fa®+72(a- z) =a%z . Simplifiquem: { xyz = a°

ixyz =ad {-z%+az?-a%z+a® =0
IX+y=a-z

. . ]
Factoritzem la 32 equacio amb la regla de Ruffini: i xyz = a®
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i-(z-a)(z2+a?)=0

L’'Unica soluci6 real de la tercera és z =a

Ix+y=0 ix=ai ix=-ai
| . . . P | .
ixy =a®> que no té solucio real, les solucions complexes so6n jy =-ai, { y = ai
iz=a lz=a lz=a
IX+y+z=0
. . L ‘ |
Si a=0 el sistema inicial és: jxy+yz+xz =0
Ixyz =0
ix+y=-z
Aillem x +y de la 12 equacio. .l Xy +z(x+y)=0
ixyz =0

Substituim el valor de la 12 equacio en la 22 equacio:
iIX+ty=-z
i i

iXy=z

i B

ixyz=0

Substituim el valor de la 22 equaci6 en la 32 equacio:
IX+y=-2 ix=0
ixy =z® . L'Unica soluci6 real del sistema és: :’y =0.
123 =0 lz=0

11



