A2.- Calculeu la poténcia n-esima de la matriu:
4 0 06

Ricard Peir6 i Estruch

:81 1 0= (Oposicions Catalunya 2000)
g1 1
Solucio:
# 0 09 # 0 09 @ 0 03 @ 0 03
A?=¢2 1 0+, A®=¢3 1 0:, A*=¢4 1 0+ A°=¢5 1 0=
& 2 1 §6 3 1 §10 4 15 €15 5 1
Notem que els elements de la diagonal principal sén a,; =a,, =a,;; =1
Els elements a;, =a,; =a,, =0.
Els elements a,, =a,, =n
Els elements a,, formen la successio 1, 3, 6, 10, 15,....
Construim la taula de diferéncies:
n Yi Dy; Dy, Dy,
1 |1 2 1 0
2 |3 3 1
3 |6 4
4 110
_ _ 2
P,()=1+2(n- 1+ 2) _n" *n
2 2
€1 o0 0°
Demostrem per induccié que A" =g n 1 0=
n2 +Nn -
é n 1:
2 o]
Pera n =1 és certa.
€1 o o
Suposem la formula certapera n=k, A" =g K 1 0=
k? +k +
é k 1
2
Demostrem la formula pera n =k +1.
1 o0o0moos & 1 o o2 & 1 E:
Atz A A=E kL 031 1 o__g k+1 1 0.=%  k+1 1 o.
gk2+k - g(k+1)2+k+1 -
é— k 131 1 15 g thtl kel 15 ST kel 13
2 4] 2 4]
Aleshores la formula és certa.
Xiyq - X; =h.
X; = Xq +hi.
1 1 2 -1....... -n+1
P(X)=y, +Dy0 + Dy, q(q )+D3y0 9(9- ;(q i +Dy, X9 nl(q )
_ X~ X
a h

e
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A3.- En un rombe de diagonals d i D es construeix sobre cada costat un triangle
equilater. S’'uneixen els centres dels 4 triangles equilaters obtenint un rectangle.
Obteniu la diagonal d’aquest rectangle.

Oposicions Catalunya 2000.

Solucié:

Equacions del gir:

Siga C(a,b) el centre del giri a l'angle.

Siga P'(x',y') les imatges de P(x,y) pel gir de centre Ciangle a .
Les equacions venen donades pel sistema:

ix'=a+(x- a)cosa- (y- b)sina

1y'=b+(x- a)sina +(y - b)cosa

Siga el rombe ABCD de centre O De coordenades:

0(0,0), Aée_doO Ba% Q Cg, 02 Da%DO K
g g 2 g
- D
Siga el triangle equilater construit sobre el costat BC BMC .
M és el transformat pel gir de centre B i angle - 60° del punt C. A -
Les coordenades de M sén:

X'= O+g§—j-0—cos( 60°)- 6% T—sin(-600)
a

l
I
i
D as L
Ty="—+ 9sin(- 60° +a%-——cos 60° B
1 > gg . (-60°) P (-60°)
| .- d+DV3
i 4 (&d+DJ_-D-dJ§9
| ] M y ;.
i -D-d«/g g 4 4 5
f 4

D
Siga P el baricentre del triangle BMC les seues coordenades son:

®,d+DV3 . d -D_ -D- d«/—+0_
o6 42 2 3
¢ 3 3 ¥
(2 -
e a
2d+Dy3 - 3D- dy/3 0

¢ 12 ' 12 g

Siga PQRS el rectangle que formen els baricentres dels 4 triangles equilaters.
El centre del rectangle és O el centre del rombe.

La diagonal és PR = 2>OP .

@:\/(qe:,d+DJ§o 2 3D - d«/—9 2\/12( +D2+‘/_dD) ‘/—sz

§ 12 5 12 3 12°

PR= 2@——\/d2+D2 +dD4/3.

+D? +dD+/3




A4.- Donada la corba d’equacié y? = x? - x*, es demana:
a) Dibuixeu-la.

b) Calculeu I'area limitada per la corba:

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga f(x) =+/x2 - x* .

Ricard Peir6 i Estruch

La funcio és definida positiva i simetrica respecte I'eix d’ordenades.

El domini de la funci6 és |- 11]
La funci6 és continua en |- 11]
La funcié és derivable en [- 11] ~ {0}

2
X -1 Gix<o

f'(x)=1{
six>0

i
T
I
|
)
N

o . u
La funcid és creixent en ol
o

o3

@D D

0
E 0,
g

@D D

,0

% NG

. . U
La funcio és decreixent en d
|

@D D
m/

I\)|<| [oNaY e

INESES
=

(tD)(:D)('D\

-2
2
Els minims de la funcié sén: x =-10,1.
1-x(2x? - 3)
2 3

i )

f(x) = |

La funciod té un maximen x =

X =

Six<0

1) =2 - x*

:M six>0 |
il x2f

La funci6 és convexaen |- 1,0[E |0, 1] 2
La corba de la funcié ve donada per les funcions:

y = f(x), y = -f(x), aquesta darrera simétrica de la

primera respecte de I'eix d’abscisses.

b)
L’area de la corba, per la simetria és:

/ 3(1!
4va - x*dx = 4QX\/1 x%dx = 49—2@ 2xv/1- x%dx =- 29 - X)

Aquesta corba és la lemniscata de Geromo.

-1

('DA'O?‘;

O

&|o
wlh
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A5.- Considereu la funcié f :R --® R definida de la forma f(x) =In(x) - x +3.

a) Demostreu que f(x) =0 té exactament dues solucions ai b tals que a<1<b.

b) Donat un punt x, T Jb[, definim la successié {x,} de laforma x,_,, =3+In(x,),
n>0.Demostreu que x, 1 JLb[, "ni N ique {x,} és convergent. Calculeu el limit.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
a)
El domini de la funci6 és |0,+¥[. Es continua i derivable en [0,+¥].

f'(x) _1. 1. f'(x)=0 siinoméssi, x =1

x

f*'(x) = —21 f"(1)) =-1<0. Aleshores, x =1 és un maxim de la funcio.

X
f)=0-1+3=2>0
f'(x)>0 si x1 ]0,] aleshores en aquest interval és estrictament creixent.
f'(x)<0 si x1 ]L+¥[ aleshores en aquest interval és estrictament decreixent.
lim f(x) = lim In(x)- x+2 =-¥ - 0+3=-¥.
x®0* x® 0*
im f(x)= lim x@2X) 14391y (0- 14+0)=-¥ .
X® +¥ xX®+¥ a X Xg
f(x) és estrictament creixent quan x1 0] lim f(x)=-¥, f(1) >0.

x®0*

Aleshores, existeix un dnic al [0, tal que f(a) = 0.
f(x) és estrictament decreixent quan x1 [L+¥| lim f(x)=-¥, f(1)>0.
X® +:

Aleshores, existeix un unic b1 J,+¥[ tal que f(b) =0.

b)

vegem que la successié és monotona creixent x,,, > X, per induccio:
Sin=1,

Per l'apartata) si x, 1 JLb[, In(x,)- x, +3 >0. Aleshores, x, =In(x,)+3>x, >1.
Suposem certa la relacio pera n =k, X,,; >X,.

Demostrem la relacio pera n =k +1:

Xpsp =3+ In(xkﬂ);S +In(X, ) = Xy4q -

Aleshores, la successio €s monotona.

Vegem que per induccio que x, <b.

Si n=1, Per hipotesi x, <b

Suposem certa la relacio pera n=k,.x, <b

Demostrem la relacié pera n=k +1:

Per I'apartat a) 3+In(b) =b

Xy =3+ In(xk):|3 +In(b)=b

La successi6 {x,} és monotona creixent i afitada superiorment, aleshores, és

convergent.
Siga x el seu limit:

im X,y = lim (3 +In(x

X® +¥ n+l X® +¥( ( n))

X =3 +In(x)

Per I'apartat a) I'inica solucié és x=b.
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B1.-Dos amics A i B competeixen en el mateix joc. A tira dos daus i guanya si la suma
de punts és 4, en cas contrari B tira els daus i guanya si obté com a suma de punts 6.

Si B no guanya A torna a tirar amb les mateixes condicions i aixi successivament fins

que un dels dos guanye. Calculeu:

a) la probabilitat que té A de guanyar.

b) La probabilitat que té B de guanyar.

Oposicions de Catalunya 2000.

Solucio:

Els casos favorables de traure suma 4 al llancar 2 daus sén 3
Els casos favorables de traure suma 6 al llancar 2 daus sén 5
Els casos possibles son 36.

Siga T, = guanya A. Siga T; = guanya B.

Considerem el diagrama:

Llangcament Llancament Llangament
de A de B de A
S
36
33
— N
36
31

El procediment es repeteix fins l'infinit:

_ 1 ,a813161 ad1310 1, 1 89 21319 adl 310 a1l 310
P(Ta) =——=+¢— T +e——=+C— +o+C— +
12 &1236912 &1236g 12 12 § el2 36g &12364 12 36 »

Aplicant la formula de la suma infinita d’'una série geométrica de raé 0 < %% <1li

primer terme 1:

1 1 _36
P(Ty) =————=—.
(Ta) 12, 1131 o1
12 36
36 _55

P(Ty) =1- P(T,) =1- o =<

-0

Q.l.-
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B2.- Resoleu I'equacié6 cos? x +cos? 2x +cos? 3x =1
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
cos? x +cos? 2x =1- cos? 3x
cos? x +cos? 2x = sin? 3x
cos? 2x =sin® 3x - cos? x, transformem en producte:
cos?2x = (sin3x +cosx)(sin 3X - cosx)
cos® 2x :gsm3x + smgB- x%m 3X - smé?—) - x9§ transformem en productes:
e2 ' €2 gy
BHx+R9 &y RO Sx+22 &y RO
cos” 2x = 2sinG T>C0s¢ 2 B cos(}TZ?xsinGTz f

T R

cos?2x = Zsinc?& + Rgmos@x - BQQCOSE& + Egminﬁx - EQ
e 4g e 4y e 4g e 4y
Utilitzant I'angle doble:

Simplificant:

cos?2x = singix +£9>sin891x (PO
e 2g € 2g

c0s? 2x = cos 2x X- cos 4x)

cos 2x(cos 2x + cos 4x)= 0

Aleshores,

cos 2x = 0, per tant, 2x=%+pk, k1 Z. Per tant, x=%+gk kT Z.

cos2x +cos4x =0
C0s2x =cos(p- 4x)
Aleshores,

2X = - 4x + 2k, k1 Z. Per tant, x=%+§k, ki z

- 2x=[ - 4x+2rk, k1 Z. Per tant, x=5+pk, ki z

Les solucions en la primera volta sén:
45°, 135°, 225°, 315°,

30°, 90°, 150°, 210°, 270°, 330°,

900, 270°
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2

2
B3.- Donada I'el-lipse x_2 +
a

Z_Z =1, quin és el triangle rectangle d’area minima que té

els catets sobre els eixos (positius) OX QY i la hipotenusa és tangent a I'el-lipse?.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
Siga CE%,B«/ 2. 029 un punt de I'el-lipse en el primer quadrant, (¢ >0).
e a [}

Calculem la recta tangent a I'el-lipse en el punt C.

y'(c)= b C  larecta tangent és:
a 4a%- c?

b -b c
roy-—+a’-c? =——=—(x-¢)
a a /az _ CZ
Calculem els punts de tall de la recta r amb els eixos
coordenats que ens donaran els vertexs del triangle que cerquem:

La part superior de I'el-lipse és la funcio B
y :Eﬂaz - x?

a
La seua derivada és:
y' = j—x

a 2 2

va® - x -
Calculem y'(c) el pendent de la recta tangent en el 1
punt C:
C il
J A

2 2 o)
Si y=0, aleshores, x =2 Pertant A?,Oj
c C 5
& 0
Si x=0, aleshores, y =3 pertant BGO, ab T
a?-c? a’-c? gy

D
Calculem l'area del triangle OAB :

a’® ab
P 2 — L
c 2 2 3p 2
_ a“-c° _a 2.2 4)
Soms = = (ac -ct2.
2 2

3 -1
Considerem la funcié S(c) = aTb(azc2 - 04)7.

S'(c) =i2b§7lg(azcz - c4)§(2azc— 4c3)

N

S'(c)=0 sic=——a.
(c) >

52

Amb la segona derivada podem veure que ¢ = 7a €s un minim.
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B4.- Siguen dos segments AB, BC d'igual longitud d i articulats pel punt B. El punt a
esta sobre I'origen de coordenades i el C varia sobre la part positiva de I'eix OX.

Determineu I'equacio del lloc geometric d’'un punt P situat sobre el segment BC auna
distancia p del punt C. Dibuixeu el lloc geometric.

Oposicions Catalunya 2000
Solucio:
Siga A(00), C(a,0), a3 0
aa 0 9 a@t')z 9
Aplicant el teorema de Pitagores, B + [d? - 6=+ .0 B‘ d? - G+ ..
e2ﬂ 5 e2g p

Siga P(x,y) sobre el segment BC taI que p=CP.
Aleshores, dxCP = p CB

29 ¥
dx- ay- 0)= p 1/olz &0
%2 rH P

Igualant les coordenades dels vectors:

ldx- daz=-pd 1
{dx da=-p > A C
! a2
| 2
.dv =-p./d°- —
FY =P 4
Aillant a de la primera equacio:
i 2dx
.I.a =
i 2d-p
: . &
~dy =- dc -
PR
Substituint el valor de a en la segona equacio i elevant al quadrat:
_4d’x® 0
— p §d2 =
4(2d- p)* g
Simplificant:
X2 y2
(2d- p)? p?

Es mitja el-lipse (ja que a només recorre I'eix positiu d’abscisses) de semieixos
2d- p,p.
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B5.- Calculeu:

L= "'g;iz(*/Zn -1+42(2n- 2) +..... +/k(20 - K) +..... +4[n(2n - n))
n®¥ n

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

. 14 .ak
Transformaren la suma per unaintegral:  lim —g f¢—
n

L:lfmng1$-19+\/E@-59+ ..... o k@ ko, . [nm nel
n®¥n Nne Ng Ne Ng Nne Ng Nne nga

= 61/X(2- x)dx
Calculem () [x(2 - x)dx = 0 /1- (x - 1)%dx

Efectuem el canvi x - 1 =sint, dx =costdt.

A/X(2 - X)dx = dl sin? t)costdt = (‘yosztdt = (‘)H(:Zﬁdt =%t+%sin2t+c =

= %arcsin(x -0 +%sin(2 arcsin(x- 1))+C.

Aleshores:

\1 1 . 1 . . [:|1 p
L= Qw/x(Z - X)dx =Earcsm(x -1 +Zsm(2arcsm(x - D)y ZZ .
Uo
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C1.- Tres persones A, B, C tiren successivament i en aquest ordre un dau. La primera
persona gue obté un 6 guanya la partida. Quines son respectives probabilitats de
guanyar.

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga S =traure 6. N = no treure 6.
Siga T, = guanya A. Siga T, = guanyaB. Siga T. = guanya C.

Considerem el diagrama:

Llangament Llangament Llangament Llangament
de A de B deC de A
S
1
1 S
6
S
5
6 N

oo

1
6
N
3 N
6

El procediment es repeteix fins l'infinit:

_1 aéSo 1 aéSo 1 12 &5 aéSo 5o o 0
P(T,) = +C—T = H 91+g—— — 4G .. H+Cr +.0
65 6 &6g 6 6§ &g é6g &6p ebg p

. ; P o - L ad0 .
Aplicant la formula de la suma infinita d’'una serie geometrica de rad g€+ i primer

€6 g
terme 1:
1 1 1 63 36
P(TA):E 3 G353
1 aso 66°-5 91
&6y
51 g56°51 a56 51 _58 50 ob0 a0 >
P(Tg) === 4G+ == 4G+ ——=+....... =—0+c—+ + i
66 ¢bg 66 ¢gbg 66 368 €6 g e6g ebg eb
5 1 5 & _%0
36 55 366°-5° 01
1- ¢~
€b g
P(T.) =1- P(T, ET,) =1- (P(T,)+P(Ty))=1- B0 4 300_2>
91 91g 91
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C2.- Resoleu l'equacié 2x3 - 9x? +32x + 75 = 0 sabent que admet una arrel complexa
(no real) de modul 5.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

L’equacio és de coeficients reals.

Si té una solucié complexa també és solucio la conjugada.
L’equacio té 1 arrel real i 2 complexes conjugades.

Siga r l'arrel real i siguen m, n arrels reals complexes conjugades.
[m|=[0| =5, n=m, mxm=52.

L’equacio es pot factoritzar:

2x3 - 9x% +32x + 75 =2(x- r)(x- m)(x- n) =0:

2x3 - 9% +32x +75=2(x® - (r +m+n)x? +(rm+rn+mn)x - rmn).
Igualant els temes independents:

75 =-2rmn .

75 = - 252
_-3
=

El polinomi 2x3® - 9x? +32x + 75 és divisible per 5(+§9. Aplicant la regla de Ruffini:
e @

2x% - Ox? +32x + 75 :$(+§9(2x2 - 2x+50).
e a

Resolem l'equacié 2x? - 2x +50 =0
X=3+4i, x=3-4i.

Aleshores les solucions de I'equacio inicial son x =7, X=3+4i, x=3-4i.
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C3.- Considerem un ortoedre de base un quadrat de costat a. Siguen A, B, C, D els
vertexs del quadrat d'una de les bases i A’, B’, C’, D’ els corresponents a I'altra base.

Considerem M el punt mig del segment AB i N el punt mig del B'C'. Construim un
triangle de vértexs els punts M, C i P essent P un punt variable del segment ND'.

D
a) Calculeu la posici6 del punt P de manera que l'area del triangle MCP siga minima.

D
b) Calculeu la posici6 del punt P de manera que l'area del triangle MCP siga maxima.
Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:

Siga b = AA' l'altura de 'ortoedre.

Considerem l'ortoedre en les seglients coordenades cartesianes.

A(0,00), B(0,a0), C(-a,a,0), D(-a,0,0). A'(0,0,b), B'(0,a,b), C'(-a,ab), D'(-a0,b).

El punt mig M del segment AB té coordenades: Mé%,g,o9
&2 g

N el punt mig del B'C' té coordenades: I\I‘EeTa,a,bQ.
é 2

ﬁl = (;:ai,a,og
2
e 2}

L’equacio de la recta que passa pels punts D’ i N té per equacio:
r°(x,v,z) =(-a0,b) +a(12,0)

Un punt P en el segment ND' té coordenades: P(-a+a=2a,b), 0f£af %.

MC=82a202 MP=& a+aza- _,b9.
e 2 g e 7}
D
Calculem l'area del triangle MCP
i i k
1—, — - - -
SMcp=—HMC MPH, MG MP=| -a & =8 ap 2R54a20
2 2 e?2 %]
_a+a 2a-2 p
2
5a &
Syep = — HMC' MPH —+ +(ab) +g ata’+ .
@

L’area del triangle al quadrat €s una parabolaen O £a £ %.

El minim esta en el vertex i el maxim en un dels extrems de a .

El minim s’assoleix quan a —% el punt P té coordenades Pge% % b— larea
e a

o _ 1 [5a%b?
minima és S, =—
2V 4
2 21,2
Sia=0, 5(0)_3/5‘”’ +at. Sia=2, Sg@iQ_l\/&'ﬂb L8 4
Vo4 2" &g 2\ 4 64

S(0) > Sg—— Aleshores el maxim s’'assoleix quan a =0.
edo

Les coordenades del maxim sén: P(-a0,b).
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C4.- Siga un trapezi isosceles amb bases a i c i altura h.

a) Sobre l'eix de simetria d’aquest trapezi, determineu els punts P des dels quals es
veuen els costats iguals del trapezi sota un angle recte, calculant la distancia de P a
cada base.

b) Determineu en quines condicions existeix P (discutiu els diversos casos que es
poden donar.

Oposicions Catalunya 2000

Solucio:
Considerem el trapezi isosceles ABCD amb les seguents coordenades:

AZ 20988 09 cE h8pEC h?
€2 g &2 g &2 g &2 ¢
L’eix de simetria del trapezi és I'eix d’ordenades, Di-ci2hy |*  Cicleh)
x=0
Siga M el punt mig del costat BC . Les coordenades
de M son:
Mg@ +c ho
& 4 '2g
El problema tindra solucié si la circumferéncia de

centre M i diametre BC talla I'eix de simetria.

Alai2 0 Bia/20)

Determinem l'equacié de centre M i diametre BC .
El radi r acompleix, aplicant el teorema de Pitagores:

h2 + & C 92

(2 = é 2 g _4h*+@-¢)?
4 16

L’equacio6 de la circumferéncia és:

a;( a+c0 89 _4h’+(@-c)’

e e 16 '

Determlnem la mtersecmo de I'eix de simetria i la circumferéncia:
ix=0

ié 41213 2 16

2 2
le a+cg e ho _ 4h? +(a- c)? -

(a+c) a?/ hg __+(a c)®
16 e 2g 4 16

Jh? - ac

2

2 2
?ﬁ/- 29 _h7-ac . Aleshores, y =Di
e 2g 4 2

h+ «/ -ac_

Els problema té 2 solucions si h? - ac > 0. Els punts solucié sén PQO

h- «/hz-ac_

ﬂ

P 90

El problema té 1 solucié si h? - ac = 0. El punt solucio és, Pg%,gg.
e 29

El problema no té solucié si h? - ac <0.
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C5.- Siguen dues successions de nombres enters {a, } i {b, } tal que

2] =a, +b,42.
a) Demostreu que {a, } i {b,} s6n successions de nombres senars.
+1 a,-1

. . : a
b) Demostreu que {bn} és la hipotenusa d’un triangle de catets — >

Oposicions Catalunya 2000.

Solucio:
siga Q2)=fa+bv2 1 abi q}.

Q(JE ) és un espai vectorial sobre Q. {1}, {JE} és la base d’aquest espai vectorial.

Vegem que {a } i {b,} sén successions de nombres senars. Ho farem per induccio:
Peran=1:

(1+J§)3 =a,+b\2, 7+5J2=a, +b,42.

Com que les components d’un vector respecte una base son Uniques:

a, =7, b, =5, pertant a,,b;, son nombres senars.

Suposem que per a n =k, a,,b, s6n nombres senars, a, =2p+1, b, =2q+1,
pql Z.

Demostrem la propietatpera n=k +1:

(1+ ﬁ)z(k+1)+1 L+ bk+1 J_
2(k+1)+1 2k +1
(1+42) ( 2] 2] =, +b,/2)3+242)= (20 +1)+ (2a+1NZJ3 +212) -
=6p+3+(4p +2)/2 +(6q+ 32 +8q+ 4=
= (6p +8q+7) +(4p +6q +5]/2
Aleshores: a, ,, +b,,,+/2 = (2(3p +4q+3) +1)+(2(2p +3q +2) +1).
Com que les components d'un vector respecte una base sén uniques:
., =2(3p+4g+3)+1, b,,, =2(2p+3q+2)+1. Aleshores, a,,,,b,,, SOn nombres
senars.

b) Ho farem per induccio:
Pera n=1, de lapartata) a, =7, b, =5.

. 2
blzzgal+1o gal 1_ jaque 5% =42 +32,
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Suposem que pera n =k, bk2 =
g e 2 g

De l'apartata) a, = 2p+1, b, =2q+1, aleshores, p? +p =2qg* +2q

Demostrem la propietat pera n =k +1:

De l'apartat a) a,,, =2(3p +4q+3)+1, b,,, =2(2p+3q+2)+1
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(b,..)? =(2(2p+3q+2) +1 =16p? +36q> +48pq + 40p + 60q + 25 =

=16p? + 3602 + 48pq + 40p + 60q + 25 =16p? + 320> +48pq + 40p +56q + 25 + (49° + 4q) =

=18p? +32¢° +48pq+42p +56q+25.

=(3p+4q+3)? +(3p+4q+4)* =18p? + 32q2 + 48pq + 42p +56q + 25
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