Ricard Peir6 i Estruch

Al
Considerem la funci6 f(x) =|x+1 +|x - 2|.
a) Representeu-la graficament.

3
b) Calculeu (‘1) f(x)dx .
Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

Definim la funcié f(x) com funci6 definida a trossos:
1-2x+1 SIXE-1

f(x) =13 Si-1<x<2
12x-1  six32

La funci6 és continua en R

La funci6 és derivable en R ~{- 1,2}

i-2 six<-1
f(x)=13 Si-1<x<2.
12 Six>2

b
)3 2 3 3
Qf(x)dx = Qde + Q(Zx - dx =3x[ + (x2 - x)]2 =7.
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A2

Demostreu que el centre d’'un rectangle és el punt on la suma de distancies als vertexs
del rectangle és minima.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio: ]

Considerem el rectangle ABCD. - -
Siga O el centre del rectangle, interseccio de les T -
dues diagonals. “ o

AC =BD =2>0A =2>0B = 2>0C =2>0D.. R

Siga un P del planol. - “

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle ACP : P e

AC £ AP +CP , donant-se la igualtat quan A, P, C =
estan alineats i P entre Ai C.
Aleshores,

OA +0C £ AP +CP (1)

D
Aplicant la desigualtat triangular al triangle BDP :

BD £BP +DP, donant-se la igualtat quan B, P, D estan alineats i P entre B i D.
Aleshores,

OB +OD £BP +DP 2

sumant les expressions (1) i (2).

OA +0OB +0OC +0OD £ AP +BP + CP +DP

La igualtat es dona quan P esta alineat amb A i C i esta alineat amb B, D, és a dir,
qguan P és el centre del rectangle.
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A3

Escollim dos nombres a I'atzar entre 0 i 1. Quina és la probabilitat que el primer siga
més gran o igual que el quadrat del segon i, al mateix temps, que el segon siga més
gran o igual que el quadrat del primer?.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de costat 1
tal que

} X 3 2 !
}: 3 y2 " ’ FI;2 - '_'," - D
Ty X S
Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 1 S
Els casos favorables és I'area de la regio dins del Sl
quadrat afitada per les paraboles L
x=y?, y=x2, mu*
La interseccio de les dues paraboles son els punts
(0,0, (1,2).
0.5
L’area afitada és:
L1
R 2/x3 33U 2 1 1
Q'\/_' XZdX: X 'X_u _‘_‘0:_ Im n":l
3 3 3
Ho
g Ve 7 L
La probabilitat del succés és: v
1
-3._1
PeP 73
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A4

Demostreu que n* +4, amb nl N, només és primer quan n =1.
Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
n* +4= (n2 +2)2 - 4n? = (n2 +2)- (2n)? = (n2 +2n+2Xn2 - 2n+2)=

= (n+2P +1)p - 17 +1)

(h+1?+1>1 "nl N
(h-17+1>1 "n>1

n* +4, és un nombre compost " n>1.

Sin=1, n?+4=5 que és un nombre primer.
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A5
, e L 2X X, +
Siga 0 < x, <y, idefinim per recurréncia, X, = #y”, e = %o Yo
X, Y, 2
a) Demostreu que x; <X, <........ <X, <Y <o <y, <Yy;.

b) Demostreu que ambdues successions convergeixen a un limit comu i calculeu-lo.
Oposicions Catalunya 1993.

Solucié:

a) Ho provarem amb 4 passos:

al) Demostrem per induccio que x, >0, y, >0.

Si n =1, per hipotesi 0 < x, <y,.

Suposem certa la relacio pera n=k, x, >0, y, >0.
Demostrem la relacio pera n =k +1:

2X X, +
k+1: nyn >0’ yk+l= k2yk >O.

Xﬂ + yn
a2) Demostrem per induccio que X, <Yy, .
Si n =1, per hipotesi x, <y,.
Suposem certa la relacié pera n=k, x, <y, .
Demostrem la relacié pera n=k +1:
—_ Xn +yn 2Xnyn Xn + Xn anyn
Yisr ™ Xen = - > }
2 Xn +yn 2 yn +yn
a3) Demostrem per induccié que X, < X, -

. 2x 2X
Sin=1, x, = a2 o 1Y =X,.

Xl + yl yl + yl
Suposem certa la relacio pera n =k, X, <X,
Demostrem la relacié pera n =k +1:

_ 2X, Y, S 2X,Y,
Xn +yn (a2) yn +yn
a4) Demostrem per induccio que y, >y, ,;.
Xl + yl yl +y1 —
< =y,.
5 5 Y1
Suposem certa larelacio pera n=k, y, >y,
Demostrem la relacio pera n =k +1:
Xk +yk yn +yn —
< =y, .
2 @ 2 In

=0. Aleshores, X, <VY,.;-

> X,

n+l

Sin=1,y, =

Y =

b)
La successi6 {x,} és monotona creixent i afitada superiorment, aleshores és
convergent. Siga a = I[Ql X, a>0.

n

La successié {y,} és mondtona decreixent i afitada inferiorment, aleshores és
convergent. Siga b = "Ql Yo, b>0.
n

. . X, ty a+b
[im =Ilim 2" aleshores, b=——. (1
n®¥yn+l ey 2 ' 2 @

Aleshores, a=b.

. . 2X 2ab
lim x,,; = lim ;y”, aleshores, a = 2
ne ¥ X®¥ X +Y, a+b

El sistema format per les expressions (1) (2) és compatible indeterminat.




. , o X, +
La segona relacio de I'enunciat és y,,,, = “—y”, aleshores, x,
2
o L , . 2X,Y,
Substituint en la 12 relacio de I'enunciat x,,, = ——":
X, ty
n n

— 2Xnyn

n+l

. Simplificant:

n+l
XpuaYner = XY DTN,
Pertant, X .Y = X Y,-
Xns1Yna = X1Yq-
Calculant limits:
)I(igg‘ Xn+1Yne1 = X1Y1-

a? =x,y,. Aleshores, a=4/X,y; -

Ricard Peir6 i Estruch

+yn = 2yn+1'
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Ricard Peir6 i Estruch

Discutiu en funcié de k, el nombre de solucions de I'equaci6: kx- e* =0.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
Siga f(x) =kx - e*

El seu domini és R. Es continua i derivable en R f'(x) =k - e.

Sik=0
f(x) =- e* f(x) =0 no té soluci6 jaque e* >0 "xI R

Sik<0

f'(x)=k - e* <0, aleshores, la funcié és decreixent.
lim f(x)= lim (kx - e*)=+¥ - 0 = +¥ |

X® - ¥ X® - ¥

jim f(x) = lim (k- e7)= fim ex@X . 19=wy(-p=-x
e 4]

X® +¥ X® +¥ X® +¥ e

Aleshores, I'equacio inicial té una Unica solucio.

Sik>0

f'(x)=0, k- e* =0 l'equacié té solucio Unica, x =Ink.
f'(x) =-e*, f"(Ink)=-e" =-k <0.

Aleshores, x =Ink és el maxim de la funcio.

)J(l@m¥f(x):xlg®nj¥(kx— e ):—¥ -0=-¥.

im f(x)= im (- e*)= tim e @X 19= 1y (-n=-¥
X® +¥ x® +¥ x®@+  SgX 17}

f(Ink) =k Ank - €™ =k Ank - k

Si f(Ink) > 0 I'equacio té dues solucions reals distintes.
k:lnk-k >0.
Ink >1,ésadirsi k>e.

Si f(Ink) <0 I'equacio no té solucio.
Esadirsik<e.

Si f(Ink) = 0 I'equaci6 té una solucio.
Esadirsik=e.
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B2

Tres esferes del mateix radi estan sobre una taula de tal manera que cadascuna esta
en contacte amb les altres dues. Determineu el radi de I'esfera més gran possible que
es pot situar entre la taula i les altres esferes.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:
L’esfera que busquen sera la tangent a les tres esferes i tangent a la taula.
Siga R el radi de les tres esferes iguals i tangents entre elles

Siga r el radi de la 4 esfera situada entre les altres esferes.

Els centres de les 3 esferes tangents formen un triangle equilater de costat 2R.

Els centres de les 4 esferes formen un tetraedre recte de base un triangle equilater de
costat 2R i d’arestes laterals R +r.

L’altura del tetraedre és R-r .

Aquesta altura té per base el baricentre del triangle.

La mitjana del triangle equilater que forma la base és aplicant el teorema de Pitagores:

CM=+/(2R)? - R? =R\3

Per la propietat del baricentre:

D
3 3 C
D
Considerem el triangle rectangle CGD. R
Aplicant el teorema de Pitagores:
CD=R+r,DG=R-r:
.2 A Bl B
0
R+r)?=(R-r)° +‘§—‘/§Rj .
3 5 B D

4R :iR2 .
3

Aleshores, r =%R
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B3
La durada en minuts d’'una trucada telefonica de llarga distancia, s’assimila a una
variable aleatoria X amb una funcié de distribucié:
i0 quanx £0
Fy(X) = ,l o 2 4 X . Es demana:
i —e?® quanx>0
a) L'esperanca matematica o durada mitjana.

b) La probabilitat que la durada d’'una trucada estiga compresa entre 3 i 6 minuts.
¢) Una trucada ja porta 3 minuts. Probabilitat que no passe dels 6 minuts.

Solucio:
Calculem la funcio de densitat de probabilitat f(x).

i 0 quan x £0
Fy (x) =f(x), aleshores:  f(x) =1, =2

- X
3

—e ® +=e uanx>0 -
19 9 a B
a) L'esperanca matematica és: ,
+¥ -2X X 7
M=E(X)= ( xxx)dx = = & x>e3dx+—‘ xe 3 d
(0=Q xfWd=5Q 50 * s
-2X -2X -2X -2X 2x :
= -3 .= 3., _-3 = 9
A 3 dx=—xx3 +ZFp3dx=—xx3 -Ze3
O( | 2 2(f 2 4
u=x dx=dx
ﬁ _ ﬁ 1 310
dv=e3dx v=——e? i _
X X X x x f(x)
- - - _3 - -
e 3dx =-3xxe3 +3/p3dx =—xx3 -9e3
) | (0 5
u=x dx=dx
X X
dv=e3dx v=-3e?3
+¥
Aleshores, m=E(X) = Q x X (x)dx = 2.
b)
Siga A = la durada d’una trucada estiga compresa entre 3 i 6 minuts.
2 1,0 2 1 ,06_€e*-2
P(A)= Fx(6)- Fx(3) =&~ e *- 222 F- Ze?- Ze?2=2 "2, 01104.
e 3 3 g e 3 3 g 3e
c)

Siga B = la durada de la trucada siga major de 3 minuts.
Siga C = la durada de la trucada siga menor de 6 minuts.

P(B)=1- F,(3) =1- 5-—e 110252, 11
3° 5 3° '3

2 1
P(C) =F,(6) =1- Ze*- Ze 2.
(C) =F«(6) 3 3
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e3-2
—— 1 3
pc|B)=PBED) PA 36" _ ¢ 12, gu80.
P(B) PB) 3+e e?(e+3)
3e?
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B4
Demostreu que un nombre natural és un quadrat perfecte si i només si té un nombre
imparell de divisors.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucié:

Siga n un nombre natural, aleshores, n =p »p352 x.......... p2r on p;, s6n nombres
primersia,T N.

El nombre de divisors de n és (a, +1)(@, +1)x........... a, +1).

n és un quadrat perfecte sii només si a; és parell "i=12,....,r.

Siinoméssia, +1eésimparell "i=12,....,r.

Siinoméssi(a, +1)(a, + 1) x.......... a, +1) ésimparell.
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B5
Donat un nombre natural k, considerem la successio:

a, =k, a, =Jk+vk, a; =k + 0k K oo

Demostreu que a,, és convergent.
Calculeu |I’(gl a, =1I(k), indiqueu quina condicié compleixen els valors de k per als quals
n

I(K) és enter.

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

Podem definir la successié de forma recurrent: a, =4k +a,_, .

Vegem que la successié €s monotona creixent (demostracio per induccio):

a, = vk ++/k >JE=al.

Suposem que a, >a,,_;

anﬂ_z‘Jk*-an >'Jk-kaml::an

Vegem que la successio esta afitada per k +1 (demostracié per induccio).
a, =k <k+1,jaque k <(k+1).

Suposem que a, <k +1

a,,, =k +a, <+2k+1.

J2k +1<k +1,jaque 2k +1< (k+1)? =k? +2k +1.
Aleshores la successio té limit, per ser monotona creixent i afitada superiorment.
Siga I(k) el limit.

lim a, =lim /k +a,_; . Aleshores:
n® ¥ n® ¥

1+4/1+4k

(k) = /k +I(k) , resolent I'equacio, I(k) = >

Per a que I(k) siga enter, 1+ 4k ha de ser imparell i quadrat perfecte, és ha dir:
1+4k = (2p +1)?, pl N.

1+4k =4p® +4p+1.

k=p%+p.

k=p(p+1)

Aleshores k és producte dos nombres naturals consecutius.



Ricard Peir6 i Estruch

C1

Calculeu la integral Q g () Eg— -dx on E(x) és lafuncié part entera:

Oposicions Catalunya 1993.
Solucio:
(1993 () e oo

> 62% Q E(x)dx Q Eg——dx

E(x)=k kE£x<k+1 onk=012,...

En la grafica hi ha 1993 rectangles de base 1 altures: 0, 1, 2,....., 1992
1993 0 +1992
Q E(X)dx =10 +1x1+1X2 +........ +1X1992 =0+1+2+....+1992 271993:996><1993

EEZ9=Kk 2kEx<2k+2 onk=012,...
e2g

En la grafica hi ha 996 rectangles de base 2 i altures: 0, 1, 2,....,995 i un rectangle de
base 1 altura 996.

RLEE
E89(_9dx 2X0+2X+2X2+..... +2>@95+1>®96:20+995

996 + 996 = 995 X996 + 996 = 9962

OB E(X) e 80 1993 1 -
EX) BB =L 37 Ewdx- o ES%x = 19961993 - 9967 = 498.
> EG Q (dx- @ Bgy=dx=7
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El nombre d’or en el pentagon.
Demostreu que la proporci6 entre la diagonal i el costat d’un pentagon regular és el

1+4/5
2

nombre d’or F =

Demostracio 1:
Siga el pentagon regular de costat AB =a
Siga la diagonal del pentagon AC =d

Per ser inscrits en la circumferéncia, els angles E B
360° 3 360°
DBAcz% = 36° DABC= 25 =108° "

L’angle BACB=36°
Els angles DABF=72°, B AFB=180°- (36°+72°)=72°,

D -
El triangle ABF és isosceles, per tant, AF = AB = a
360°

Per ser inscrit en la circumferéncia, I'angle DCBF:% =36°

D D
Els triangles ABC i BFC s6n semblants:
Pel teorema de Tales:
AC BC d
-2 p 822 p at=dd-a) b

AB  FC a d-a
,2 2
b o?-ad-a2=0 b d=2*V2 *4a =al+“/g
2 2
Per tant, E=1+‘/§
a 2

Nota: el valor negatiu de la solucié no és valid perqué la diagonal és positiva.

Demostracio 2:

Tot poligon regular esta inscrit en una circumferéncia. D
Considerem el pentagon regular ABCDE
Siga a=AB,d=AD. E
Aplicant el teorema de Ptolomeu al quadrilater inscriptible ABCD:
ACxBD = AB xCD +BC xAD .
d> =a?+ad
.2
Dividint per a?: 222 - 9. 120 A B
eag a
Resolent I'equacio en la incognita d : d_1+ J5 =F.
a a 2 D
Demostracio 3:
Considerem el pentagon regular ABCDE. E
Siga a=AB,d=AC.
BCAB =BDACB = 36° (per ser angles inscrits en una circumferéncia i
o
abracar un arc de So0L 72°).
5 A B

DABC =108°.
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D -
El triangle ABC és isosceles. Siga M el punt mig del segment AC.

D
El triangle ABM és rectangle. Aplicant raons trigonometriques:

cos36°= ﬂ -4 (2)
AB 2a

D
Aplicant el teorema dels sinus al triangle ABC :
d _sin108° _ sin(72°+36°) _ sin72°cos 36°+sin36°cos 72° _

a sin36° sin36 sin36°
_ 2sin36°cos 36°+ sin36° (cos® 36°- sin® 36°) _
sin36°
= 4cos? 36°- 1.
N .. d_ eed o
Substituint I'expressio (1): —=4¢—= -1
a el2ag
. 2 d
Simplificant: g—— -—-1=0
edg a
Resolent I'equacio en la incognita d : d_1+ J5 =F.
a a 2
Cc2

Considerem un pentagon regular. En tracar les diagonals es forma en el seu interior un
nou pentagon regular. Quina és la relacié entre les arees dels

dos pentagons. O

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio: E

Siga el pentagon regular ABCDE, a = AB. ‘ ' C

La proporcié entre la diagonal i el costat del pentagon és el

nombre d'or F = 1+45 : ‘\
D 2 D o B

Els triangles CFD, ADE s6n semblants, aplicant el teorema de

Tales _

CD_DF a _DF z_a

AD AE’ aF a’ F

Els trlangles ABD GFD aplicant el teorema de Tales:

AB_GF gr.a

BD DF F

Els pentagons ABCDE, FGHIJ sén semblants, aleshores, les arees sén proporcionals
al quadrat de la proporcio dels costats:

= ¢
S ascoE @\BO —¢c & + _p4
SecHi éGF ¢a-
&F2 5
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C3
Un bast6 de longitud h es trenca en tres trossos a l'atzar.
Calculeu la probabilitat que amb els tres trossos es puga construir un triangle.

Solucié:
Podem suposar sense llevar generalitat que el bast6 és de longitud 1.
Donar dos punts P, Q del segment de longitud 1 equival a donar un punt M(x,y) en el

guadrat de costat 1 en queé X, y tenen distribucions uniformes en ]OJ{ independents.

Suposem x <y

A fi que és puga construir un triangle s’ha d’acomplir la desigualtat triangular:
] 1
i y > E

IxX+(y- x)>1-y |

|lx+(1- y)>y- x que és equivalent a: |lx- y>_7.
. i 1

Hy-x)+@-y)>x -
(X<
|

Analogament si x >y s’ha d’acomplir:

s . ‘s 1
L'area de les dues regions té area 2

Aleshores, la probabilitat és p = %
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C4
a) Trobeu tots els enters positius n tals que 2" - 1 és divisible per 7.
b) Demostreu que no existeix cap enter positiu tal que 2" + 1 és divisible per 7.

Solucid:

a)

n pot ser de les formesn=3k, n=3k+1, n=3k +1
i) Suposem n = 3Kk.

2n-1=2%-1=(3) - 1=(23- 1)3(23)“ +(22) 2 4 22 420

:7§23)k'1+(23)k'2+ ........ +23 419,

Aleshores, si n =3k, 2" - 1 és divisible per 7.

i) Suposem n =3k +1.

2n _ 1:23k+1 _ 1:2:23k -1= 23k +23k -1.

Per l'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

23 no és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +1, 2" - 1 no és divisible per 7.
iil) Suposem n =3k +2.

2" - 1=2%"2 - 1=45Q% - 1=3x2% +2% - 1,

Per 'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

3 2%k no és mdltiple de 7.

Aleshores, si n =3k +2, 2" - 1 no és divisible per 7.

b

A)nélogament n pot ser de les formesn=3k, n=3k+1, n=3k +1
iv) Suposem n = 3K .

2" +1=2% - 1+2

Per 'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k, 2" +1 no és divisible per 7.

v) Suposem n =3k +1.

2" +1=2%" +1=25Q% +1=2% 423 +1=2% - 142% - 143,
Per l'apartat (i) 23 - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +1, 2" +1 no és divisible per 7.

vi) Suposem n =3k +2.

2" +1=2%"2 +1=43% +1=4(2% - 1) +5.

Per l'apartat (i) 2% - 1 és multiple de 7.

Aleshores, si n =3k +2, 2" +1 no és divisible per 7.
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C5
Considerem la successio de Fibonacci a, =a, =1, a,, =a,+a,,; n3 2.
Demostreu que es compleixen les seglents relacions:

a)a,, =1l+a, +a, +...... +a,.

b) a, xa,,, =a,”> +a,” +......... +a,’
2

C) an+l - an >an+2 + (' 1)n

Oposicions Catalunya 1993.

Solucio:

a) Ho demostrarem per induccio:

Sin=1, a;=a +a,=1+1=2, 1+a, =1+1=2.Aleshores, a; =1+a,.
Suposem certa larelacio pera n=k, a,,, =1+a; +a, +....... +a,.
Demostrem la relacio pera n =k +1:

Qyigir = Qs =84, Ty :|(1+ a,+a, +....+ta)+ta,,,.

b) Ho demostrarem per induccié:

Sin=1, a,xa, =1x=1, a,” =12 =1. Aleshores, a,xa, =a,’.
Suposem certa la relacio pera n =k, a, Xa,,; =a,” +a,” +....... +a,
Demostrem la relacio pera n =k +1:

_ _ . 2 _(, 2 2 2 2
Ay Bprp =By @y +8y) Ty A By ﬁl(al ta, to ta, )+ak+1 -

¢) Ho demostrarem per induccio:
Sin=1, a,”=1%>=1, a,xa, +(-1)' =1x2- 1=1. Aleshores, a,° =a, xa, +(- 1) .
Suposem certa la relacio pera n =k, a2, =a, xa,,, +(- )*.
Demostrem la relacio pera n =k +1:
Ay Byez = ak+1(ak+1 + ak+2) = ak+12 + 8y MGz T8 A +(- D" +ay, 8y, =
= (ak + ak+l)ak+2 +(- D =ay,, X, +(- D¢ =a,,,” +(- D,

2 - k — k+1
Aleshores, a;,, =a,, 5 - (-1)" =a,,,;%,,; +(-D".



