Ricard Peir6 i Estruch

1.- Siga M una matriu quadrada d’ordre 2 i coeficients reals, verificant la igualtat:

M2 -2M-31=0 (1) on | és la matriu unitat d’ordre 2.

Siga M, (R) I'espai vectorial sobre el cos R format per totes les matrius quadrades
d’'ordre 2. Siga V el subespai engendrat per M i I.

a) Determineu totes les matrius que verifiquen la relacié (1) i tals que la dimensi6 de V
siga 1.

a9

Pg

c) Es suposa que M verifica (1) i és distinta de les matrius de I'apartat a).

Determineu en V totes les matrius que verifiquen P? =P .
Oposicions Cantabria 2006.

b) Determineu totes les solucions de I'equacio (1) de la forma M = E@
q

Solucio:
Siga M _= b% M? - 2M - 31 = 0. Aleshores:
& dj
@° +bc-2a-3 ab+bd-2b 0_a® 00 _
) HE = lgualant els elements:
é ac+cd-2c  bc+d°-2d-35 & Og
ia?+bc-2a-3=0

{b(a+d- 2)=0

ic(a+d-2)=0

Ibc +d%- 2d-3=0

Sib=c=0

a=-13, d=-13

Aleshores:
&1 00 &1 0§ B8 00 a8 00

Mﬁg I Mz=g I Mszg I Mﬁg T
0 -1y 0 35 0 -1y 0 35

Restant la primera i quarta equacié del sistema:
a?-2a-d*+2d=0.
(a+d- 2)(a-d)=0

Sia-d=0, a=d

Substituint en la 22 i 3 @ equacio:
b(2a- 2) =0, c(2a-2)=0.
Aleshores, a=10bé b=c=0.
Si a=1, aleshores, d=1, bc =4.

Per tant:
ol bg
Mg =4 10 b10.

& o

Sia+d-2=0, d=2-a.
Resolent la primera equacio en la incognita a:

a=111/4-bc, 4-pbc30

Per tant:
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M, = artV4-be b 2 4 >0
° é c 1-4/4 ng’

M :3§-1/4-bc b ® 4be>0
! é C 1+ 4-bcg'

a)

<M I>=<I1>, dim<M;,I>=1, <M, I>=<1>, dim<M,,I>=1,
{Mz,} son LI, dim <M,,1>=2
M.} sén LI, dim <M,,1>=2
{MS,} sén L.l , dim <M,,1>= 2
M. 1} s6n LI, dim <M1 >=2
{M_.} sén LI, dim <M., 1>=2

b)

Siga M = gq p9 resolem M? - 2M - 31=0:

_on. ] o_a® 08
gi? +q°-2p-3 ; 2p(21 29 20 09 Igualant els elements:
2pq-2q  p’+q’-2p-35 & 0

‘I 2 2_ _ : = = 1 =
,'p *9°-p-3 Resolent el sistema: |p :,p 3, :,p %p 1
72q(p- 1) =0 {q=0 "{q=0"{q=27q=-
Les solucions son:

el 090 a8 00 a 20 ael - 20
Ml—g M, = g , My = g M, :

0 -1y 0 35 2 1y -2 154

c)

Siga I'expai vectorial <M, > tal que M? - 2M- 31 =0.

Siga P1 <M,1>, tal que P? =P
P=a:M+b:l, abl R

@M +b %) =axM+b

a? % +2abxM+b*x=a>M+bx

Com que M? =2M +3|

a?(2M +31)+ 2ab xM+b2 % - axM- bx =0
(2a2 +2ab- aM+(3 +a? +b?- b =0
Per ser {M,I} linealment independents:
j2a®+2ab-a=0

I, b2 b . Resolent el sistema:
13a”“+b“-b=0

a=_1
=0 4
0 3
4

ja
I
b=

|
1
| b=
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Siga
1 06
M, =§e 8 aleshores:
0 3p
a® 006 A 006 a® 006 g 00
Py :go 031 P, :gO 1?1 Ps :gO 1?1 Py :gO Oi-
2 2 2 2

Siga M, :Ei 0 2 aleshores:

'lg
06 06 0 0
p=f %2 p,=F % p F % p-p %
gO Og gO 1y gO Oy gO 1y
ol bo
Siga M, =¢4 1. aleshores:
b @
éae_L bo 881 -bo
a® 00 aa 006 _ 4. _Z92 4.
Pl:go 031 Pz:go 131 P5_g% i:a 6_9__21 i:
b 20 éb 2 &
/4 - 0
Sigal\/|6:§ng 4- be P 2 4-be>o0.
c 1- +/4-bcg
A 1 —— 1 0
178 o5 2780 15 1 !
é ZC E-— 4-pbct
elitfazoc b °
Pp=¢2 4 L1 +
g =c —- =A4-bcZ
4 2 4 [7]
- J4- o]
Siga M, =g V4~ be b 2 4.bcso.
é c 1++/4- bc g
al 1 1 o]
® 06 @ 05 G g4-be 20 =
1=g0 0_1 P, = 0 1:1 Pg =¢ 1 )
g 2 é 7° StgVA-bes
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2.- En un triangle equilater s’inscriu un cercle. A continuacio s’'inscriuen tres cercles
tangents exteriors al primer i tangents a dos costats del triangle. A continuacio
s’inscriuen altres tres cercles als tres cercles anteriors i a dos costats del triangle i aixi
successivament i indefinida.

Determineu la part o proporcio de I'area del triangle ocupada pels cercles inscrits.
Oposicions Cantabria 2006.

Solucié:

- D
Siga a = AB el costat del triangle equilater ABC .

V3

Aplicant el teorema de Pitagores I'altura del triangle equilater és: AH = 7a.

Siga | I'incentre del triangle. L'incentre del triangle equilater
coincideix amb el baricentre i divideix la mitjana en dues parts que
estan en proporcio 2:1. Aleshores:

A-2an-Y3, H-lam-3

Al=—AH=—a,IH==-AH=—a.
3 3 6

w

D D
Els triangles ABC, ADE soOn semblants, aleshores les seues
altures son proporcionals. Calculem la raé de proporcionalitat:

N3 43
AF _AH-24H % 7379 1
AH  AH V3 3
2

D D
Aleshores els radis de les circumferencies inscrites als triangles ABC, ADE son
proporcionals i la rad és 3:1.

D
g a el radi de la circumferéncia inscrita al triangle ABC.

Ve

Ta2 . Aleshores:

Sigar, =IH =

D
L’area del cercle inscrit al triangle ABC és

D
El radi de la circumferencia inscrita a ADE és: r, = %ga
3 69 1 1
L’'area de les tres circumferéncies és 3 ﬁpg——a— .= §pza2 :
2 g
El radi de la segona iteracio €s: r, = lli
336
60 aelo
L’area de les tres circumferéncies és 3 >9p —a- ;— —< p= a
+ egg 4
El radi de la n-ésima iteracio és: r, = aelg £
e3g 6
.2 A
N . o T3 02 me 1,
L'area de les tres circumferéncies és 3 xipéc=+ —a> -=¢-+ p-a“.
E 8 3 6 a = egg 4
[

La suma de les arees de les circumferencies de n iteracions és:



.2 " .n o)
Sn :ipa2 +¢a_2a2 éﬁ_g B 2+€e1'_9 pa2 +9_— Raz_:
12 894 e9¢g 4 e9g 4 e9g 4 P
_1 o By s &l Op
=—pa’+5=+C=F +C=% +..+C=* —a’=
12 §9 e9g €90 e9g ;4

é%-(..jrﬁl 19

T
=%pa2 +g%+%a2.

¢ 5-1 :

& 5

La suma de les infinites arees és:
s 1Pa2 00
84 96
La proporcio de I'area del triangle ocupada pels cercles inscrits és:
1 .,
9™ _1143p
3, 72

4

1
S=_"pa’
12p
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3.-

e’-1

eX+1

b) Calculeu la longitud d’arc de la corba anterior entre x=2 y x=4.
Oposicions Cantabria 2006.

a) Estudieu i representeu la funcio, f(x) =1In

Solucio:
a)
Domini:
. x_1 0 R
Dom f(x) = | xi RIE—F>0y={xi RieX >1=]o+¥[.
1 e*+1 b
La funci6 es continua i derivable en |0,+¥].
! 2e* -2e3 . 2e% - 2eX(e¥ -1
f'(x) = ™ , f'(x) = > — = 2( > ).
e’ -1 (e"-l) (ex-l)
Punts de tall amb I'eix d’abscisses:
. e’-1
f(x)=0 si

1 =1, esta equaci6 no té solucid. Aleshores la funcié no té punts de

X

e
tall amb els eixos coordenats.

Monotonia i extrems locals:

Notem que f'(x)>0, " x1 ]O,+¥ [ Per tant la funcio és creixent en el seu domini.
Concavitat, convexitat, punts d’inflexio:

f'(x) <0, " xT Jo,+¥[. Per tant la funci6 és convexa en el seu domini.

. & e"-10
lim f(x)=In¢ lim T = In)=0 g
X® +¥ X®+¥ X 4 leﬁpital

Aleshores y =0 és una asimptota horitzontal
guan x tendeix a +¥ .

& X_.10

lim f(x) =Inglim 12 = In(o)=-¥ .
x®0* x® +¥ X 1@1—16pltal
Aleshores x =0 és una asimptota vertical
guan x saproxima a 0 per la dreta.

b) La longitud d’arc és igual a:
\4 e2X +1

2 _ 4
0 1+(f'(x))°dx = Q—(ex e D) dx

Efectuant el canvi t =e* i resolent una
integral racional amb arrels reals simples:

(‘5 1+(F (x)2dx =In(e* +1)- 2.
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4.- Determineu la probabilitat que I'equacié de segon grau x? +2bx +c¢ =0 amb

bel [-1,1], 1T R tinga solucions complexes.
Calcula la probabilitat si b,cT R.

Oposicions Cantabria 2006.

Solucio:

L’equacio té solucié complexa si el discriminant és negatiu: 4b? - 4¢c <0.

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(c, b) en el quadrat ABCD de

costat 21 , A(l,1), B(-1,1), C(-1,-1), D(l -1 )tal que verifiqguen
b?-c<0
Calculem la intersecci6 de la parabola ¢ =b?. I larecta ¢ =1

ic = 2 =- Ix =

.'C b , Les solucions son}X JI_, }jx g

ic =1 ty =I ty =1

Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 2| .

Suposem | 3 1.

Els casos favorables corresponen a I'area del rectangle de costat | | 241 menys

larea de la parabola entre [ JoA J

L'area de la parabola entre l NN E J és:
ab® o i7" 2
2Q b2db =2 m =214
m 3
0

L’area de dos rectangle de costat, | , 241 és 2141
Els casos favorables son:

2l ﬁ-glﬁ.

Aleshores la probabilitat és: p = 2 ==—.

Suposem | <1.
Els casos favorables corresponen a I'area de la meitat del quadrat de
costat 2| , menys l'area de la parabola entre [- 1,1 ]

L’'area de mig quadrat de costat 21 és: 2| 2.

0.5

|
L'area de la parabola entre |- 1,1 | és: 2() bdb = Zg—:u ——I 3,
Els casos favorables son: 2| 2 - %I 3,
2|2 3| 3
Aleshores la probabilitat és: p = 2 23 -3 él
Si b,cT R la probabilitat és: p = “gl%|£: 0.




