Ricard Peir6 i Estruch

Oposicions Castella la Manxa 2006

1.- Determineu I'envolupant de la familia de rectes que formen amb els eixos
coordenats triangles d’area constant S.

2.- Proveu que (274)9 - (253)6 és multiple de 37.

3.- Determineu la condicié necessaria i suficient que ha de complir la base a d’'un
sistema de logaritmes a fi que en aquest sistema existesca, almenys un nombre igual
al seu logaritme.

4.- Un calaix conté mitjons solts blanc i negres. Si s’extrau dos mitjons a I'atzar, la
probabilitat que ambdds siguen blancs és % . Calculeu:

a) El nombre minim de mitjons que conté el calaix.
b) EI nombre minim de mitjons que conté la caixa si el nombre de mitjons negres és
parell.



Ricard Peir6 i Estruch

1.- Determineu I'envolupant de la familia de rectes que formen amb els eixos
coordenats triangles d’area constant S.
Oposicions de Castella la Manxa 2006.

Siga la recta que passa pels punts P(a,0),
Q(0,b) una recta de I'envolupant.

D
L’area del triangle OPQ és S.
Aleshores: ab =2S.

1

Aquesta recta té equacio +%
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Siga f(x,y,a) =—+—vy-1
ga f(x,y,a) 2 28y

La corba envolupant acompleix:
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Aillant a de la segona equacio: a = _[2S—.
y

Substituint en la primera equacio: X 4+ -1=0
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Elevant al quadrat:

=S
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2.- Proveu que (274f - (253)° és muiltiple de 37.
Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucio:
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, a** © 1(mod p) ):
37 és un nombre primer:

(274) =27% o ymod37).

(252) =5% © ymod37).

(274) - (25°) © 1- xmod37) ° O(Mod37).
Aleshores, (27“)9 - (253)6 és mdltiple de 37.
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3.- Determineu la condici6é necessaria i suficient que ha de complir la base a d’'un
sistema de logaritmes a fi que en aquest sistema existesca, almenys un nombre igual
al seu logaritme.

Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucio:
Per a ser una base de logaritmes a>0, a ! 1.
Considerem la funcio:

f(x) =log,(x)- x = In - X.
Ina
El domini d’aquest funcié f(x) és ]0,+¥ . Es continua i derivable en el seu domini:
1 -1
f'(x)= -1 f'(x) =
0 xxna () = x* Ana’

Suposem O <a<1.

lim f +¥ . lim f(x)=-¥ .
Iim, (x) = Jim, (x)

Notem que en el seu domini f'(x) = )41 - 1< 0. Lafunci6 és decreixent.
x3n a
Aleshores existeix un Unic punt x tal que f(x) =0, és a dir:
log,(x) =x.
Suposem a >1
I 100 =¥ Jim 109 =-
f'(x)=0
! - xziT]O,+¥[. f" %= ina<o0
x¥n a Ina §| ;

1 ., L. .
Aleshores, x = na és el maxim de la funcio.
na

s : u 1€ . uil
La funcio és creixent en ,;p,l—é, I s decreixent en ul_ +¥ 5
n a..
u e

('D(P) [N

@1 0_-In(lna)-1
na;  Ina

In(lna)=-1siinoméssi a=e®
Sia=e® lafuncio f(x) té un Unic punt x =e tal que f(x) =0
o -In(lna)- 1

Ina
negativa, aleshores no té punts de tall.

Sia>e® , aleshores fg el <0. Aleshores la funcié f(x) és definida

o -In(lna)-1
Ina
de tall. Aleshores tindria dues solucions.

Sil<a<e® , aleshores fgl el > 0. Aleshores la funcié f(x) té 2 punts
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4.- Un calaix conté mitjons solts blanc i negres. Si s’extrau dos mitjons a I'atzar, la
probabilitat que ambdas siguen blancs €s % . Calculeu:

a) El nombre minim de mitjons que conté el calaix.

b) EI nombre minim de mitjons que conté la caixa si el nombre de mitjons negres és
parell.

Oposicions Castella la Manxa 2006.

Solucio:

Siga n el nombre de mitjons blancs.

Siga m el nombre de mitjons negres.

Siga S el succés treure dos mitjons blancs.

a)
1
P(S) =5
ano n!
P(S) = gza - 21(n- 2)! _ n(n- 1) .
a8 +mo (n+m)! n+m)(n+m-1)
2 5 2(n+m-2)
nn-1 _1

(n+m)(n+m-1 2°
n?- 2m+Yn+m- m? =0.
Resolent I'equacioé en la incognita n:

= 2m+1+4/8m2 +1

2
Sim=1, n=3
Aleshores, n+m = 4 el nombre minim de mitjons és 4, 1 de negre i 3 de blancs.

b)
Suposem m = 2Kk .
Analogament:

0ok 1++/32k% +1
2
Per a ser n natural 32k? +1 ha de ser un quadrat perfecte imparell.
Per tant, 32k? +1=(2s+1)?
8k? =s(s+1)

Aleshores, k? =9 0 k? =7 (aquesta darrera equacié no té solucio entera)
Per tant, k = 3.
m=2:3=6.

n= 13 ++/289 _
2

Aleshores, n+m =21 el nombre minim de mitjons és 21, 6 de negre i 15 de blancs.

15.



