Ricard Peir6 i Estruch

1.- Determineu els vertexs d’un quadrat sabent que:
a) El seu centre esta en (2, 3)

b) Si es trasllada el centre a I'origen, es gira un angle de 60° en sentit positiu i es
redueixen els costats a la meitat, els vertexs del nou quadrat sén els afixos de les
arrels d’'un polinomi de grau quatre amb coeficients reals, essent una de les arrels
x=1.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:

Si un quadrat A”B”C”D™ de centre (0, 0) té un vertex en
B™(1,0), els altres vértexs son:

A"'(0,9,D"'(-10),C"'(0,- 1) .

El quadrat A"B"C"D” traslladat de I'anterior en la direcci6
v =(2,3) els seus vertexs son:

A"(2,4),B"(3,3),C"(22),D"(1,3) .

El quadrat A’'B’C’'D’ de centre P(2,3) augmentant els costats
de I'anterior el doble (homotecia de centre (2,3) i rao 2) té

vertexs: o
A'(2)5),B'(4,3),C'(21),D'(0,3).

Determinem les coordenades del quadrat ABCD girat de
lanterior - 60° amb centre P.

Siga z, I'afix del punt A, siga z I'afix del punt P.
PA' =2.
Zy - Z= 24

Aleshores, A(2 +4/3, 4).

Siga z, l'afix del punt B, siga z l'afix del punt P.

Z, - Z =230 gpo

Aleshores, B(3,3 - J§)

Siga z, I'afix del punt C, siga z I'afix del punt P.
Z3- Z= 2450 1500
Aleshores, A(Z- J3, 2).

Siga z, I'afix del punt D, siga z I'afix del punt P.
Z,- 27230 5790

Aleshores, B(],S + J§)
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2.-

a) Determineu el lloc geometric dels punts del planol el producte de distancies dels
guals a dos punts fixos F i F’ situats entre si a una distancia 2a, és constant i igual a
a’.

Identifiqueu la corba.

b) Calculeu I'area del recinte afitat per la corba anterior.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
Siga F(a,0), F(-a,0).
Siga P(x,y) un punt del lloc geometric.

d(P,F)xd(P,F') = a2.

J(x- a)’ +y? >c\/(x+a)2 +y? =a’.
Elevant al quadrat:

((x- a)? +y2X(x- a)? +y2): a’t.

(X2 +y2)2 _ 2a2(x2 _ yz) =0

Es I'equacio de la Lemniscata de Bernoulli.

Escrivim I'equacio en forma polar:
Efectuem el canvi x =r :cosq, y =r :sinq.

r*-2a%r?cos2q=0.
r? =2a%>0s2q.

L’area del recinte afitat per la corba és:

p
4 Q' 2a’® cos2qdq: = 4a28§In 298
&2 5 €2

=2a2.
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3.- S’escullen dos punts X, y, en l'interval [0,1]. Determineu la probabilitat que és
verifique simultaniament que la seua suma siga menor que 1 i que el seu producte siga

. 3
major que —.

Jor g 16
Oposicions Extemadura 2006.
Solucio:

L’experiment és equivalent a escollir un punt aleatori M(x,y) en el quadrat de costat 1
tal que verifiquen

ix+y<1
y>i
f 16 y\

Els casos possibles son I'area del quadrat de costat 1
Els casos favorables és I'area de la regi6é dins del quadrat

0.5
afitada per larecta x+y =1 ila hipérbola xy = % .

Calculem l'area. ac

La intersecci6 de la recta i la hipérbola ve donada per la
solucio del sistema:

eveq lx=l 23

pxry=1 3% Y 70

| 3 .

Xy =— ] 3 1

17 716 jx==y==
P37y

L’area factible és:

dg?[ x- = O=1:3n1
16x g 4 16 3

La probabilitat p de I'experiment és:

1,302
p=4 16 3_1,3, 1

1 4 16 3
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4.- Siguen a i b dos nombres enters.
Demostreu que I'equacié (x- a)(x - b)(x - 3) +1=0 no admet més d’una solucio

entera.
Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
(x-a)x- b)(x-3)=-1.

El producte de dos enters és - 1 siun és 1il'altre menys 1.
Si les tres solucions foren enteres aleshores cadascun dels tres factors és:

ix-a=-1 1ix-a=1 ix-a=1 ix-a=-1
%x—bz—l, |lx—b=1 , |lx—b=—1, |lx—b=1 .
Ix-3=-1 Ix-3=-1 Ix-3=1 Ix-3=1

ix-a=-1 ia=3

Si :’x -b=-1, :'b = 3. Aleshores I'equacio seria:
¥x -3=-1 'll'x =2

(x-3)(x-3)(x-3)+1=0

Té una soluci6 entera x =2 idues complexes.

ix-a=1 1ia=1

Si .lx-b=1 , }b:l.AIeshores I'equacio seria:
¥X-3=-1 ¥x=2

(x-D(x-D(x-3)+1=0.

x3-5x2+7x-2=0.

(x- 2)(x* - 3x +1) =0. L’Ginica solucid entera és x=2.
ix-a=1 ia=3

Si .lx-bz-l, .lb=5.AIeshores I'equacio seria:
¥x-3=1 '|1'x=4

(x- 3)(x-5)(x-3)+1=0.

x3 - 11x? +39x - 44 =0.

(x- 4)(x? - 7x+11) = 0. L’tinica solucid entera és x = 4.

ix-a=-1
Analogament si le -b =1 [IUnica soluci6 entera seria x=4.
Ix-3=1

Si equacio de tercer grau amb coeficients enters té dos solucions enteres la tercera
també és entera.

x® +cx? +dx+e =0 c,efl Z.
Siles arrels son mni Z, qT Q
Per les formules de Cardano Vieta:
-(m+n+qg)=c

Aleshores, ql Z.
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5.-Siga a, =2" +22" +2%" nl N.
a) Demostreu que "ni N, a,,, éscongruent a, modul 7.
b) Determineu els valors de n que verifiquen que a, és divisible per 7. Apliqueu el

resultat obtingut per esbrinar si els nombres que en sistema de numeracié de base 2
s'escriuen 1110,, 1010100 (,, i 1001001000 , son divisibles per 7.

Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
a)
A, - @, =2M3 422046 4 340 (2n + 22 +23n)=

= 732" + 632" +511%" = 7(2" + 902 +73x2%" |0 o(mod7).
Aleshores, a,,; és congruent a, modul 7.

b)
Aplicarem el teorema de Fermat: (si p és primer, a** © 1(mod p) ):

Siga n=6k:
a, = 2" +22 +2% =<' + (22 ) + 2% ) 0 141 +1mod7) ° 3(Mod7).

Siga n =6k +1:
—on 4920 L 53n _ [k |° 2% )f 52 3k )0 53 N N
a, = 2" +22 +2%" = (2% 2.+ (2% 22 4 (2% 23 0 2+ 4.+ 8(mod7) © O(Mod7).

Siga n=6k +2:
— on 2n 3n — [k 1B 52 2k 16 H4 3k 16 N N
a,=2"+2"+2 —(2 ) 2 +(2 )2 +(2 )2 °©4+16+1(mod7)° 0(mod7).

Sigan=6k+3:
— on 2n 3n _ [k 853 2% )° 56 3k |8 H9 N A
a,=2"+2" +2 —(2 ) 2 +(2 ) 2 +(2 ) 2° © 8 +1+8(mod7) ° 3(mod7).

Sigan=6k+4:
a, = 2" +2%0 +23 = (2 24 + (22¢)°28 + (23 212 © 16 + 4 +1M0d7) © O(MOA7).

Siga n=6k+5:

— on 2n an — [ok ¥ 55 2 |8 510 3 |8 515 N N
a, = 2" +2%0 +2% = (2 25 + (2% 210 4 (23 ° 215 0 32416 + 8(M7) © O(MOAT) .
Aleshores a,, és divisible per 7 quan n=6k+1, n=6k+2, n=6k+4, n=6k +5.
1110, = 2" +2% + 2% en aquest cas n =1, aleshores 1110, és mdiltiple de 7.

1010100, =2° +2* +2°, en aquest cas n = 2, aleshores 1010100 , és multiple de 7.

1001001000 , =2° +2° +2°, en aquest cas n = 3, aleshores 1001001000 , no és
multiple de 7.
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6.-Un got cilindric de radi a i altura h esta inclinat de forma que 'aigua de l'interior
bisecta la base i toca la vora superior del got. Determineu el volum de I'aigua
continguda en el got.

Oposicions d’Extremadura.

Solucié (Dani de la Paz):

Considerem el cilindre x? +y2 =a? de radi a i altura h.

L’aigua bisecta a la base en els punts A(- a0,0), B(a,0,0) i la vora del got és el punt
C(0,-a,h).

Determinem el planol P que passa pels punts A, B, C que talla el cilindre formant mitja
el-lipse.

CA =(-aa-h), CB=(aa-h).

L’equaci6 del planol és: —

x-0 y+a z-h "~\_ )
Pel-a a -h|=0,
a a -h

I]"'\-

“x
P © (x- 0)(-ah +ah)- (y+a)(ah+ah)+(z- h)(-a®- a%?)=0. N 7‘
P©°az+hy=0. %

El volum V del cilindroide limitat en la seua part superior per la
superficie z =f(x,y); en la part inferior pel planol z =0 i
lateralment per la superficie cilindrica recta que talla z =0 en el recinte R és:

V = @ (x.y)dy xdx.
R

_,.-

La superficie R és mitja circumferencia de radi a:
-afy£0, x*+y?=a?



