Ricard Peir6 i Estruch

Oposicions de Valéncia 2005.
1.- Una linia d’autobusos té longitud L. La probabilitat que un passatger puge a

autobuds en les proximitats del punt x €s proporcional a x(x - L)2 i la probabilitat que

un passatger que va pujar en el punt x, baixe en el punty és proporcional a (y - x)"
h>0.

Calculeu:

a) Les constants de proporcionalitat d’ambdues probabilitats.

b) La probabilitat que un passatger no puge a l'autobls abans del punt z del recorregut
de l'autobus.

c) La probabilitat que un passatger que va pujar en el punt x baixe després de z (punt
del recorregut de I'autobus).

2.- Siga a = % , demostreu que per a qualsevol enter positiu n se verifica la

seguent desigualtat:

ie;ll— (1- a)? +ay1- (1— az)2 +..+am 11 (1— a”)2 §<%

2005 &

D - -
3.- En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD laltura, siga BF la bisectriui E la
interseccio de AD, BF. Proveu que:

D
a) Eltriangle AEF és isosceles.
b) DC >2xEF.

4.- Donats els nombres u=1+~/2, v =1- 4/2, construim les successions {a, } y {o, }
tals que verifiquen per a n =12.3,.... les relacions:

u"=a, +b, /2. v" =a, - b 2.

1-

a) Demostreu que les successions {a, } i {b,} sén creixents.

a, . ., .
b) Demostreu que —* és una fraccio irreductible.

n

. FTUI -
c) Determineu el limit; lim &~
ne ¥ bn
2.-
a) Calculeu les seglents sumes:
S, =u+u®+ud+...+u"
S, =a,+ta,+ta; +...+a,
S",=a,+a, +ta; +...+a,

. oS
b) Determineu el limit: lim =2
n® ¥ S"n

3.-
a) Demostreu que existeixen dos nombres fixos a i b tals que:

a,, —axa, +tbxa,
bn+2 =a >43n+1 + b>43n
i determineu el nombres a i b.

n+2

b) Calculeu les arrels de 'equacié x? = ax +b . Expliqueu el resultat obtingut.
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1.- Una linia d’autobusos té longitud L. La probabilitat que un passatger puge a
lautobUs en les proximitats del punt x és proporcional a x(x - L) i la probabilitat que
un passatger que va pujar en el punt x, baixe en el punt y és proporcional a (y - x)"
h>0.

Calculeu:

a) Les constants de proporcionalitat d’'ambdues probabilitats.

b) La probabilitat que un passatger no puge a lI'autobus abans del punt z del recorregut
de l'autobus.

c) La probabilitat que un passatger que va pujar en el punt x baixe després de z (punt
del recorregut de I'autobus).

Solucio:

a)

Siga X la variable que ens ddna el punt on puja un passatger.
Siga Y la variable que ens déna el punt on baixa un passatger.

La probabilitat que un passatger baixe en Y =z depén del punt x on ha pujat.

La funcié de densitat de la variable X és f(x) =kx(x- L)?>, O£ x£L.

Per a ser una funcié de densitat ha d’acomplir QLf(x)dx =1.

L
L L 4 3 2 O:I
1= Qke(x - L)%dx = kQ(x3 S 2Lx? +L2x)dx =k - 2L X 12 X5 = L
§4 3 2 o 12

Per tant, k = t—f . Per tant la funcio de densitat és:
12 2
f(x) = L_4X(X -L), 0OExEL, f(x)=0 peralarestade valors.

La funcié de densitat de la variable Y és:
gy)=m(y-x)", h>0, OEXEYEL.

Per a ser una funci6 de densitat ha d’acomplir C‘Sg(y)dy =1.

N .
ay_ X)h+1gﬂ =m(L_X)hl.

L
1= m(y- x)"dy =m ;
QO e T he

Per tant, m =L1h+l.
L-x)
Per tant la funcié de densitat de la variable Y és:
g(y)=(|_h%(y- x)", h>0, OEXE£YEL, g(y)=0 enlarestade valors.
- X

b)
La probabilitat buscada és:
P(zE£ XEL) = 92 x(x - L) dx =—[3x* - 8Lx* +6L°%7 )} =

(z )—QL—4x(x- ) x—L—4 X" - 8Lx XN, =

:L%(LA - (324 - 8Lz3 +6L222)).



c)

La probabilitat buscada és:
Loh+1

PZEYEL|X=X)]=O———
( | ) Q(L_X)h+1
\L .
h+1 &fy- x)h”% _ h+1 ®L-x)" (z-x)"™0_
(L-x)"'& h+l g (L-x)"& h+l h+l
:(L_X)h+l_(z_ X)h+l:1-£'xgh
(L-x)" él- Xg

(y- x)"dy =

(%]
+1
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2.- Siga a = % demostreu que per a qualsevol enter positiu n se verifica la

segUent desigualtat:

g“’l (- a)? +ayl- [1- a2) +..+a™%1- (1- a"f U< %

Solucio:
Per a demostrar que la desigualtat anterior es verifica per a qualsevol enter positiu n

és suficient provar que la suma dels infinits sumands és menor que % , €s a dir,

1 & ak_l §-_ (1_ ak)Zg<%.

2005 &

2005

Vegem primer que els sumands existeixen provant que 1- (1— aX )2 >0
_ 2004
=— <
2005

1- (1- a")2 =(1+1- a¥)ak =(2- a¥)ak >0.

o1

1am™tu
Considerem la progressio geometrica { a y -
0 2005 D=1
Calculem la suma dels infinits termes:
1 1
427 _2005_ 2005 _;
o 2005  1- a 1- 2004
2005

Per tant, podem obtenir una particié de I'interval [0,1] on cada segment tinga la
amplitud el terme corresponent a la suma de la progressié geomeétrica anterior. Els
elements a, de la particié son de la forma:

1 amt a 1-a"

-8 a“’ _ 2005 2005 _ _2005 _;_ gn
<, 2005 1-a | 2004
2005

Considerem la funcié f(x) = /1- x2 en l'interval [03].
La funcié és un arc de circumferéncia de centre l'origen i radi la unitat, que es troba en
el primer quadrant.

Calculem el valor de la funcié en cada extrem de la particio a,

f(a,) =\/1- (1- a")?

Considerem el rectangle d'altura f(a,) i base a
2005

n-1

La seua area és:

A—f(a) a"t w/ SLa

2005
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¥ -
Deduim que !  a“*? ? (1 a")ZQ és la suma de les arees de tots els
2005 A& P

rectangles disjunts i inscrits en el primer quadrant de la circumferéncia x? +y? =1.

Com l'area del sector circular és % s’obté la desigualtat demanada.

st bafeel
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D N R
3.- En un triangle rectangle ABC, A =90°, siga AD Tlaltura, siga BF la bisectriui E la

interseccié de AD, BF. Proveu que:

A,
D
c) Eltriangle AEF eés isosceles.
d) DC>2>EF.
Solucio:
a) -
B B B O

DEBD=—, DBBED =90°- —.
2 2

DAEF =P BED = 90°- % (angles oposats pel vertex).

PDAC =B. DAFE =180°- 3+ 900- 29=gpo- B
e 29 2

D -
Aleshores, DAFE = DAEF, per tant, AEF és isosceles, AF = AE .

b)

D
Aplicant raons trigonometriques al triangle rectangle ADC:
- 2
CD=bxsinB = b—
a

D
Aplicant la propietat de la bisectriu al triangle ABC:
AF _b- AF — _ bc

, aleshores, AF =
C a a+c

D
Aplicant el teorema del cosinus al triangle AEF:
EF° =AF  +AE - 2xAF XAE 0SB

= b2c? b%c? _ b%? ¢ =2 _ 2b%® a@-co
(a+c)> (a+c)? (a+c)’a (@a+c)’e a g
2b%c® @ - co
EF’ :(a+c)zg a g_2c*(a-cla_ 2c°(a-cja _ 2ac’
cD b b’(a+c) (a®-c’)a+c) (a+c)’
2
a
EF. 1
Vegem que — <—.
co 4
2ax 2

Siga la funci6, f(x) = ——— talque a>0, xI [0, a).
(a+x)°

Vegem que la funcié f(x) és creixent en aquestinterval.
2ax(-x + 2a)
(@+x)*

El maxim s’assoleix quan x=a.

2a® 1
f(x)<f(@)=——==—.
() <f@)=rr5=7

f'(x)= , f'(x)>0 quan x1 ]o,a[.

——)
EZ <1 pertant, DC > 25EF .
coD 4

Aleshores,
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4.- Donats els nombres u=1++2, v =1- 4/2, construim les successions {a, } y {b,}
tals que verifiquen per a n=123,.... les relacions:

u"=a +b 2 v"=a, -b 2.

1.-

a) Demostreu que les successions {a, } i {b,} sén creixents.

a. . L, .
b) Demostreu que b—” és una fraccio irreductible.

n

. LA
c) Determineu el limit; lim &~
ne¥ p

2.-
a) Calculeu les seglents sumes:

S,=u+u?+ud+..+u"
S, =a,+a,+ta; +..+a,
S",=a,+a, +ta; +...+ta,

b) Determineu el limit:

n®
3.-
a) Demostreu que existeixen dos nombres fixos a i b tals que:
a,, —axa,; +tbxa,
bn+2 =a >¢)n+l + b>¢)n
i determineu el nombres a i b.

n+2

b) Calculeu les arrels de 'equacié x? = ax +b . Expliqueu el resultat obtingut.

Solucio:

la)

fu" =a, +b,/2 . o

? " "7~ resolent el sistema en les incognites a, b,
fv"=a, - b, 2

.‘|.a _un +y"

i n 2

|

.I.b u - Vn

" 242
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. n-1

0.5 . .
22  sinésparell
n- 1y

8
>

I
_gg ?‘;2 gSO +..+S,0nS = :

Notem que a, >0, b, >0 ienters.
u™ =u"(1++2) =(a, +b, V2)A++2)=(a, + 2b, )+ (a, +b W2
umt = a,,,+ bn+1‘/§

('Dm

gt
_22 2 sin ésimparell

Pertantperatot n=123,....:
apy = a, + an
bn+1 = an + bn

a,,, -a =2b >0, pertantlasuccessio {a,} és creixent.
b,., - b, =a, >0, tant la successié {b,} és creixent.

\1/2)gem que a,, b, son primers entre si.

u"xv" =(a, +b 2)@, - b,v2)=a 2 - 2b >

um X" =(1+42)" (- V2) = (D)

Aleshores a,* - 2b,> = (- )"

Provem que a,, b, son primers entre si per reduccio a I'absurd.
Suposem que a, =pxa’,, b, =px’,

)" =an2 } 2bn2 =p2(a'n2— b.nz)

Aleshores p divideix a 1.

Per tant, son primers entre si.

1c)

|I(le =0 jaque v =1- J_ -1<v<0.
n

0=limv" = iim fa, - b,+2)

Comb, >0

Iima—“=J§.

n®¥bn

2a)

Aplicant la férmula de la suma dels n termes d’'una progressié geométrica de rad u
tenim:

u-u™ uw"-1) u@u"-12
S,=u+u’+ud+..+u" = _ U ) _ U )

1-u u-1 J2

_yh n _ n_
Analogament v +v2 +v® +.... +v" = voviv _Vvi-v) l).
1-v v-1 -2
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2b)
+w 1am;-n v(v" -DO
1 é ‘/_ ﬂ

.o Suk-vk 1 a” -1) v(v )9
S",=b, +b, +by; +....+b, H
' ? : kal 2*/_ é \/E a

S, ,=a,+ta,+a; +

Il
TT QJ°=

imu" =+¥ jaque u= 1+42 > 1. I|mv =0 jaque v =1- J_ -1<v<0.

n® ¥

u™ - u- vty u™ -2
S =2t -
n -u+v™ v u™ vy o2
1- éw_gn+l ] 2:\/5
! & n+l : n+l - 0.
fim > = Jim G2 4 21/_T—\/_h euﬂﬂ ut _ 51-0-0_ 5
ne¥ S"  nex y™t -2 5 n®¥1 a g 2 1+0-0
+c—+ -
Suy U

3a)
De l'apartat 1a)
a,, =a,+2b,
Qniz T8y T 2bn+1
Restant les dues expressions:
A - Ay =8, -agt 2(bn+1 ) =a,,-a,t 2an
Per tant:

Anip =28, +a

IDn+1 = a + b

Doz =@pa 0oy

Restant les dues expressions:
Drip - bpiy =byy - b, +2(a
Per tant:

b, =2b,, +b,.

- an):bn+l_ bn +bn

n+l

Per tant existeixen a =2, b=1talque a,,, =axa,, +tb>a,, b, ,,=ax, +bX, .

3b)
Les successions anteriors son recurrents i el polinomi caracteristic €s en tots dos

casos x* =2x - 1, les solucions de I'equacié son x =1+ 1/5
Es adir,sonuiv.



