1.- Demostreu que la relacié 1 + L + . !

a b ¢ a+b+c

només si dos d’aquests nombres son oposats.

Solucio:
bc+ac+ab _ 1
abc a+b+c

(bc +ac +ab)(a+b+c) =abc
bc(a+b+c)+a(b+c)(a+b+c)=abc
bcb +c)+alb +c)(a+b+c)=0
(b+c)(bc+a(a+b+c))=0
(b+c)(bc+a®+ab+ac)=0
(b+c)(b(a+c)+a(a+c))=0
(b+c)(a+c)(a+b)=0.

b+c=0 o a+c=0 o a+b=0.
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, ab,cl R- {0} es verifica sii

Es a dir la igualtat es verifica si dos d’aquests nombres s6n oposats.
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2.- Calculeu la suma 1+ 2x +3x2 +4x3 +.......... A+ (n+1)x".
Solucio:
Siga S =1+2x+3x% +4x> +.......... +(n+Dx"

Si x=0, aleshores, S=1
Suposem x =1
S=1+2+3+ ... +(n+1)

La suma d’'una progressi6 aritmética de diferéncia 1, primer terme 1, i darrer terme
n+1.

_(n+1)(n+2)

S=1+2+3+. .. +(n+1):w(n+l) .

Suposem que x1 01

X3S =X +2x2 +3x3 +4x* +.......... A nx" + (n+1)x"

S-XS=1+X+X%+......... +x" - (n+)x"™?t

1- x)S:(1+x+x2+ .......... +x”)— (n+1)x"*,

.......... +x" és la suma d’'una progressié geométrica de rao x:
1- Xn+l

T 1-x

1- Xn+l

(1- x)S = - (n+1)x"**. Aleshores,

_1- XM (n+Dx™
(1- x)? 1-x
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3.- Demostreu que si a,b,c >0 formen un progressio aritmetica (en aquest ordre)
1 1

1 . . .
aleshores, , , formen una progressio aritmetica.
Joi4c Joiva Ja b

Soluci6:

Suposem que a, b, ¢ formen una progressio aritmética de diferéncia d,
ab=a+dc=a+2d.

1 1

1 .
Vb +ic'Je+da Va+ib
1 1 1 1

Jo+da Jbidc Jar2d+da Jard+dared

Ja+2d - «/5_ Ja+2d-+a+d _- Ja+24a+d- Ja+2d

2d d 2d
1 1 1 1

Ja+db Joida Jaidatd Jarzd+da
Ja+d- «/E_ Ja+2d- 1/5:-«/5+2«/a+d- Ja+2d_

2d d 2d
1 1

, , formen una progressio aritmética de diferencia,
Jo+Jc Ve +va Ja b
- Ja+2Ja+d- Ja+2d
2d '

Calculem les diferéncies de

Per tant,
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4.

a) Si a, b sén dos nombres reals tals que ab >0 aleshores, %+E 3 2.
a

b) tga +ctga?® 2 si 0<a<g.

c) Sia, b, c sdbn nombres reals positius demostreu la desigualtat

1 1 1, 9
4+ 4=

a b c a+b+c’

Solucié:

a)

a b 2_a2+b2 - 2ab _(a- b)* |
b a ab ab

La igualtat es dona quan a=b.
b)
Aplicant I'apartat a) pera a=sina, b=cosa, 0<a< b,

ab =sina:cosa >0 jaquesi 0<a<% aleshores, sina >0, cosa >0.

sina L cosa
cosa sina

8 2.

La igualtat es déna quan a=b, sina =cosa, ésadir,quan a = %
c)
(a+b+c)9_+l+19_1+2+_+1+3+S+1+E+B_

Cg a a b b c ¢

_3+E+3+3+C+b+33 3+2+2+2=9.

a b c a c a
La igualtat és dénaquan a=b=c =0.
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5.-Si tga:%, sinb = 0°<a <90°, 0°<b<90°.

1
V10
Calculeu a +2b.

Solucio:

tgazé, 0°<a<45°,

o 1 1
Si sinb=—, 0°<b<45°, tgh==.
V10 3
tg2b = 2tgt; :E, 0 <2b <90° aleshores, 0°<2b < 45°.
1-tgb 4
Calculem tg(a +2b).
1.3
tgla+2b)=_93*2D _ 7 4 1 goog4op<goe.
1-tgaxg2b , 13
74

Aleshores, a +2b =45°.
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6.-
a)Si a3 0,b3 0, aleshores, % 3 Jab (la mitjana aritmética és major que la mitjana

geomeétrica). aquesta desigualtat també s’anomena desigualtat de Cauchy.
b) Siga n1 N,n3 3 Determineu el nombre més gran entre In(n) , In(n - 1):In(n+1).

Solucio:
a)

a+b = _a-2fab+b _[a-bJ ,
2 2 2

El signe de la igualtat s’assoleix quan a=b.

b

S)i n33 In(n-1)>0, In(n+1)>0.Com que la mitjana aritmética entre dos nombres

positius és major que la mitjana geomeétrica:

In(n- 1)+In(n+2) _In(n* - 1) In(n
2 2 2

JIn(n- )An(n+1) < ) - In(n).

Aleshores,
In(n- )Xn(n+1)<In?n.
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7.- Demostrem que si a+b+c >0 aleshores, a® +b? +¢? 3 3abc .

Solucié:
a® +b%+c® - 3abc =a® +3a%b +3ab? +b% +c®- 3a’b- 3ab? - 3abc =
=(a+b)® +c3- 3ab(a+b+c).

Descomponem la suma (a+b)® +c® en factors:

(@a+b)® +c? = ((a +b) +c){(@@+b)? - (a+b)c +c?), aleshores,

a® +b? +c? - 3abc = (@@ +b) +c)(@a+b)? - (a+b)c +c?)- 3aba+b+c)=
=(a+b+c)(a+b)2- (a+b)c+c? - 3ab)=
=(a+b+c)(@® +b?+c?-ab-ac- bc)=

(a+b+c)(2a® + 2b? +2c? - 2ab- 2ac - 2bc) =

N| -

=%(a+b+c)((a- b)? +(a- c)? +(b- ¢)?)? 0.

La igualtat s’assoleix quan a+b+c =0 obéquan a=b=c.
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8.- Demostreu que cos 36°>tg36°.

Solucié 1:

Demostracié per reducci6 a I'absurd, suposem que cos 36° £ tg36°.
sin36°
c0s36°

cos? 36°£ sin 36°.

Aplicant relacions de I'angle doble:

1+€0S72° ¢ §in3se

COS36° £

1+ cos72°£ 2 xsin36°
1+ cos(90°-18°) £ 2sin(30°+6°)
1+ sin18°£ 2(sin 30°cos 6°+ sin6°cos 30°)

1+ 2sin9°c0s9°£ cos 6°+2sin6°cos30°
La qual cosa és falsa ja que 1>cos6°, sin9°>sin6°, cos9°>cos30°.

Per tant, cos 36°>tg36°.

Soluci6 2:

D
Considerem el triangle auri ABC:

BBAC =36°, bABC =DACB =72°.

Si BC =1, aleshores, AB=AC =F = 1445 . F2=1+F.
Aplicant el teorema dels sinus al triangle:
1 _ F _ F
sin36° sin72°  2sin36°c0s36°
Simplificant: cos36°= F B

\/ _J4-@+F) _3-F 3-F

sin36°=_|1- g . Aleshores, tg36°= >
eZg 2 2 2 F
2 0
Calculem ﬁ.
tg236°
F2
cos®36°_ 4 _ F% _(1+F)* _ 2+3F _
tg?36° 3-F 4(3-F) 4(3-F) 4(3-F)
F2
2+31+‘/g
2 7+345 50+22J_>50+22>Q L
4§%_ 1+J_o 4( ~J5) 80 80 '

Aleshores, cos 36°> t936° .



9.- Proveu que per a tot n naturaln n3 2,

Solucio:

Ho demostrarem per induccioé completa.
Sigan=

1 1_ 7 13

3 4 12 24
Suposem la propietat certa pera n =k.
1 1 1 1 _13
+ + F o +— >
k+1 k+2 k+3 2k 24
Provem la propietat pera n=k +1.

1 N 1 N 1
(k+D)+1 (k+1)+2 (k+1)+3

1 1 1 1
+ + + +—+

" k+2 k+3 k+4
881 N 1 1 N 1
ek+1 k+2 k+3 k+4

1 1
+

n+l n+2

1

ok+1)
1 1
il +
ok 2k+1 2k+2

10
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1 _13
+ .

1

>

2kg 2k +1 2k+2 k+1

13 1 . 1 1

24 2k+1 2k+2 k+1

13 1 1 1

> 4 + -

24 2k+2 2k+2 k+1

13 2 1 :E

24 2k+2 k+1 24

Aleshores, 1 + 1 + 1 +oenn +i >E pera ns 2.
n+l n+2 n+3 2n 24
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10.- Proveu que si a+b =1, a* +b* 3 1

Solucio:
Es suficient provar el cas que a i b sén del mateix signe (é€s a dir positius), ja que en
cas contrari un d’ells és major que 1 i la desigualtat és evident.

a2 +b? = (a+b)? - 2ab =12 - 2ab =1- 2ab.

a*+b* =(aZ +b2 - 2ah? = (1- 2ab)? - 2a%b?
Sia® 0,b3 0, aleshores, %3 Jab.

< 3 ab.
g 2 g
.2
aelg 3 ab
ey



