& 0 io
91.- Siga la matriu d’elements complexos A = go 0 0=
§i 0 1,
Calculeu A".
Solucio:
® 0 i¢
2220 0 0+
§i 0 0y
@1l 0 i0
A3=280 0 0=+
§i 0 -1
aa 0 0§
4= (- 4)90 0 o_
§0 0 1
gl 0 00 g 0 00
€ 0 0I=¢ 0 o:
0 0 1, 0 0 1
Suposem 4 casos:
n =4k
ael 0 00 aé 0 0%
A% =(a) = (a0 0 01 =(-4% o o=
§0 0 1, § 0 1
n=4k +1
aé 0 0§ aé 0 i¢
A4k+1—(A4)A (- 4)~ (;0 0 0+ xA =(-4)k go 0 0+
§ 0 1, §i 0 1y
n=4k+2
A Oo w 0 io
A%z = (A1) A% = (-4)C0 0 0% %A% =(-4) 20 0 0+
§0 0 1, §i 0 0
n=4k+3
Fo ) 00 ael 0 i¢
A% = (pt AT =(-4)%0 0 01 AT =(-4)2%0 0 0=
§ 0 1, §i 0 -1
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92.- Siguenr, s, t les tres arrels de I'equacié x(x - 2)(3x- 7)=2.

a) Proveu que les tres arrels son positives.
b) Calculeu arctgr +arctgs+arctgt.

Oposicions Agregats Valéncia.

Solucio:

Siga f(x) = x(x- 2)(3x- 7)- 2.

f(x) =3x3 - 13x? +14x- 2.

Estudiem la monotonia de la funcio.

f'(x) =9x? - 26x +14.

Si f'(x) > 0 la funcié és estrictament creixent.

0 13-./43é_ U013+ /4 é
9x?- 26x+14 >0, xI (- ¥, 3 3§EL;3 3,+¥@
g ° e g 9 8
Si f'(x) < 0 la funcio és estrictament decreixent.
- U13- /43 13 +4/43€
9x? - 26x+14 <0, xll;3 3,3 3é
g 9 ° 8
Notem que 0 < BT /43
Six£0, f(x)£f0)=-2.
Aleshores, r,s,t >0.
b)
3x3 - 13x2 +14x- 2=0,r, s, t son les arrels.
Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
i-3rst=-2
%3(rs+rt+ts)=14
L-3(r+s+t)=-13
tg(arctgr + arctgs+arctg t) = tg(arctgr +arctgs) +t =
1- tg(arctgr +arctg s) %
r+s .y
- _1-rs -
1- &89
el-rg
_r+s+t-rst _
1-rs-rt-ts
13 2
.14
3
R
-11
Aleshores, arctgr +arctgs+arctgt=arctg(-1) =p - % = %

Ricard Peir6 i Estruch
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93.- Demostreu que si I'equacié x> +x+p=0,o0on pl R té dues arrels complexes
z,,z, i una arrel positiva X, , aleshores es verifica |z,| = |z,| ® x,.

Oposicions Conca 98.

Solucié:

Si I'equacié en coeficient reals té dues solucions complexes, aguestes sén
conjugades, aleshores:

2.l =[zal, 22022 =[]

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
1Xg X2, %2, =p

|lxozl +XoZ, 2, %2, =1

{xo +z,+2, =0

De la segona equacio:

2
Xo(21+22)+|21| =1 1)
De la tercera equacio:
Z,+Z, =-X, 2)

Substituint I'equacio (2) en I'equacio (1):
2 2

= XO +|Zl| :1.

|Zl|2 =1+Xo" 2 %o

Com x, >0.

|21 ® Xo.
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94.- Siga f(x) un polinomi de tercer grau. Siga p(x) = f'(x)? - 2f(x) X" (x). Determineu
les arrels de p(x) si:

a) f(x) té 3 arrels reals distintes.

b) f(x) té una arrel triple.

Oposicions Agregats Valéncia.

Solucio:

a)

Siga f(x) = ax® +bx? +cx+d.

Siguen x; <x, <X, les tres arrels reals i distintes de f(x).

f'(x) =3ax? +2bx +cC. f'(x;)* 0, 1=123 per ser arrels distintes de f(x).
f*(x) = 6ax +2b

p(x) =f'(x)? - 2f(x) %" (x) = - 3a®x* - 4abx? - 6acx? - 12adx +c?2 - 4bd.
Estudiem la monotonia de p(x).

p'(x) = -12a?x3 - 12abx? - 12acx- 12ad = - 12a xf(x)

p'(x)=0si x=x,, 1=123.

La funci6 és creixent en |- ¥, x,[E [x,, x,].

La funci6 és decreixent en ]x,, x,[ E Jx,, +¥[.

p(x;) = (%)% - 2f(x;) xf"(x;) =f'(x;)* >0

Jlim p(x) =-¥, p(x,)>0

Per ser p(x) continua i monotona creixenten |- ¥, x,[ , existeix un Gnic ri |- ¥,x,| tal
que p(r)=0

Per ser p(x) continua i monodtona decreixent en |x,, x,[, f(x,).f(x,) >0.
Aleshores, f(x) 1 0, " xT |x, x,|.

Per ser p(x) continua i monotona creixent en ]xz, x3[, f(x,),f(x3)>0.
Aleshores, f(x)* 0, " xT ] x, x[.

lim p(x)=-¥, p(x3)>0

Per ser p(x) continua i monotona decreixent en ]x3, +¥[ , existeix un unic tal que
sT Jx,, +¥[ p(s)=0.

Aleshores, p(x) té 2 arrels reals distintes i dos arrels complexes conjugades.

b

S)iga f(x) =a(x - b)® té 1 arrel real multiple.

f'(x) =3a(x - b)?.

f(x) = 6a(x- b).

p(x) =f'(x)? - 2f(x) ¥"(x) =9a?(x - b)* - 2a(x - b)®6a(x - b) = -3a?(x- b)*.
Aleshores, p(x) té 1 arrels de multiplicitat 4, x=b.
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95.- Siga l'equacié x* - (3m+2)x?> +m? =0.

a) Determineu el parametre m a fi que I'equacié tinga 4 arrels reals en progressio
aritmetica.

b) Estudieu el caracter real o complex de les arrels de I'equacié segons el valors del
parametre m.

Oposicions Agregats Valéncia.

Solucio:

a)

Siguen r,r+d r+2dr +3d les arrels reals en progressio aritmetica.

Aplicant les formules de Cardano-vieta:

r+r+d+r+2d+r+3d=0 (2)

r(r +d)(r + 2d)(r +3d) = m? (2)

r(r+d)+r(r+2d) +r(r+3d)+(r +d)(r +2d) +(r +d)(r +3d) + (r + 2d)(r +3d) =-(3m + 2)

Simplifiant (1), d = %r @)
Substituint (4) en (2) i simplificant:
r* =9m? (5)
Substituint (4) en (3) i simplificant:
102 _gm42 (6)
9
Elevant al quadrat I'expressi6 (6): r* = %(3m +2)2 7)
Igulant les expressions (5) i (7):
om? = £(3m +2)2 . Resolent 'equacio, m =6, 65
100 19
b)
, g o, 3m+2++5m?+12m+4
Resolent I'equacio en la incognita x*, x* = >
2 .2
Si 3m+2=0, l'equaci6 queda: x* + &0 -9 gue té 4 arrels complexes distintes.
g 3 o

Siga D=5m? +12m+4.

D=0 si m=—2,%. D>0 simi | ¥, - Z[EL'J_S2

Si3m+2>0, 3m+2>+5m? +12m+ 4 .

Sim> ?2 m > ?2 L’equacio té 4 arrels reals simples.

D>0 simi %2

é
& H 5

,T¥

Sim= ﬁ. L’equacio té 2 arrels reals de multiplicitat 2 cadascuna d’elles.

5
Si - §< m < ?2 L’equacio té 4 arrels complexes distintes.

Si-2<m< ?2 L’equacio té 4 arrels complexes distintes.

Si m=-2. L'equacio té 2 arrels reals de multiplicitat 2 cadascuna d’elles.

, _3m+2++/5m? +12m+4

2

Sim<-2, x <0. L’equacié té 4 arrels complexes

distintes.

(D{D_) [N

@)
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96.-

a) els zeros del polinomi p(x) = x? - 5x + 2 donen en centimetres les dimensions d’un
rectangle. Determineu el perimetre i I'area del rectangle.

b) Els zeros del polinomi qg(x) = x> - 70x? +1629x - 12600 donen les dimensions en

metres d’'una habitacié rectangular. Determineu la superficie total i el volum de
I'habitacio.

Solucio:

a)

Siguen a, b els zeros del polinomi p(x), dimensions del rectangle.
Aplicant les férmules de Cardano-Vieta:

-(a+b)=-5

ab=2

El perimetre del rectangle és:

2(a+b)=2:5=10cm.

L’area del rectangle és:

ab =2cm?.

b)

Siguen a, b, c els zeros del polinomi g(x), dimensions de I'ortoedre que forma
I'habitacio.

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

-(a+b+c)=-70
ab+ac +cb=1629.
- abc =-12600

La superficie total de I'habitaci6 és:
2ab + 2ac +2bc = 2 X1629 = 3259m?.
El volum de I'habitacio és:

abc =12600m?3.
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2

97. Proveu que si a,b>0, +ab 3

4+ =
a

Solucio 1:
Siga a,b>0.
La mitjana aritmetica és major o igual que la mitjana geométrica, aleshores,

¢’:1+b3 @

2

gL
a+b <fab

N

N
7]
o

£
a+b ab

«/%3 2ab: 2

atb 1.1
b

a

Solucio 2:
a’b, a’b?,a’h?,ab® >0.

La mitjana aritmética és major o igual que la mitjana geomeétrica, aleshores,
a®b +a%b? +a%b? +ab?
4

ap 2275 yfaee

ab(a +b)? 3 4a%b?.

a,b >0, calculant I'arrel guadrada a ambdues parts de la inequacio:
Ja_ 3 2ab - 2

atb 1.1

a b

3 Ya®b xa?b? xa%b? xab?

La igualtat s’assoleix quan a=b.



98.- Siga x la mesura de I'angle d’un triangle no degenerat.

Determineu x tal que 1 1, 1

sinx  sin2x  sin3x

Solucio:
1 _ sin2x +sin3x
sinx  sin2x:sin3x
sin 2x xsin 3x = sin x(sin 2x + sin 3x)
2 sin x xcos x xsin 3x = sin x(sin 2x + sin3x)
Si sinx 1 0 ja que el triangle és no degenerat, 0 < x<f.
2cos x:sin 3x = sin 2x +sin3x
transformant productes en sumes:
sin4x+ sin2x = sin2x + sin3x .
sin4x =sin3x
Aleshores:
4x =3x +2pk, k1 Z, obé, 4x = - 3x+2ck, ki Z.

Si 4x =3x+2rk, ki Z.

Ricard Peir6 i Estruch

x=2rk, k1 Z, 0<x<¢g, aleshores, x =0. El triangle seria degenerat:

Si4x=rp- 3x+2rk, ki Z.
x=£+@k, kil Zz,0<x<g.
7 7

. - 4p
Les solucionss6n: x ==, x = +7.

+@, X =
7

~N|T
~N|T
~N|T



Ricard Peir6 i Estruch

99.- Siga el polinomi p(x) = x® - (2k +3)x? +hx - 4 tal que té 3 arrels distintes i
pk)=pk +1)=0.
Determineu els valors de hi k.

Solucié:

Comque pk)=p(k+1)=0

k®- (2k+3)k? +hk- 4=(k+1° - (2k +3)(k +1)? +h(k +1)- 4
- k®-3k? +hk-4=-k?®- 4k?-5k+hk+h- 6.

Simplificant:

h=k? +5k +2.

Aleshores el polinomi quedaria:

p(x) = x3 - (2k +3)x? +(k? +5k + 2)x - 4.

Com que p(k)=0:

k®- (2k +3)k? +(k? +5k +2)k - 4=0.
Simplificant:

2(k* +k-2)=0.

Aleshores, k=1, - 2.

Suposem que k =1.

p(x) = x3 - 5x% +8x - 4.

Factoritzant amb la regla de Ruffini:

p(x) = x3 - 5x% +8x - 4 =(x- 1)(x- 2)? que contradiu la hipotesi que les tres arrels
han de ser distintes:

Suposem que k =-2.
p(x) = x3 - 5x% +8x- 4=(x+2)(x+1(x- 2).
Aleshores, k=-2, h=k? +5k+2 = -4.
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100.- Determineu les solucions complexes del sistema:
ix3+y3+2% +13 =12

{xz +y?+z2+t* =0
':'xy+ zt+(x+y)(z +t) = 0
¥xyzt =3

Solucio:

Calculem x+y +z+t.

(x+y+z+t)> =x2 +y? + 2% +t2 + 2xy +2xz +2xt + 2yz + 2yt + 27t =
=x2+y2+72 +12 + 2(xy +zt+ (x +y)(z +1))= 0 +2>0 =0.

Aleshores:
X+y+z+t=0

Calculem xyz + xyt + xzt + yzt.

(X+y+z+t)(X? +y? +z2+1t%- xy- xz- Xt- yx- yt- zt) =0

x3 +y3 +23 +1t3 - 3(xyz + xyt + xzt+yzt) =0

12 - 3(xyz + xyt+ xzt+yzt) =0

Aleshores: xyz +xyt + xzt+yzt=4

El sistema quedaria:

iXty+z+t= 0

'ixy+xz +xt+yz+yt+zt=0

: Xyz + xyt + xzt+yzt =4

fxyzt=3

Aleshores aplicant les formules de Cardano-Vieta x, y, z, t s6n les solucions de
'equacio:

r*-0r®+0r?-4r+3=0.

r‘-4r+3=0.

Factoritzant am la regla de Ruffini:

(r- D2(r?+2r+3)=0

Les solucions de I'equaci6 son, r =11, - 1+iy2, - 1- W2 .

Les solucions del sistema son les permutacions d’aguestes solucions.



