Ricard Peir6 i Estruch

101.- Demostreu que I'expressio 3§(—+ Sg ——+ 10 no és negativa per a
Yy Xg
gualsevol x, y reals distints de zero.
Lidski 97.
Solucio:
& © = 9
a2 gaex P o1+ S 1l
32X _+_.- Sg Y9 10= 3¢ ~+- 89=+ =7+10
Yy Xg QYQJ ae<o+ gy X.
g gyz g © Yo
Siga A= X
y

L’expressio inicial quedaria:

10 16 3A% - 8A% +10A%2-8A- 3
38A? +—5. g8A + = 2+10 = -
e Ag e Ag A

Considerem la funcié f(A) =3A* - 8A® +10A% - 8A- 3.

f'(A) =12A°% - 24A2 +20A - 8.

f'(A)=0 siinoméssi A=1.

f"(A) = 36A2 - 48A +20.

f*(1) =8>0.

Aleshores A =1 és un minim de la funcié.

La funci6 és decreixent en |- ¥,1[. La funci6 és creixent en |1, +¥|

f() =10>0.
Aleshores, f(A)2 10, "AT R.
A% >0, "ATR.

Per tant:

3A%- 8A% +10A%-8A- 3

" >0.

Aleshores: 386(—+—-- Sg ——+1O >0.
y Xg
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102.-
a) Proveu que 1 + 1 +o +i >£, per a tot natural n, n > 1.
n+l n+2 n 2
Lidski 102.
1 1 1
b) Proveu que + +o +———>1 peratotnatural m.
m+1 m+2 m+2m+1
Lidski 103.
a)
Solucio6 1:
2 0
1 1 1 1% 1 1 1 T
—+ o +—==C 1 + > o + F=
n+l n+2 2n n§1+_ 142 1+£:
n n ng

- Ql%dx = In(1+ %)} =In(2) >Ine = %

4 > e, aleshores, 2 > «/E —l

Soluci6 2:

1 1 1 1 1 1
-+ +...... +—> + +...... +—

n+l n+2 2n n+n n+n 2n 2n

b)
Soluci6 1:

1 1 1 1 1 1 1
+ +...... + = + +

m+1 m+2 m+2m+1_m+l m+2 m+2m m+2m+1
0

1 1 1 . 1

1 ¢
= G + +....+ T+ =
2m§1 1 1, 2 1 m+2m+1
2

2
2m 2 2m 2 2mg
1

1
:Q 1 dx+;=ln(3)+—>1.
m+2m+1 m+2m+1

1
—+X
2

Solucié 2 (per induccié completa).
1 + 1 + 1 1

Sim=1, =
141 1+2 1+2:1+41 2

4
. 1 1 1
Suposem la propietat certa pera m=k, — + +..... S

Demostrem la propietat pera m=k +1:
1 1 1 1 1 1
+ + + + + +

k+1+2(k+1)+1 k+2 k+3 3k +4
1 1 1 1
...... + + + + =
3 3k+1 3k+2 3k+3 3k+4
16, 1 1 1 1
...... + =+ + + - =
2 3k+1lg 3k+2 3k+3 3k+4 k+1
1 9 2 2
T+ >1+

* 1 >1
ek +1 k+2 3k+lg 3(k+1)Bk+2)(3k+4)H  3(k+1)Bk +2)(3k +4)
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103.- Per a quins valors de a es satisfa el sistema de desigualtats:

2
- 3 < X;-;ax-z < 2 .
X -x+1
Lidski 98
Solucio:

Notem que x? - x+1>0 ja que el coeficient de segon grau és positiu i el seu
discriminant és negatiu.

x? +ax- 2 _
x? - x+1
- 3(x%- x+)<x?+ax-2<2(x®-x+1

-3< 2

- 3x%+3x-3<x?+ax- 2<2x? - 2x+2
El sistema és equivalent:
j4x* +(a- 3)x+1>0

|
itxZ+(-a- 2)x+4 >0

Els dos polinomis tenen els coeficients de segon grau positius, els polinomis sén
positius si els discriminants s6n negatius:

fa-3)*-16<0

fa- 2?-16<0

La soluci6 de la primera inequacié és: al |- 17].

La soluci6 de la segona inequacio és: al |- 6,2[.

;aT s]ollic;c[') del sistema és la interseccio d’ambdues solucions, és a dir:
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104.-
N Bo 2 _
a) Resoleu la seguent equacio: log, ¢—=+ (Iog3 x) =1
exg

Lidski 127
b) Quines condicions han d’acomplir els nombres reals a i b a fi que I'equacio:

1+log, (2Ioga - x)IogX b= I 2
09,

tinga solucié. Determineu les solucions.

Lidski 130
Solucid:
a)
Efectuant el canvi de base:
aB 0
Iogag;Tﬂ
lo 2 =1
109, (3%) ( 93 )
log, 3 - log; X +(log, X =1.
log, 3 +log 5 x °
1- log, x + (Iog3 x)2 =1.
1+log, x
Efectuem el canvi, A =log, X.
A p2=1
1+A

AA2+A+2)=0.
Aleshores, A=0,- 2,1.
Si log, x =0, aleshores, x =1 que satisfa I'equacio inicial.

Si log, x =- 2, aleshores, x =% gue satisfa I'equacio inicial.

Si log, x =1, aleshores, x =3 que satisfa I'equacio inicial.
b)

En principi a,b >0, x>0.

Llevant denominadors en I'equacio:

log, x +log,(2loga- x)og, bog, x =2.

log, x+log,(2loga- x) =2.

log, (2loga »x - x?)=2.

Aleshores, 2loga xx- x? =b?.

x? - 2loga+b? =0.

_‘{,Iogahllog2 a- b?

=1 _
floga- +/log®a- b?

L’equacio té dues solucions distintes si log® a- b? >0 és a dir si a>10".
Notem que en aquest cas x> 0.

L’equacio té una soluci6 doble si loga=b.

L’equacio no té solucio real si log?a- b®> <0, és a dir si, a<10°.



Ricard Peir6 i Estruch

105.- Les arrels ri s de I'equacidé x*® - 3ax +a® =0 acompleixen r? +s? =175 .

Determineu a.
Lidski 238.

Solucio:
Aplicant les formules de Cardano Vieta:

iT+s=3a

|
irs=a’

9a% =(r+s)? =r? +s? +2rs =175 +2a2.
7a? =175.
1

a=zx—.
2
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106.- Demostreu que per a tots els valors admisibles de x s’acompleix la igualtat:

tg3x = tgx >¢g§a¢—)- x9>¢g§3+ xg.
e3 g e3 g
Lidski 536.
Solucio:
p p
.. i tg— - tgx tg— + tgx
tgx #gZ2 - x2xgf + x2= tgx x x_3 =
e3 o & o l+tg%>¢gx 1- tg%xtgx
42 443
:thVB tgx :3tgx tg x.
1- 3xtg®x  1- 3 xg?x
2tgx
gx +
(3x = tgx +tg2x 1- tg®x _ 3tgx - tg®x
g 1- tgxxg2x 4 oo 2toX 1- 3xg2X
18) 2
1- tg°x

La igualtat no és valida quan:

p - P w1
=P Pikp Pikp, "ki Z.
p2 p 6 p
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107.- Resoleu I'equaci6 sin® x+ cos® x =1- %sian .
Lidski 562.

Solucio:
Utilitzarem la igualtat A® +B® =(A +B)(A? - AB +B?)

(sinx +cos x)(sin2 X - SINX XCOS X + C0S? x) =1- %sin 2X .
(sinx +cos x)gi- Esin2x9= 1- lsin 2x..
e 2 I 2

(sinx +cos x - 1)8?[- lsin 2x2=0.
e 2 2}
Aleshores:

1- %sian =0,0bé, sinx+cosx-1=0.
Si1- %sian =0, sin2x = 2, agquesta equacio no té solucio.

Sisinx+cosx-1=0:
cosxX =1- sinx
J1- sin? x =1- sinx. Elevant al quadrat:
1- sin®x =1- 2sinx +sin?Xx.
sinx(sinx-1)=0.
Aleshores, sinx =0, 0bé sinx =1.
Les solucions son:
_p

x =k, x-§+kp, "k Z.
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108.- Resoleu I'equacié sin* X ycost X =2
3 3 8

Lidski 562.

Solucio:
Utilitzarem la igualtat A* +B* = (A2 +B?)? - 2A?B?

.2
(i:a‘%in25 +c0s2 29 - 2sin2 X xcos2 X = E
e 3 3o 3 3 8
1- lsinzﬁ =3 )
2 3 8
sinzﬁ :E.
3 4
sin2—X =t£.
2
Aleshores:
2X 2X

X-oiPy &kp, —= iz_p + 2kp. Les solucions sén:
3 3 3 3

x=g+kp, x=p+2kg"kl Z.
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109.- Siguen a i b dos nombres enters.
Demostreu que I'equacié (x- a)(x - b)(x - 3) +1=0 no admet més d’una solucio

entera.
Oposicions Extremadura 2006.

Solucio:
(x-a)x- b)(x-3)=-1.

El producte de dos enters és - 1 siun és 1il'altre menys 1.
Si les tres solucions foren enteres aleshores cadascun dels tres factors és:

ix-a=-1 1ix-a=1 ix-a=1 ix-a=-1
%x—bz—l, |lx—b=1 , |lx—b=—1, |lx—b=1 .
Ix-3=-1 Ix-3=-1 Ix-3=1 Ix-3=1

ix-a=-1 ia=3

Si :’x -b=-1, :'b = 3. Aleshores I'equacio seria:
¥x -3=-1 'll'x =2

(x-3)(x-3)(x-3)+1=0

Té una soluci6 entera x =2 i dues complexes.

ix-a=1 1ia=1

Si .lx-b=1 , }b:l.AIeshores I'equacio seria:
¥X-3=-1 ¥x=2

(x-D(x-D(x-3)+1=0.

x3-5x2+7x-2=0.

(x- 2)(x* - 3x +1) =0. L’Ginica solucid entera és x=2.
ix-a=1 ia=3

Si .lx-bz-l, .lb=5.AIeshores I'equacio seria:
¥x-3=1 '|1'x=4

(x- 3)(x-5)(x-3)+1=0.

x3 - 11x? +39x - 44 =0.

(x- 4)(x? - 7x+11) = 0. L’tinica solucid entera és x = 4.

ix-a=-1
Analogament si le -b =1 [IUnica soluci6 entera seria x=4.
Ix-3=1

Si equacio de tercer grau amb coeficients enters té dos solucions enteres la tercera
també és entera.

x® +cx? +dx+e =0 c,efl Z.
Siles arrels son mni Z, qT Q
Per les formules de Cardano Vieta:
-(m+n+qg)=c

Aleshores, ql Z.
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110.- Determineu a i b a fi que les arrels del polinomi

p(x) = x* - 8x® +14x? +ax +b1 R[x] estiguen en progressié aritmética i calculeu les
arrels.

Oposicions Galicia 2006.

Solucid:

Siguen les arrels x =m, m+d, m +2d, m + 3d, les arrels del polinomi en progressio
aritmetica.

Aplicant les formules de Cardano Vieta:

8=4m +6d

14 =m(m+d)+ m(m +2d) + m(m + 3d) + (m +d)(m + 2d) + (m + d)(m + 3d) +(m + 2d)(m + 3d)

Efectuant operacions:

‘! 2m+3d =8

{6m?2 +18md+11d2 = 14
im=5 , im=-1

i o bé i

1d=-2 1d=2

En tots dos casos les arrels de I'equacio son:
x=5,31-2.

. Resolent el sistema:

x% - 8x% +14x% +ax +b =(x - 5)(x - 3)(x- D(x+1)
Aplicant el teorema del residu:

pP()=0,p(-1) =0:

il-8+14+a+b=0

11+8+14-a+b=0"

jat+tb=-7 ja=8

, . Resolent el sistema: : .
i-a+b=-23 th=-15



