Ricard Peir6 i Estruch

111.- Siguen a i b dos enters positius. Demostreu que I'equacio
(x- a)® +(x- b)? = 2ab - 1 no té arrels racionals.

Oposicions Madrid 2006.

Solucio:

a) Vegem que no té solucié entera per reduccié a I'absurd.
Siga x=p| Z solucio6 de I'equacio:

(p- a)®> +(p-b)*> =2ab- 1.

2(p? - pla+b))=-1- (a+b)2.

Aleshores, a+b ésimparell, a+b =2n +1. Substituint:

2(p2 - p(2n +1)): -1- (2n+1)2. Simplificant:

p?-2pn-p=-1-2n?-2n.

p?-p=-1-2n?-2n+2pn.

p(p- 1D =-1+2(n* - n+p).

La qual cosa és absurda ja que p(p - 1) és parelli - 1+2(n - n+p) imparell.

b) Vegem que no té solucio racional.

Siga x =%i Q g >1,irreductible, solucié de I'equacio:

N

2 ..

g’i- ag +§EE- b% = 2ab - 1. Efectuant operacions:
a o &4

(%]
2p? - po@ +b))= o2 1- (a+b)?).

Suposem que a+b és parell, aleshores, q és parell, g =2k
2(|o2 - pg(a + b)) = 4k? ( 1- (a+b)? ) Simplificant:
p? =pq(a+b) +2k*(-1- (a+b)?).

Aleshores, p? és parell, per tant p és parell. La qual cosa és absurda ja que x =

oo
—)

Q

és irreductible.

Suposem que a+b ésimparell, aleshores, a+b =2n +1.
2(p2 - pa(2n +1)): qz(- 1- (2n +1)2). Simplificant:

p? - 2pan - pg=q*(-2(n* +n)- 1.
Aleshores, g divideix a p o bé divideixa p- 2qn- q.

En tots dos casos g divideix a p. La qual cosa és absurda ja que x = %T Q és

irreductible.
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112.- Determineu totes les solucions en nombres enters de I'equacio:

2 2 2 2 2 2 2 2 _
X7 X, X7 X, XS XX, XS =X X, F Xy X, H Xt X X, Xy
Oposicions Balears 2006.

Solucio:
Suposem que existeix una solucio x; =r,

1 Ztalquer,>10r,<0.
En tots dos casos r.” >,
Siguen x; =s;1 Z, j=12,..,i- 1i+1...8, x; =T, soluci6 de 'equacio:

S,

2
3 g.
J SJ'

i i
Aleshores, § s;? +r? > § s +r”. Laqual cosa és una contradiccio.

=1 =1
i B

Aleshores, x, ={0,} "i=12345678.

Aleshores hi ha 28 solucions distintes de I'equacio.
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113.- Siguen a, b, ¢, d nombres enters qualssevol. Proveu que
abcd(@® - b?)(@a? - c?)(a? - d?)(? - c?)(b? - d?)(c? - d*) és divisible per 7.
Oposicions Balears 2006.

Solucio:
N =abcd(@? - b?)(a? - c?)(@? - d?)(b? - c?)(b?- d?)(c?- d?) =
= abcd(a +b)(a - b)@@+c)(a- c)@+d)(a- d)b +c)(b- c)(b+d)b- d)c +d)c- d)

Notem que si a, b, c 0 d és mdltiple de 7, aleshores N és mdltiple de 7.
Sigaa=7n,+k,, b=7n,+k,, c=7n; +k;, a=7n, +k,, k; =12,3456.
Notem que N esta format pel producte 12 dels factors del qual és la suma i diferencia

de a, b, c, d.

Si existeixen dos nombres amb la mateixa congruéncia modul 7, la seua diferéncia és
multiple de 7.

Si a, b, ¢, d tots tenen distinta congruéncia modul 7 sempre hi ha dos que la seua
congruéncia suma 7. Aleshores N és divisible per 7.

Les possibles combinacions sén:

K, K, Kg k, Sumes de dos que
donen 7
1 2 3 4 ky+k, =7
1 2 3 5 k, +k, =7
1 2 3 6 k,+k, =7
1 2 4 5 k,+k, =7
1 2 4 6 k,+k, =7
1 2 5 6 k,+k, =7
1 3 4 5 k, +k, =7
1 3 4 6 k,+k, =7
1 3 5 6 k,+k, =7
1 4 5 6 k,+k, =7
2 3 4 5 k, +k, =7
2 3 4 6 k, +k, =7
2 3 5 6 k,+k,; =7
2 4 5 6 k,+k; =7
3 4 5 6 k,+k, =7




114.- Calculeu el valor del determinant d’ordre n:

1+x* X 0 0 0
X2  1+x* X2 0 0
0 x> 1+x* X2 0
?,=| 0 0 x?  1+x* 0
0 0 0 0 .. 1+x*
0 0 0 0 .. x?
Oposicions La Rioja 2006.
Solucio:
1+x* x? 8 4
?,= =X +Xx +1.
2 x2  1+x*
1+x* x? 0 .
?2,=| x* 1+x* Xx° :(1+x4)1+;( 1X
0 x?  1+x* X *

o O O O

X
1+x*

2
2

X4

x? X2

0 1+x*

=(@+xH)(XE +x* +1)- x*(A+x2)=x +x8+x* +1

Provem per induccié completa que ?, =x*" + x*™ Y +

Per a n =2 la propietat és valida.

Suposem que pera n=k, ?, =x* + x4k 4

Demostrem la propietat pera n =k +1.

A XE XA+

Desenvolupem el determinant per la primera fila:

1+x* x? 0 0 0
x? 1+x*  x? 0 0
0 x?  1+x* X2 0
?w=| 0 0 x> 1+x* 0
0 0 0 0 1+x*
0 0 0 0 x?
1+x*  x? 0 0 0 0
X2 1+x*  x? 0 0 0
0 x2  1+x* X2 0 0
=@1+x*) o 0 X2 1+x* 0 0 |- x?
0 0 0 0 .. 1+x* x?
0 0 0 0 .. x* 1+x4

=(1+x*)?, - x2xx??, | =
Aplicant la hipotesi d’induccio:

=(@L+xH)(x™ + x4 D + o+ xt +1)- xA(xARD + x4 4 4xt +1) =

:X4(k+1)+x4k +X4(k-l)+””+x4 +1.

0

0

0

0

x%2
1+x*
x? X
0 1+x*
0 X2
0 0
0 0
0 0

W EXE X

0 0

x? 0

1+x* X
x?  14+x*

0 0

0 0

Ricard Peir6 i Estruch

o O o o

=@1+x*)?, - x*

o O O o

!
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Calculeu el valor del determinant d’ordre n:

1+ x? X 0 0 0 0
X  1+x? X 0 0 0
0 X  1+x> X 0 0
D,=| 0 0 X 1+x? 0 0
0 0 0 0 .. 1+x* x
0 0 0 0 .. x 1+x°
Oposicions Andalusia 2006.
Solucio:
D2:1+X2 XZ:x4+x2+1.
X 1+x
1+x% X ,
D;=| x 1+x* X :(1+x2)1+X A =1+ x?*)D, - x°D, =
2 1+x? |0 1+x*
0 X 1+x

=(L+x)(xP+x2 +1) - x*L+x)=x% +x* +x% +1.

Provem per induccié completa que D, = x*" +x2" Y +  +x* +x2+1
Per a n =2 la propietat és valida.

Suposem que pera n=k, D, =x* +x2& D+ 4+ x* +x2+1.
Demostrem la propietat pera n =k +1.

Desenvolupem el determinant per la primera fila:

1+ x2 X 0 0 0 0
X  1+x2 X 0 0 0
0 X  1+x? X 0 0
Dvia=| O 0 x 1+x° 0 0 |=
0 0 0 0 1+x* X
0 0 0 0 X  1+x?
1+x? X 0 0 0 0 X X 0 0 0 0
X 1+x® X 0 0 0 0 1+x* x 0 0 0
0 x  1+x® X 0 0 0 x 1+x° 0 0
=(1+x%)| 0 0 X  1+x? 0 0o [-x0 O X  1+x? 0 0
0 0 0 0 .. 1+x* x 0 © 0 0 .. 1+x* x
0 0 0 0 ... x 1+x? 0 o0 0 0 ... x 1+x

=(1+x*)D, - x? XD, =
Aplicant la hipotesi d’inducci6:
= (L X2)(X + XD 4+ )T+ D) - xA(PED #2024 4 x? 4] =

= X 20D 4 2K 20D 4+ x® +1
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ada 0 x0
115.- Siga la matriu M(x) = go 1 0=amb xI R. Siga A el conjunt de matrius
S0 0 1
d’aquesta forma. Demostreu que A amb el producte de matrius té estructura de grup

commutatiu.
Oposicions Andalusia 2006.

Solucio:

Al A, jaque M(0)=I, matriu unitat de les matrius quadrades d’ordre 3.

L’operacio6 és una llei de composicio interna:
a&Oxoa&Oyoa&Ox+yo

M(x) *M(y) = QO 1 oéo 1 o__go 1 0 ==Mx+y)T A

© 0 1% 0 1; % 0 1 4
L’'operacio és associativa, ja que el producte de matrius és associatiu.
I,T A . Aleshores el conjunt A té element neutre,
M(X) ¥; =153 XM(x) = M(X).
Vegem que tota matriu M(x)T A té inversa.
La seua inversa és M(-x) ja que:
M(X) XM(- X) =M(- x) M(x) =M(0) =1, T A

Vegem que té la propietat commutativa:
M(x) :M(y) = M(x +y) = M(y + X) =M(y) M(x).
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116.- Discutiu les arrels de I'equacié x* - 8x® +22x? - 24x +m =0 segons els valors
de m i obteniu-les.

Oposicions d’Asturies 2006.

Solucio:

Siga f(x) =x* - 8x® +22x? - 24x+m.

f'(x) = 4x3 - 24x* +44x - 24 .

f'(x)=0 si x =223

f"(x) =12x? - 48x +44 .

f"(2)) =8 >0, aleshores, f(x) t¢ un minimen x =1, f() =-9+m.
f"(2) =-4 <0, aleshores, f(x) t¢ un maximen x=2, f(2) =m- 8.
f"() =8 >0, aleshores, f(x) t¢ un minimen x=3, f(3) =-9 +m.

Si m > 9 l'equacio té 4 arrels complexes distintes conjugades 2 a 2.
Si 8 <m <9 I'equaci6 té 4 arrels reals distintes.
Si m < 8 I'equacié té dos arrels reals distintes i 2 arrels complexes conjugades.

Si m=9 té 2 arrels reals dobles, x=13

Sim=8 té4arrelsreal x =2,2,2++/2,2- 42 (notem que 1 delles és doble)

Vegem que la funcio és simetrica respecte de larecta x=2.
Traslladem la funcio f(x) 2 unitats a I'esquerra:

g(x) =f(x+2)=(x+2)* - 8(x +2)° +22(x +2)? - 24(x+2)+m.
g(x) =x*-2x>+m- 8.

La funcio g(x) és parella, simetrica respecte de I'eix d’ordenades.
Aleshores la funcio f(x) és simétrica respecte de larecta x =2.

Si una arrel de g(x) és x =r, aleshores una arrel de g(x) és x=2+r.

Calculem les solucions de I'equacio g(x)=0.
x*-2x>+m-8=0.
W2 = 2++36- 4m _

2

X :iwlli«/Q -m.

Aleshores les arrels de f(x) son:

X=2%41+4/9-m .

1+4/9-m.



117.- Calculeu el determinant d’ordre n:

5 3 0 0 .. 0 00O

2 5 3 0 .. 0 00O

0O 2 5 3 .. 0 00O
Dy =l e e e e e e,

0O 0 0O 0 ... b5

0O 0 0 0 ... 2 53

0O 0 0 0 .. 0 25
Solucio:

Desenvolupant el determinant per la primera fila:
D,=5D, ,-6D,,.

Es una successio recurrent.

L’equacio6 caracteristica de la successio és:

g% =5q- 6, les solucions sén: q=2, q=3
Aleshores el terme general de la successio és:
D,=AX"+Bx3".

Calculem A'i B utilitzant el primer i segon termes de la successio:

j5=Ax"+B3 i2A+3B =5 _

1 v . Resolent el sistema:
119 = A% + Bx3? T4A+9B =19

JA=-2

(g3 Aleshores, el terme general de la successio és:
B =

Dn :_2>Qn +3><3n :_2n+l+3n+l.

Ricard Peir6 i Estruch
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+
118.- Siga 0 < x, <y, idefinim per recurréncia, X,,, = an XYy Yo = %

"n3 1.
Demostreu que ambdues successions convergeixen a un limit coma.
Oposicions Andalusia 2006.

Solucio:
a) Demostrem que x, <X, <........ <X, <Y, <o <y, <y,.

Ho provarem amb 4 passos:
al) Demostrem per induccio que x, >0, y, >0.

Si n =1, per hipotesi 0 < x; <vy;.
Suposem certa la relacié pera n=k, x, >0, y, >0.
Demostrem la relacié pera n =k +1:

X +y
Xis1 = AlXg Yy >0, Yk+1:%>0-

a2) Demostrem x, <y, .
Peral) x, >0, y, >0. La mitiana geometrica €s menor que la mitjana aritmetica.
Aleshores:

— / Xn t¥Yn _
Xn+1 - Xn ><yn < 2 - yn+1

Aleshores, X, ,; <Y, -
a3) Demostrem per induccio que X, < X, -

Sin=1, x, =Xy, >4/XX = X,.
Suposem certa la relacio pera n =k, x, <X,,,
Demostrem la relacio pera n =k +1:

Xps1 = \/Xk XY (:2)1/kak > Xp -
a4) Demostrem per induccio que y, >VY,,;.
Xp*Yy _Yity
1 1 1 1 -
< =Y

2 2
Suposem certa larelaciéo pera n=k, y, >y,

Demostrem la relacié pera n =k +1:
+ +

Xk yk < yn yn =yn .
2 @ 2

Sin=1,y, =

Y =
b)

La successi6 {x,} és monotona creixent i afitada superiorment, aleshores és
convergent. Siga a = r!lgg‘ X, a>0.

La successio6 {y.} és monotona decreixent i afitada inferiorment, aleshores és
convergent. Siga b = rlligl Yn, b>0.

+y _a+b

X
[im = lim 22—  aleshores, b=——. (1
n® ¥ Yo ey 2 2 (1)

Aleshores, a=b.

I|’®rr!€ Xpey = I|'®nl \/xn xy, , aleshores, a=+ab (2)

n X

El sistema format per les expressions (1) (2) és compatible indeterminat a=b.
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119.- Siga P,(x) I'espai vectorial real de polinomis amb coeficients reals, de grau
menor o igual a tres amb la indeterminada x.

a) Demostreu que V = {11+ X1+ X+ X2 1+ X+ X2+ x3} és una base de P,(x).

b) Determineu, respecte de V, la matriu de 'endomorfisme f definit en P;(x) que a

cada polinomi li fa correspondre la segona derivada.

c¢) Calculeu el nucli i la imatge de I'endomorfisme, Aixa com les seues dimensions.
d) Resoleu f(q(x)) =6x+8,0n q(x)T P,(X).

Oposicions Cantabria 2004.

Solucio:
(P,(x),+ és un espai vectorial de dimensi6 4 la base canonica és:

— — — — y2 — 3
B—{el-l,ez—x,e3 =x%,€e, =X }

a)

Siga V={ul =1u, =1+X,U; =1+ X +x?,u, =1+ x+x? +x3}.

Vejam que el conjunt és linealment independent:

Siga a,u, +a,u, +a,u, +a,u, =0. Hem de demostrarque a, =a, =a, =a, =0.
a,d+a,l+x)+a;(L+x+x?)+a,L+x+x? +x3)=0

a,x’+(@z;+a,)x*+(a, +az+a,)x+(@,+a, +a;+a,)=0.

Dos polinomis sén iguals si son del mateix grau i els coeficients son iguals.
Aleshores:

la, =0
'} a;+a, =0

-:-a2 +as;+a, =0
fa,+a,+a;+a, =0
Un sistema linealment independent de dimensié 4 d’'una base de dimensio 4 (sistema
lineal independent maximal) és base de I'espai vectorial.

. Resolent el sistema a, =a, =a; =a, =0.

b

D)efinim f:P,(X)® Py(x), f((x)=p"(X), p()T Py(X).
f és una aplicacio lineal ja que per la linealitat de la derivada:
f(a x(x) +b>q(x)) = a xf(p(x)) + b xf(q(x)) .

Calculem la matriu de I'endomorfisme:

f(u,) =0=(00,00)

f(u,) =0=(0,0,0,0)

f(uy,) =2=(200,0)

f(u,) =2+6x =-4+6(1+x) =(-4,600)

Aleshores la matriu de 'endomorfisme és:

fuy) f(uy) flug) f(u,)

@® 0 2 -49
(éo 0O 0 6=
%0 0 o0 0
§o O 0 0p
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C)
Determinem el nucli Ker f;
Ker f ={(a,b,c,d)T P, /f(a,b,c,d) =0}

® 0 2 -4@ao a@o

go 00 af;b_ 0=

0 0 0 0%c %I

go 0 0 0 xdg é)g
(2c-4d 6d 0 0)=(0 0 0 0)
Aleshores:

ic=0

td=o0

Ker f ={(a,b,c,d)T P, /f(a,b,c,d) =0} ={(a,b0,0)1 P,}
Ker f={a+b(1+x) /abl R}

Una base d’aquest subespai vectorial és:

fL1+x}, dimKerf=2

Es a dir qualsevol polinomi de grau dos.

Determinem la imatge de 'endomorfisme Im f:

dimP,(x) = dimker f +dimIm f
Aleshores, dimim f =dimP,(x) - dimKer 2=4- 2 =2,
També dimIim f =rangA =2 on A és la matriu de 'endomorfisme.
Im f ={(a,b,c,d)1 P,(x) /existeix (x,y,z,t)T P,(x)amb f(xy,zt) =(ab,c,d)}
® 0 2 -4@xd a0
go 00 6 f;y; gb;
00 O '@z G
go 00 0xXtg édg
(2z- 4t 6t 0 0)=(a b c d)
ic=0
td=o0
Im f ={(a,b,00)1 P,}
Una base del 'espai vectorial Im f és: {1, 1+ x}.

d

S)iga f(q(x)) =6x+8,0n q(x)T P,(x).

Sigaqgx)=(a b ¢ d)T P,y(x)

Notem que 6x+8=2+6(1+x)=(2 6 0 0) pertanya Im f
® 0 2 -4@@o a@o

QO 0 0 6 _gb— g

¢ s (; 0% resolent I'equacié matricial:
%0 0 0 el

§o 00 O gd@ gog

ic=3

id L Aleshores, q(x) =a+b(1+x) +3(1+ X + x?) +1(1+ x + x> +x3).
T =



Ricard Peir6 i Estruch

120.-

a) El polinomi p(x) =x" +axx""™ +b no pot tenir arrels, distintes de zero, d’ordre
superior a 2.
b) Determineu la condici6 a fi que el polinomi p(x) tinga una arrel doble distinta de

Zero.

Solucio:

a)

Derivem el polinomi

p'(x)=nxx"1+a(n- m)xx" ™ =x" m‘l(n xx™ +a(n - m))

p'(x)=0 si x"™'=0 obé, nxx" +a(n- m)=0

La segona equacio té arrels complexes simples distintes de zero, o totes les arrels sén
zero.

Aleshores, p(x) no pot tenir arrels reals, distintes de zero, d’ordre superior a 2.

b)
nxx" +a(n- m)=0
m — ~ a(n' m)
=
a(n -m) ,
x =m———~< geria una arrel de p(x).

a(n m) 0
o

p(x) = x™ m x +a)

e n g e n o
Siga d = mcdn,m), aleshores, m=dxm;, n=d»,.

r\n/aea(n—m)'g 2 a(n- m)+a — b

,Ni-m L.
m,| 28 a(n-m)g aam 0
e n [} eng
Elevanta m; ambdues parts:
g an- m)o" ™ gam o
e n g eng
(_ 1)“1' my a”l (n _ m)”l'ml (m)ml - (_ l)m1 bm1n“1

(-D™a™(n- m) ™ (m)™ =pM™n"™.

=(-3"™b™



