Ricard Peir6 i Estruch

121.- Siga M una matriu quadrada d’ordre 2 i coeficients reals, verificant la igualtat:
M2 -2M-31=0 (1) on | és la matriu unitat d’ordre 2.

Siga M, (R) I'espai vectorial sobre el cos R format per totes les matrius quadrades
d’'ordre 2. Siga V el subespai engendrat per M i .

a) Determineu totes les matrius que verifiquen la relacié (1) i tals que la dimensi6 de V
siga 1.

a9

Pg

c) Es suposa que M verifica (1) i és distinta de les matrius de I'apartat a).

Determineu en V totes les matrius que verifiquen P? =P .
Oposicions Cantabria 2006.

b) Determineu totes les solucions de I'equacio (1) de la forma M = E@
q

Solucio:
: b
Siga M = g 2 M2 - 2M- 31=0. Aleshores:
& df
@” +bc-2a-3 ab+bd-2b O_a8® 006 _
+ Igualant els elements:

é ac+cd-2c  bc+d®- 2d- 35 §0 0p
ia?+bc-2a-3=0

iba+d-2)=0
ic(a+d-2)=0
Ibc +d%- 2d-3=0
Sib=c=0.
a=-13, d=-13. Aleshores:
@l 06 @105 &8 0p B8 06

M=ty 1o M Tk 3o M=y 2 M=y o

Restant la primera i quarta equaci6 del sistema:
a’ - 2a-d*+2d.
(a+d-2)a-d)=0

Sia-d=0, a=d

Substituint en la 22 i 3 2 equacio:

b(2a- 2) =0, c(2a-2)=0.

Aleshores, a=10bé b=c=0.

Si a =1, aleshores, d =1, bc =4. Pertant:

5

= - 1

M, § 1o bro.
b o

Sia+d-2=0, d=2-a.

Resolent la primera equacio en la incognita a:

a=1+4/4-bc , 4-Dbc3 0. Pertant:

2 be o
|\/|6=§ng 4- be b 2 4.bcso.

c 1- J4-Dbc g

- Ja be 6
M7:§ 4- be b 2 4 peso.

c 1++/4- bc g



a)

<M, I >=<1>,
M, |} son L.,
{M3,I} sén L.
M.} son L.l
{M,,1} son LI
{M_.1} son L.
b)

Siga M= gq p_ resolem M? - 2M- 31 =0:

P’ +q°-2p-3 2pq-2q 9
§ 2pq - 2q p? +q*- 2p- 35
ip*+g°-p-3=0
|
T129(p- D=0
Les solucions soén:

el Oo a3 Oo
Ml_go 15 2 go 33 M

- IZI ﬂ

c)

Siga I'expai vectorial < M,| > tal que M? -

dm <M,,I>=1, <M,,I>=<1>,

dim <M,,I>=2
dim <M,,1>=2
dim <M, 1>=2
dim <Mg,1>=2

dim <M,

1>=2

=-1
Resolent el sistema: :p )
79=0

Siga P1 <M,I>, tal que P? =P

P=a:M+b:l,

abl R

@M+bxf =axM+bx

a’>xM? +2ab>xM+b?xd=axM+bx

Com que M? =2M +3|

a?(2M +31)+ 2ab xM+b2 % - axM- b X =0
(2a2 + 2ab - aM+(3 +a? +b2- b)=0
Per ser {M,I} linealment independents:

j2a®+2ab- a=0

. i
. Resolent el sistema:

|
t3a+b?-b=0
. 1 06
Siga M, =& 02 aleshores:
g0 35
o a 09
go 05 P go 1,2,
Siga M, :88 0 2 aleshores:
o 15
o a 00
go 05 P go 1,2,

dim <M,,I>=1,

OO
=. Igualant els elements:

ip=3 ip=1
| v
19=0 79=2
ael -29
-2 1g
=0.
[
ia=0 } 4
,:\bzl’ Tb:l
) 4
09
0g
00
15

—_—— —N— —
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=1
:-2.
-1
a=—
4
3
b=
4
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&l bo
Siga M; =§4 |7 aleshores:
b "o
d bo @l - bY
® 06 & 06 > A 3 2
P=f "2 p=f 2 R=¢2 4:p =g :
léoow%omf’lz;ﬁg_lz;
b 2g b 2g
Sigeu\/us:?”“'bC b 2 4-be>o.
c 1- +/4-bcg
B 06 4 05 o>+gla-be 2o 2
Pl oy Pl 37T Y 1 o
2 2 é ~c —->+4-bcZ
4 P
elitfazoc b °
Pp=¢2 4 L1 i
=c —- =A4-bcZ
g 4 4 o
{2 be 6
Siga M, = g V4~ be b 2 4 bc>o0.
é o 1++/4- bc g
ol 1 0
® 05 4 05 G- V4-be 20 =
0 Og 0 1g é —c —+=44-bct
4
E%l-i«/mbc LI
Pl = -
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122.- En 'espai vectorial de les matrius quadrades d’ordre 2 considerem els
subespais:
| b+2c b- 2c¢ -1 0 10
L= 9 abci Ry, M= ? Oéé Oé@
& 0 2c 4 {) 0 ozfo -1b -1

a) Determineu el subespai L CM i comproveu que L =L+M decidint, a més a més, si
es tracta d’una suma directa.

b) Siga B, = , u —8é ) lo g 0 _g,w =8d 1c_)u una base de L i considerem
S0 05 B -15" & 13

I'aplicacié f: L ® L tal que f(u)=v,f(v) =u, f(w) = w. Determineu la matriu de f

respecte de la base B, i els subespais Ker film f.

Oposicions Caceres 2002.

Solucio:
i N
LCM={A= g y9| M, , / AT LAl My
i iﬁ
|x—a—b+2c
J1y=b-2c
SiAlL, |7 ab,cl R
i2=0
ft=2c
Si Al M, & ygzdaé 3 ead °8+f8@ : ) Aleshores:
gZ tg go Og 0 -lg -lyg
ix=d+e
I
=-d -
|ly a,b,cl R
.I.Z:O
ft=-3-f
Eliminant els parametres a, b, c, d, e, f del sistema format per les 8 equacions:
ix+y+t=0
%zzo
i O iX+y+t=00 i -t Yo . 0
LCM={A= g YA m,, 1Y ,:igy Y2/ yt1 Ry
i ty i2=0 E;T 0 tg b

iee 1l 1¢ 10
Iae o Oubasede LCM, dimL
€0 0iko 13

Provemque L=L+M.
LT L+M

vO
I\J

-16ad 0089 19“_

058 -8 -15

d -10 aa-b+2c b- 2co
gO Ogg 0 2c g

Vegem que ?
0

‘|a =1
+ igualant els elements i resolent el sistema: |b =-1.
fe=0
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i
la=3
d 00 sa-b+2c b- 2co T
T= T igualant els elements i resolent el sistema: b =1 .
go -1 0 2c g i L
IC =_-
I 2
!
la=2
® 10 _aa-b+2c b-2co i
igualant els elements i resolent el sistema: {b =1 .
0 -5§ o 2 g
IC =_-
I 2

Aleshores. @ -log 000 19| L, pertant, M1 L.
%o o,a%o -12,%0 - 15

Aleshores, L+MI L.
L=L+M noéssumadirectajaque LCM? £.

b)
La matriu de I'aplicacio lineal és:
@ 109
¢l 0 0
§0 0 1,
1aad ® 1 Opao &0l

Kerf—:gb_l L/gl 0 Ogb——gO—y

&g &0 0 1% O3
Kerf = /.

Iaag d 1 0@x9 eaagl Iag |a yu
mf={b=l L/E 0 of;y__do_y 1b=T L/ lb=xy.

s O 0 1%ch & o 1&c }C—Zp

Im f =L
Aleshores l'aplicacio f és un isomorfisme.
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123.- Resoleu I'equacio:
sin(x +y) =sinx +siny.

Solucié:

sin(x +y) = ZsinXTercosxT+y (relacions dels angles dobles)

sinx +siny = 2xsin x;y xcos > 2 y (transformacio de sumes en productes).
Aleshores:
256in XY sc0s XY = 2 ssin X Y seos XY
2 2 2 2

sinX+y§%osX+y-cosX'y9=O.

2 ¢ @
Aleshores:
sinX+y=O, Xeryzkp, ki z. x+y=2p, ki Z.
O bhé:

cos XY =cosx_2y . Per tant:

N

X;yzx-zy+2kp, ki z. y=2%p "xIR, ki z.
X;y:-x_zy+2kp, ki z. x=2k "yiR, ki Z.
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124.- Proveuquesia3® b>01il >0
Aleshores es verifica: (I +1)b?-a? £l ab£1la?

Quan s’assoleix la igualtat?.
Revista OIM problema 133.

Solucio:

Provem que | ab £1 a?.

la?-lab=la(a- b)30.

Jaquesia3 b>0il >0 aleshores, a- b3 0.

Aleshores, | ab £1 a?.
La igualtat s’assoleix quan a- b =0 jaque a>0,i |l >0

Provem que (I +1)b? - a2 £1 ab.

lab- (I +1b2+a? =Ib(a- b)+(a+b)@- b)=(a- b)Ib+a+b)3 0.
Jaquesia3®b>0il >0 aleshores, a- b3 0, b+a+b>0.
Aleshores: (I +1)b?- a2 £1 ab.

Laigualtat s’assoleix quan a- b =0 jaque I b+a+b>0.
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125.- Demostreu que cx? - ax +b és un divisor comu de ax® - bx? +c i bx®- cx+a
si divideix a un d’aquests dos polinomis.
Revista OIM problema 135.

Solucio:
Amb les condicions del problema a,b,c * 0.
2
. 3 ) ’ .., a_,a b. .
Al dividir ax* - bx“ +c entre cx“ - ax +b el quocient és —x +—-- — ielresidu és:
Cc Cc C

_a®-2abc® c3-a’b+b’c
rl-g X+ :
2 - 2
Cc [} C

. . b ab . o
Al dividir bx?® - cx +a entre cx? - ax +b el quocient és —x +— ielresidu és:
c c

s - a2b+bch_?x+ac2 - ab?

r,=-
2 L
S o 5 o

Si ax?® - bx? +c és multiple de cx? - ax +b el residu r, és 0, aleshores,

ad- 2abc
— =0 ) _

c? fa®-2bc=0
. , pertant, | . ) )
c’-a‘b+b°c _ c’-a‘h+b°c =

b+b 0 b+b 0

C2

Si bx® - cx +a és mdltiple de cx? - ax +b el residu r, és 0, aleshores,

c®- a’b+b’c
-———=0 32 R
C 1C -b°=0
, ) pertant, | . ) :
ac‘ - ab _ fc’-a‘b+bc=0

CZ

0

Vegem que si a? - 2bc =0 aleshores c¢? - b? =0 i viceversa.

c(02 - b2)=c3 - b?c =a’b- 2b?c =b(a? - 2bc).
Comque b,ct 0,

a’-2bc =0 siinoméssic?-hb?=0.
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126.- Siga p un nombre real i les arrels del polinomi x® +2px? - px +10 estan en
progressié aritmética. Determineu les arrels.

Soluci6 1:

Siga q(x) =x3 +2px? - px+10

Siguen a- d,a,a+d les arrels del polinomi.
Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

3a=-2p, aleshores, a= %

Com a és arrel del polinomi, g(a) =0, aleshores:

.3 2 ;
— < + 2p(afﬁ9 - pgeﬁ&_ 10=0.

e e g e3 g

Simplificant:

8p% +9p? +135 =0.

Aplicant la regla de Ruffini i factoritzant:

(p+3)(8p? - 15p+45)=0

Aleshores I'inica solucié d’aquesta equacié és p =-3

Per tant, g(x) = x® - 6x2 +3x +10 i una soluci6 d’aquesta és a = % =

Aplicant la Regla de Ruffini:

q(x) = x> - 6x% +3x+10 =(x- 2)(x +1(x - 5)
Aleshores les arrels del polinomi inicial son:
x=2-15.

Solucio 2:
Siga q(x) = x> +2px? - px+10
Siguen a- d, a,a+d les arrels del polinomi.

Com el terme independent és distint de zero cap de les arrels pot ser zero, at 0.
Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

i3a=-2p
ta@@+d)@a- d) =- 10
la(a+d)+a(a- d)+(a+d)(a- d)=-p
13a=-2p
fa(@?- d?)=-10
13a2-d2=-p

10

De la segona equacio: d? =a? - — (1)
a

De la primera equacio, p = ?a (2)
Substituint les expressions (1) i (2) en la tercera equaci6 del sistema:

3a?-a’+—==a.
a 2
4a* -3a’-20=0.
Resolent 'equacié amb la Regla de Ruffini:
a=2-15, les tres solucions arrels del polinomi g(x)
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127.- DemostreU'

H

_p
a) arct +arctg— =—.
) g g 372

1 1 p
b) arctg= + arctg— + arct ==
) 93 2 9% 4 g 13 4

Solucio:
a)

Siguen a = arctgl, b= arctgl.
2 3
a-= arctg1 <arctgl= P . b= arctg1 <arctgl= B.
2 4 4 4

<P b<P Aleshores, a +b<1|0-
4 4 2

1.1

tg(a +b) = tga+igh _ 2 3 =1.
1-tga+tgh , 11
23

a+b=arctgl=% jaque a+b<%p.

b)

) 1 1 1
Siguen a =arctg—, b =arctg—, g=arctg—.
g 92 94 g 913
1 p 1 p 1 p
a —arctg—<arctgl=—. b =arctg= <arctgl=—, g=arctg— < arctgl=—.
92 g 4 94 gl 4 g 913 gl 4

a <B, b<B, g<B.AIeshores, a+b+g<§p_
4 4 4 4

tga +tgb
tgla +b)+tgg 1- tgatgb +199
gl +b+g)=- = :
1- tg(a +b)tgg 1- tgatgb i
1- tgatgb
1.1
2 4 1
.11 13 6,1
_ 24 7 13 _4
1.2 61
2 41 713
p. 1113
24

a+b+g=arctg1=%jaque a+b+g<%p.
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128.- Si xy +yz +zx =1, demostreu que:

X y z 2
a) + + = .
1+x% 1+y? 1+z% X+y+z-xyz
b) X2+ y2+ 22: 2 :
1+x% 1+y? 1+z Jﬂ+X2X1+y2X1+Z%
Demostracio:
Si xy +yz + zx =1 aleshores, z = X
X+y
a)
1-xy
X Y,z X LY Xty
1+x%  1+y? 1+z% 1+x* 1+y? - xy o
1+ +
Xty g
S X Ly @ex(xty)
1+x® 1+y®  (x+y)® +(1- xy)?

__ X Y xhy-xPy-xy?
1+X2 1+y2 X2 +y2 +1+X2y2

X .Y  xty-xy-xy? 2(x+y)
Lx? 1ry?  @+)ary’)  @rd)a+y?)

2 _ 2 _ 2(x+y) _
X+y+z-Xxyz x+y+1_ Xy xyl_ XY (x+y)? +1- xy - xy(1- xy)
X+y X+y
2(x+y) __ 2(x+ty)

Xy A1y’ (1))
Per tant tenim la igualtat.

b)
Sarxi)a+y)a+z2), @ArxHA+y?)a+z?)
_ 4 4 _
@Ay )ar ) Gﬁxqa+y)%+ai>W29
XtYg 5
4(x +y)? o 4(><+y)2

T @)@y (YR (- xy?) @2 A+yR)E

2 :\/ 4 :\/ 4(x +Y) _
JaA+x2)a+y?)a+z?) VA+xX*)A+y*)a+z%)  Y@+x*)’@+y?)?
2(x+y)
S @exd)a+y?)
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129.- Determineu la relacié entre x i u si:

x? +ycos?a =xsinacosa i xcos2a+ysin2a =0 (es suposa que siy son no
nuls).
Solucio:
. -X - X
De la segona relaci6: tg2a =——, sin2a = —cos?2a.
y y

Com que sin2b =2sinbcosb i cos2b =2cos?’b- 1, cosx:m.

La primera relacié quedaria:
2 l1+cos2a _1_ .
Xc+y_——— — =_xsin2a.
2 2

2x? +y+ycos2a =xsin2a. Substituint, sin2a = “Xcos2a:
y

2

cos?2a .

2x% +y+ycos2a =

2x2%y +y? +y?cos2a =-x?cos?2a.
(2x2 +y)y =- (x2 +y2)cos 2a.
Elevant al quadrat:

2 202 _|y2 2)? 2
(2x +y)y —(x +y ) cos‘ 2a.
1

Tenint en compte que cos?b = !
1+tg°b

1

(2 +y)y? = (@ +y2f 1+1g°2a

Tenint en compte que tg2a =~ :

2 +yfy =l vy ——

(2x2 +y)2 =x2 +y?2,
A +4x2y +y? = X% +y?,
4x* +4y =1,



130.- Siga x un nombre tal que x +i =-1.
X

-1
1004

1994 °
X

Olimpiada de Xile 1994-95.

Calculeu x

Solucio:
) . 1
Resolem lI'equacio x+==-1
X

x> +x+1=0
X:—l'_"\/gl
2

Les solucions complexes en forma polar son: x =1,5., X =1,

Siga X =1;,5..

1904 - 1 —(l )1994 1 _1 1 _
“Toor = 1200 - —)1994 = 115001904 = 110001004 =

X
X (21200

= 1,00 - 1 pu00 = COS 2400+ xsin 240°- (cos(- 240°) +i >sin(- 240°)) =

= 25in240% = - /3i .

Siga x =1,,4. .

004 -1 _ (1 )1994 1 _1 1 _
Tooa — \Lea00 T T \iooa 12404994 " L 24004994 =
X (L 2400)

= 1,500 - 11500 = €0S120°+i x8in120°- (cos(- 120°) +i xsin(- 120°)) =
= 25in120% = +/3i.

X
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