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121.- Siga M una matriu quadrada d’ordre 2 i coeficients reals, verificant la igualtat: 
0I3M2M2 =−−        (1) on I és la matriu unitat d’ordre 2. 

Siga )R(M2  l’espai vectorial sobre el cos R format per totes les matrius quadrades 
d’ordre 2. Siga V el subespai engendrat per M i I. 
a) Determineu totes les matrius que verifiquen la relació (1) i tals que la dimensió de V 
siga 1. 

b) Determineu totes les solucions de l’equació (1) de la forma 







=

pq
qp

M . 

c) Es suposa que M verifica (1) i és distinta de les matrius de l’apartat a). 
Determineu en V totes les matrius que verifiquen PP2 = . 
Oposicions Cantàbria 2006. 
 
Solució: 

Siga 







=

dc
ba

M , 0I3M2M2 =−− . Aleshores: 









=











−−+−+
−+−−+

00
00

3d2dbcc2cdac
b2bdab3a2bca

2

2

 Igualant els elements: 












=−−+

=−+
=−+

=−−+

03d2dbc

0)2da(c
0)2da(b

03a2bca

2

2

 

Si 0cb == . 
3,1a −= ,  3,1d −= . Aleshores: 









−

−
=

10
01

M1 , 






−
=

30
01

M2 , 







−

=
10

03
M3 , 








=

30
03

M4  

 
Restant la primera i quarta equació del sistema: 

d2da2a 22 +−− . 
0)da)(2da( =−−+  

 
Si 0da =− ,  da =  
Substituint en la 2ª  i 3 ª equació: 

0)2a2(b =− ,   0)2a2(c =− . 
Aleshores, 1a =  o bé 0cb == . 
Si 1a = , aleshores, 1d = ,  4bc = . Per tant: 














= 1

b
4

b1
M5 ,  0b ≠ . 

 
Si 02da =−+ ,  a2d −= . 
Resolent la primera equació en la incògnita a: 

bc41a −±= ,   0bc4 ≥− . Per tant: 












−−
−+

=
bc41c

bbc41
M6 ,  0bc4 >− . 












−+
−−

=
bc41c

bbc41
M7 ,  0bc4 >− . 
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a) 
>>=<< II,M1 ,   1I,Mdim 1 >=< ,  >>=<< II,M4 ,   1I,Mdim 4 >=< ,   

{ }I,M2  són L.I. , 2I,Mdim 2 >=<  
{ }I,M3  són L.I. , 2I,Mdim 3 >=<  
{ }I,M5  són L.I. , 2I,Mdim 5 >=<  
{ }I,M6  són L.I. , 2I,Mdim 6 >=<  
{ }I,M7  són L.I. , 2I,Mdim 7 >=<  
 
b) 

Siga 







=

pq
qp

M , resolem 0I3M2M2 =−− : 









=











−−+−
−−−+

00
00

3p2qpq2pq2
q2pq23p2qp

22

22

. Igualant els elements: 





=−
=−−+

0)1p(q2
03pqp 22

 Resolent el sistema: 




=
−=
0q
1p

, 




=
=

0q
3p

, 




=
=

2q
1p





−=
=

2q
1p

. 

Les solucions són: 









−

−
=

10
01

M1 , 







=

30
03

M2 , 







=

12
21

M3 , 







−

−
=

12
21

M4  

 
c) 
Siga l’expai vectorial >< I,M  tal que 0I3M2M2 =−− . 
 
Siga >∈< I,MP , tal que PP2 =  

IbMaP ⋅+⋅= ,  Rb,a ∈  

( ) IbMaIbMa 2 ⋅+⋅=⋅+⋅  

IbMaIbMab2Ma 222 ⋅+⋅=⋅+⋅+⋅  
Com que I3M2M2 +=  

( ) 0IbMaIbMab2I3M2a 22 =⋅−⋅−⋅+⋅++  

( ) ( ) 0Ibba3Maab2a2 222 =−+++−+  
Per ser { }I,M  linealment independents: 







=−+

=−+

0bba3

0aab2a2
22

2

. Resolent el sistema: 




=
=

0b
0a

,  




=
=

1b
0a

,  










=

=

4
1

b

4
1

a
,   










=

−
=

4
3

b

4
1

a
 

Siga 






−
=

30
01

M2   aleshores: 









=

00
00

P1 , 







=

10
01

P2 , 







=

10
00

P3 , 







=

00
01

P4 . 

 

Siga 







−

=
10

03
M3   aleshores: 









=

00
00

P1 , 







=

10
01

P2 , 







=

00
01

P4 ,. 







=

10
00

P3 . 
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Siga 













= 1

b
4

b1
M5   aleshores: 









=

00
00

P1 , 







=

10
01

P2 ,  
















=

2
1

b
1

4
b

2
1

P5 , 
















−

−

=

2
1

b
1

4
b

2
1

P6  

 

Siga 










−−
−+

=
bc41c

bbc41
M6 ,  0bc4 >− . 









=

00
00

P1 , 







=

10
01

P2  
















−−

−+
=

bc4
4
1

2
1

c
4
1

b
4
1

bc4
4
1

2
1

P7 , 

















−−
−

−+
−

=
bc4

4
1

2
1

c
4
1

b
4
1

bc4
4
1

2
1

P8  

 

Siga 










−+
−−

=
bc41c

bbc41
M7 ,  0bc4 >− . 









=

00
00

P1 , 







=

10
01

P2 , 
















−+

−−
=

bc4
4
1

2
1

c
4
1

b
4
1

bc4
4
1

2
1

P9 , 

















−+
−

−−
−

=
bc4

4
1

2
1

c
4
1

b
4
1

bc4
4
1

2
1

P10  
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122.- En l’espai vectorial de les matrius quadrades d’ordre 2 considerem els 
subespais: 









∈






 −+−
= Rc,b,a/

c20
c2bc2ba

L ,    







−








−







 −
=

10
10

,
10

01
,

00
11

M . 

a) Determineu el subespai ML ∩  i comproveu que MLL +=  decidint, a més a més, si 
es tracta d’una suma directa. 

b) Siga 
















=








−

=






 −
==

10
11

w,
10

01
v,

00
11

uBL  una base de L i considerem 

l’aplicació LL:f →  tal que w)w(f,u)v(f,v)u(f === . Determineu la matriu de f 
respecte de la base LB  i els subespais Ker f i Im f. 
Oposicions Càceres 2002. 
 
Solució: 









∈∈∈







==∩ × MA,LA/M

tz
yx

AML 22  

Si LA ∈ ,  Rc,b,a

c2t
0z

c2by
c2bax

∈











=
=

−=
+−=

. 

Si MA ∈ ,  







−

+







−

+






 −
=








10

10
f

10
01

e
00
11

d
tz
yx

. Aleshores: 

Rc,b,a

f3t
0z

fdy
edx

∈











−−=
=

+−=
+=

. 

Eliminant els paràmetres a, b, c, d, e, f del sistema format per les 8 equacions: 





=
=++

0z
0tyx

 









∈






 −−
=













=
=++

∈







==∩ × Rt,y/

t0
yty

0z
0tyx

/M
tz
yx

AML 22  
















 −







 −
10
01

,
00
11

 base de ML ∩ , 2MLdim =∩ . 

 
Provem que MLL += . 

MLL +⊂  

Vegem que L
10

10
,

10
01

,
00
11

∈







−








−







 −
 








 −+−
=







 −
c20

c2bc2ba
00
11

 igualant els elements i resolent el sistema: 








=
−=

=

0c
1b

1a
. 
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






 −+−
=








− c20

c2bc2ba
10

01
 igualant els elements i resolent el sistema: 













−=

=
=

2
1

c

1b
3a

. 








 −+−
=








− c20

c2bc2ba
10

10
 igualant els elements i resolent el sistema: 













−=

=
=

2
1

c

1b
2a

. 

Aleshores. L
10

10
,

10
01

,
00
11

∈







−








−







 −
, per tant, LM ⊂ . 

Aleshores, LML ⊂+ . 
 

MLL +=  no és suma directa ja que ∅≠∩ ML . 
 
b) 
La matriu de l’aplicació lineal és: 

















100
001
010

 
































=
































∈
















=

0
0
0

c
b
a

100
001
010

/L
c
b
a

Kerf  

∅=Kerf . 

























=
=
=

∈















=
































=
































∈
















=

zc
xb
ya

/L
c
b
a

c
b
a

c
y
x

100
001
010

/L
c
b
a

fIm . 

 
LfIm = . 

Aleshores l’aplicació f és un isomorfisme. 
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123.- Resoleu l’equació: 
ysinxsin)yxsin( +=+ . 

 
Solució: 

2
yx

cos
2

yx
sin2)yxsin(

++=+   (relacions dels angles dobles) 

2
yx

cos
2

yx
sin2ysinxsin

−⋅+⋅=+     (transformació de sumes en productes). 

Aleshores: 

2
yx

cos
2

yx
sin2

2
yx

cos
2

yx
sin2

−⋅+⋅=+⋅+⋅ . 

0
2

yx
cos

2
yx

cos
2

yx
sin =






 −

−
++ . 

Aleshores: 

0
2

yx
sin =+ ,   π=+

k
2

yx ,  Zk ∈ .    π=+ k2yx ,     Zk ∈ . 

 
O bé: 

2
yx

cos
2

yx
cos

−=+ . Per tant: 

π+−=+
k2

2
yx

2
yx ,   Zk ∈ .    π= k2y    Rx ∈∀ ,  Zk ∈ . 

π+−−=+
k2

2
yx

2
yx ,   Zk ∈ .    π= k2x    Ry ∈∀ ,  Zk ∈ . 
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124.- Proveu que si 0ba >≥  i 0>λ  
Aleshores es verifica:   222 aabab)1( λ≤λ≤−+λ  
Quan s’assoleix la igualtat?. 
Revista OIM problema 133. 
 
Solució: 
Provem que 2aab λ≤λ . 

0)ba(aaba 2 ≥−λ=λ−λ . 
Ja que si 0ba >≥  i 0>λ  aleshores, 0ba ≥− . 
Aleshores, 2aab λ≤λ . 
La igualtat s’assoleix quan 0ba =−  ja que 0a > , i 0>λ   
 
Provem que abab)1( 22 λ≤−+λ . 

( ) 0bab)ba()ba)(ba()ba(bab)1(ab 22 ≥++λ−=−++−λ=++λ−λ . 
Ja que si 0ba >≥  i 0>λ  aleshores, 0ba ≥− ,  0bab >++λ . 
Aleshores: abab)1( 22 λ≤−+λ . 
La igualtat s’assoleix quan 0ba =−  ja que 0bab >++λ . 
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125.- Demostreu que baxcx 2 +−  és un divisor comú de cbxax 23 +−  i acxbx 3 +−  
si divideix a un d’aquests dos polinomis. 
Revista OIM problema 135. 
 
Solució: 
Amb les condicions del problema 0c,b,a ≠ . 

Al dividir cbxax 23 +−  entre baxcx 2 +−  el quocient és 
c
b

c
a

x
c
a

2

2

−+  i el residu és: 

2

223

2

3

1
c

cbbac
x

c
abc2a

r
+−

+








 −
= . 

 

Al dividir acxbx 3 +−  entre baxcx 2 +−  el quocient és 
2c

ab
x

c
b

+  i el residu és: 

2

22

2

223

2
c

abac
x

c
cbbac

r
−

+








 +−
−= . 

 
Si cbxax 23 +−  és múltiple de baxcx 2 +−  el residu 1r  és 0, aleshores,  

0
c

cbbac

0
c

abc2a

2

223

2

3

=+−

=
−

 per tant, 






=+−

=−

0cbbac

0bc2a
223

2

. 

 
Si acxbx 3 +−  és múltiple de baxcx 2 +−  el residu 2r  és 0, aleshores,  

0
c

abac

0
c

cbbac

2

22

2

223

=−

=
+−

−
 per tant, 







=+−

=−

0cbbac

0bc
223

22

. 

 
Vegem que si 0bc2a2 =−  aleshores 0bc 22 =−  i viceversa. 
 

( ) )bc2a(bcb2bacbcbcc 2222322 −=−=−=− . 
Com que 0c,b ≠ , 

0bc2a2 =−  si i només si 0bc 22 =− . 
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126.- Siga p un nombre real i les arrels del polinomi 10pxpx2x 23 +−+  estan en 
progressió aritmètica. Determineu les arrels. 
 
Solució 1: 
Siga 10pxpx2x)x(q 23 +−+=  
Siguen da,a,da +−  les arrels del polinomi. 
Aplicant les fórmules de Cardano-Vieta: 

p2a3 −= , aleshores, 
3

p2
a

−=  

Com a és arrel del polinomi, 0)a(q = , aleshores: 

010
3

p2
p

3
p2

p2
3

p2
23

=+





 −

−





 −

+





 − . 

Simplificant: 
0135p9p8 23 =++ . 

Aplicant la regla de Ruffini i factoritzant: 
0)45p15p8)(3p( 2 =+−+  

Aleshores l’única solució d’aquesta equació és 3p −=  

Per tant, 10x3x6x)x(q 23 ++−=  i una solució d’aquesta és 2
3

p2
a =−= . 

Aplicant la Regla de Ruffini: 
)5x)(1x)(2x(10x3x6x)x(q 23 −+−=++−=  

Aleshores les arrels del polinomi inicial són: 
5,1,2x −= . 

 
Solució 2: 
Siga 10pxpx2x)x(q 23 +−+=  
Siguen da,a,da +−  les arrels del polinomi. 
Com el terme independent és distint de zero cap de les arrels pot ser zero, 0a ≠ . 
Aplicant les fórmules de Cardano-Vieta: 









−=−++−++
−=−+

−=

p)da)(da()da(a)da(a
10)da)(da(a

p2a3
 









−=−

−=−

−=

pda3

10)da(a

p2a3

22

22  

De la segona equació: 
a

10
ad 22 −=           (1) 

De la primera equació, a
2
3

p
−=                (2) 

Substituint les expressions (1) i (2) en la tercera equació del sistema: 

a
2
3

a
10

aa3 22 =+− . 

020a3a4 24 =−− . 
Resolent l’equació amb la Regla de Ruffini: 

5,1,2a −= , les tres solucions arrels del polinomi q(x) 
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127.- Demostreu: 

a) 
43

1
arctg

2
1

arctg
π=+ . 

b) 
413

1
arctg

4
1

arctg
2
1

arctg
π=++ . 

 
Solució: 
a) 

Siguen 
2
1

arctg=α , 
3
1

arctg=β . 

4
1arctg

2
1

arctg
π=<=α . 

4
1arctg

4
1

arctg
π=<=β . 

4
π<α , 

4
π<β . Aleshores, π<β+α

2
1 . 

 

1

3
1

2
1

1

3
1

2
1

tgtg1
tgtg

)(tg =
−

+
=

β+α−
β+α

=β+α . 

4
1arctg

π==β+α  ja que π<β+α
2
1 . 

 
 
b) 

Siguen 
2
1

arctg=α , 
4
1

arctg=β , 
13
1

arctg=γ . 

4
1arctg

2
1

arctg
π=<=α . 

4
1arctg

4
1

arctg
π=<=β , 

4
1arctg

13
1

arctg
π=<=γ . 

4
π<α , 

4
π<β , 

4
π<γ . Aleshores, π<γ+β+α

4
3 . 

 

=
γ

βα−
βα−

γ+
βα−
β+α

=
γβ+α−
γ+β+α

=γ+β+α
tg

tgtg1
tgtg

1

tg
tgtg1
tgtg

tg)(tg1
tg)(tg

)(tg  

1

13
1

7
6

1

13
1

7
6

13
1

4
1

2
1

1

4
1

2
1

1

13
1

4
1

2
1

1

4
1

2
1

=
−

+
=

−

+
−

+
−

+

= . 

4
1arctg

π==γ+β+α  ja que π<γ+β+α
4
3 . 
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128.- Si 1zxyzxy =++ , demostreu que: 

a) 
xyzzyx

2
z1

z
y1

y
x1

x
222 −++

=
+

+
+

+
+

. 

b) 
)z1)(y1)(x1(

2
z1

z
y1

y
x1

x
222222

+++
=

+
+

+
+

+
. 

 
Demostració: 

Si 1zxyzxy =++  aleshores, 
yx

xy1
z

+
−= . 

a) 

=







+

−+

+
−

+
+

+
+

=
+

+
+

+
+ 222222

yx
xy1

1

yx
xy1

y1
y

x1
x

z1
z

y1
y

x1
x

 

=
−++
+−+

+
+

+
=

2222 )xy1()yx(
)yx)(xy1(

y1
y

x1
x  

=
+++
−−+

+
+

+
+

=
2222

22

22 yx1yx
xyyxyx

y1
y

x1
x  

=
++
−−+

+
+

+
+

=
)y1)(x1(

xyyxyx
y1

y
x1

x
22

22

22 )y1)(x1(
)yx(2

22 ++
+ . 

 

=

+
−

−
+

−
++

=
−++

yx
xy1

xy
yx

xy1
yx

2
xyzzyx

2 =
−−−++

+
)xy1(xyxy1)yx(

)yx(2
2

 

=
+++

+=
2222 yx1yx

)yx(2
)y1)(x1(

)yx(2
22 ++

+ . 

Per tant tenim la igualtat. 
 
b) 

=
+++

=













+++ )z1)(y1)(x1(
4

)z1)(y1)(x1(

2
222

2

222
 

=




















+

−+++

=
+++

=
2

22

222

yx
xy1

1)y1)(x1(

4
)z1)(y1)(x1(

4  

( ) =
−++++

+
=

2222

2

)xy1()yx()y1)(x1(
)yx(4

2222

2

)y1()x1(
)yx(4
++

+ . 

 

=
+++

=
+++ )z1)(y1)(x1(

4

)z1)(y1)(x1(

2
222222

=
++

+
2222

2

)y1()x1(
)yx(4

)y1)(x1(
)yx(2

22 ++
+= . 
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129.- Determineu la relació entre x i u si: 
αα=α+ cossinxcosyx 22    i   02siny2cosx =α+α  (es suposa que si y són no 

nuls). 
 
Solució: 

De la segona relació:  
y
x

2tg
−=α ,  α−=α 2cos

y
x

2sin . 

Com que ββ=β cossin22sin    i  1cos22cos 2 −β=β ,  
2

2`cos1
xcos

β+= . 

La primera relació quedaria: 

α=α++ 2sinx
2
1

2
2cos1

yx 2 . 

α=α++ 2sinx2cosyyx2 2 .  Substituint, α−=α 2cos
y
x

2sin : 

α
−

=α++ 2cos
y
x

2cosyyx2
2

2 . 

α−=α++ 2cosx2cosyyyx2 2222 . 

( ) ( ) α+−=+ 2cosyxyyx2 222 . 
Elevant al quadrat: 

( ) ( ) α+=+ 2cosyxyyx2 2222222 . 

Tenint en compte que 
β+

=β
2

2

tg1
1

cos : 

( ) ( )
α+

+=+
2tg1

1
yxyyx2

2

222222 . 

Tenint en compte que 
y
x

2tg
−=α : 

( ) ( )
2

222222

y
x

1

1
yxyyx2








 −
+

+=+ . 

( ) 2222 yxyx2 +=+ . 
22224 yxyyx4x4 +=++ . 

1y4x4 2 =+ . 
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130.- Siga x un nombre tal que 1
x
1

x −=+ . 

Calculeu 
1994

1994

x
1

x
−

+ . 

Olimpíada de Xile 1994-95. 
 
Solució: 

Resolem l’equació 1
x
1

x −=+  

01xx2 =++  

2
i31

x
±−=  

Les solucions complexes en forma polar són: º1201x = ,  º2401x =  
 
Siga º1201x = . 

( )
( )

=−=−=
−

+ ⋅−⋅ 1994º1201994º1201994
º120

1994
º1201994

1994 11
1

1
1

x
1

x  

( ) =−⋅+−−⋅+=−= − )º240sin(i)º240cos(º240siniº240cos11 º240º240  

i3iº240sin2 −=⋅= . 
 
Siga º2401x = . 

( )
( )

=−=−=
−

+ ⋅−⋅
−

1994º2401994º2401994
º240

1994
º2401994

1994 11
1

1
1

x
1

x  

( ) =−⋅+−−⋅+=−= − )º120sin(i)º120cos(º120siniº120cos11 º120º120  

i3iº120sin2 =⋅= . 
 


