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131.- Si Rb,a ∈  tals que 1ba =− , aleshores, 
4
1

ba 33 ≥− . 

 
Solució: 
Aplicant que 1ba =− : 

( ) 22222233 babababa1)baba)(ba(ba ++=++=++−=−  
 

b1a += . 

( ) =





 ++=++=++++=++

3
1

bb31b3b3bb)b1(b1baba 222222  

4
1

4
1

2
1

b3
4
1

3
1

2
1

b3
22

≥+







+=













−+








+= . 

 

Aleshores, 
4
1

bababa 2233 ≥++=− . 
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132.- Proveu que ba10 +  és múltiple de 7 si i només si b2a −  és múltiple de 7. 
 
Solució: 

)(⇒  
Si ba10 +  és múltiple de 7 aleshores, ba3 +  és múltiple de 7. 
Aleshores ( )ba33 +  és múltiple de 7. 

( )ba33ba10 +−+  és múltiple de 7. 
b2a −  és múltiple de 7. 

 
( )⇐  
Si b2a −  és múltiple de 7, aleshores, k7b2a =− , Zk ∈ . 

k7b2a += . 
 

( ) ( )k10b37k70b21bk7b210ba10 +=+=++=+ . 
Aleshores, ba10 +  és múltiple de 7. 
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133.- Discutiu i resoleu el següent sistema (en els nombres reals) segons els valors del 
nombre real a: 







=+−

=−

1y)ax(

0yx
22

22

. 

 
Solució: 
Factoritzant la primera equació: 





=+−

=−+

1y)ax(

0)yx)(yx(
22

 

Un producte és zero si algun dels factors és zero. La solució del sistema es transforma 
en les possibles solucions de dos sistemes: 





=+−

=+

1y)ax(

0yx
22

,  




=+−

=−

1y)ax(

0yx
22

 

 
Considerem el primer sistema. Aïllant la incògnita y i substituint en la segona equació: 





=−+−

−=

01aax2x2

xy
22

. 

La solució de la segona equació depén del signe del discriminant de l’equació: 
2a48 −=∆  

Si 0>∆  té dues solucions reals distintes, 0a48 2 >−  resolent la inequació, si 

2a2 <<− . 
En aquest cas les solucions són: 











−+
−=

−+
=

2
a2a

y

2
a2a

x

2

2

,  











−−
−=

−−
=

2
a2a

y

2
a2a

x

2

2

 

Si 0=∆  té una solució real doble distintes, 0a48 2 =−  resolent l’equació, si 2a =  o 
bé 2a −= . 










−=

=

2
a

y

2
a

x
. 

Si 0<∆  no té solució real, 0a48 2 <−  resolent la inequació, quan 2a >  o bé quan 

2a −< . 
 
Considerem el segon sistema. Aïllant la incògnita y i substituint en la segona equació: 





=−+−

=

01aax2x2

xy
22

. 

La solució de la segona equació depén del signe del discriminant de l’equació: 
2a48 −=∆  

Si 0>∆  té dues solucions reals distintes, 0a48 2 >−  resolent la inequació, si 

2a2 <<− . 
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En aquest cas les solucions són: 











−+
=

−+
=

2
a2a

y

2
a2a

x

2

2

,  











−−
=

−−
=

2
a2a

y

2
a2a

x

2

2

. 

Si 0=∆  té una solució real doble distintes, 0a48 2 =−  resolent l’equació, si 2a =  o 

bé 2a −= . 










=

=

2
a

y

2
a

x
. 

Si 0<∆  no té solució real, 0a48 2 <−  resolent la inequació, quan 2a >  o bé quan 
2a −< . 

 
 
 
Notem que la primera equació és la cònica degenerada formada per les rectes xy = , 

xy −= . Les dues rectes són perpendiculars i simètriques respecte de l’eix d’abscisses. 
La segona equació és una circumferència de centre C(a, 0) i radi 1. La circumferència 
és simètrica respecte de l’eix d’abscisses. 
El sistema no té solució si la circumferència no talla les rectes, és a dir, si la distància 
del centre C a les dues rectes és major que 1. 

S’assoleix quan 1
11

0a
22

>
+

±  és a dir quan 2a >  o bé quan 2a −< . 

El sistema té dues solucions quan la circumferència és tangent a les dues rectes, és a 
dir, si la distància del centre C a les dues rectes és igual a 1. 

S’assoleix quan 1
11

0a
22

=
+

±  és a dir quan 2a =  o bé quan 2a −= . 

 
El sistema té 4 solucions si la circumferència és secant a les 2 rectes, és a dir, si la 
distància del centre C a les dues rectes és menor que 1. 

S’assoleix quan 1
11

0a
22

<
+

±  és a dir quan 2a2 <<− . 
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134.- Siguen 43210 a,a,a,a,a , cinc nombres positius en progressió aritmètica de raó d.  
Proveu que: 

( )3
4

3
3

3
1

3
0

3
2 aa4a4a

10
1

a +++≤ . 

Olimpíada espanyola 2007. 
 
Solució: 

d2aa 20 −= ,  daa 21 −= ,  2a ,  daa 23 += ,  d2aa 24 +=  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) =++++−+−=+++ 3
2

3
2

3
2

3
2

3
4

3
3

3
1

3
0 d2ada4da4d2a

10
1

aa4a4a
10
1  

( ) 3
2

3
2

2
2

3
2 aa10

10
1

da48a10
10
1 =≥+=   ja que per hipòtesi 0a2 >  i tenim que 0d2 ≥ . 

 

Aleshores, ( )3
4

3
3

3
1

3
0

3
2 aa4a4a

10
1

a +++≤ . 
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135.- Resoleu en els nombres reals l’equació: 











−−−=










−+

4
13

x5xlog
4

13
x5xlog . 

Crux Mathematicorum 33, 3. 
 
Solució: 

0
4

13
x5xlog

4
13

x5xlog =









−−+










−+  

0
4

13
x5x

4
13

x5xlog =



















−−










−+  

1
4
13

x5x
4
13

x5x =









−−










−+  

1
4

13
x5x 2 =






 −− . 

Simplificant: 
09x20x4 2 =+− . 

Resolent l’equació:  
2
9

x = ,  
2
1

x =  

Vegem si són solucions de l’equació inicial: 

Si 
2
9

x = ,  0
4
77

2
9

4
13

2
9

5
2
9

>+=−+ ,  0
4
77

2
9

4
13

2
9

5
2
9

>−=−− . 

Aleshores, 
2
9

x =  és solució: 

 

Si 
2
1

x = ,  R
4
3

2
9

4
13

2
1

5
2
1

∉
−

+=−+ . 

Aleshores, 
2
1

x =  no és solució. 
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136.- Demostreu que º60tgº70cos4º70ctg =+ . 
 
Solució: 

=+=+ º70cos4
º70sin
º70cos

º70cos4º70ctg  

=+=
º70sin

º70cosº70sin4º70cos  

=+=
º70sin

º140sin2º70cos  

=+=
º70sin

º40sin2º70cos  

=++=
º70sin

º40sinº40sinº70cos  

=++=
º70sin

º40sinº50cosº70cos  

=+⋅=
º70sin

º40sinº10cosº60cos2  

=+=
º70sin

º40sinº10cos  

=+=
º20cos

º50cosº10cos  

=⋅=
º20cos

º20cosº30cos2  

º60tg3º30cos2 ===  
 



Ricard Peiró i Estruch 

137.- Resoleu el sistema en els nombres reals: 










=++

=++

=++

3zzyyxx

3zzyyxx

3zyx

222

. 

Crux Mathematicorum M305. 
 
Solució: 

Notem que 0z,y,x > .  Si 0x =  el sistema 










=+

=+

=+

3zzyy

3zzyy

3zy

22

 no té solució real. 

Siguen 0xa >= ,  0yb >= ,  0zc >= . 

Els sistema quedaria:  








=++

=++

=++

3cba

3cba

3cba

555

333 . 

Efectuem el canvi bau += ,  abv = .  0u > , 0v > . 
)ba(ab3ba)ba( 333 +++=+ . Aleshores  uv3uba 333 −=+  

u3c −= . Aleshores, 27u27u9uc 233 +−+−=  
 

)ba()ab(10)ba(ab5ba)ba( 233555 +++++=+ . Aleshores  
23555 uv5vu5uba +−=+  

u3c −= . Aleshores, 243u405u270u90u15uc 23455 +−+−+−=  
 
Substituint en la segona i tercera equació: 







−=−+−+−

−=−−

48vuuvu81u54u18u3

8uvu9u3
32234

2

. 













−=






 +−
−







 +−
+−+−

+−
=

48
u

8u9u3
u

u
8u9u3

uu81u54u18u3

u
8u9u3

v

2
3

22
234

2

. 

Simplificant: 









=−+−

+−
=

08u12u6u
u

8u9u3
v

23

2

. 

( )







=−

+−
=

02u

u
8u9u3

v

3

2

.    Resolent el sistema:  




=
=

1v
2u

. 

Aleshores: 








=
=
=

1c
1b
1a

, Per tant, 








=
=
=

1z
1y
1x
. 
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138.- Calcular ∑
≤≤ +++99k1 k)1k(1kk

1 . 

Crux Mathematicorum M316. 
 
Solució: 

( )( ) k)1k(
k)1k(1kk

k)1k(1kkk)1k(1kk

k)1k(1kk

k)1k(1kk

1
+

+++−
=

+−++++

+−+
=

+++
. 

1k
1k

k
k

k)1k(1kk

1
+
+

−=
+++

. 

=
+
+

−=










+
+

−=
+++ ∑∑∑∑

≤≤≤≤≤≤≤≤ 99k199k199k199k1 1k
1k

k
k

1k
1k

k
k

k)1k(1kk

1
 

10
9

100
100

1
1

k
k

k
k

100k299k1

=−=−= ∑∑
≤≤≤

. 
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139.- Siguen x, y z tres nombres reals positius tals que 1zyx 222 =++ . Proveu que 

3
1

xyzzxyyzx 222 ≤++ . 

 
Solució: 
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica dels nombres positius 

222 z,y,x : 

3 2
222

)xyz(
3

zyx
≥

++ . Aleshores, 
3
1

)xyz(3 2 ≤  

Aleshores, 
33

1
xyz ≤                                        (1) 

 
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica dels nombres positius 

22 y,x : 

22
22

yx
2

yx
≥

+ , aleshores, xy2yx 22 ≥+ , anàlogament,  

xz2zx 22 ≥+ , yz2zy 22 ≥+ . 
Sumant les tres desigualtats: 

)yzxzxy(22 ++≥  
1yzxzxy ≤++  

( ) 3)yzxzxy(21zyx 2 ≤+++=++  

Aleshores, 3zyx ≤++                                       (2) 
Aplicant les desigualtats (1) i (2): 

3
1

3
33

1
)zyx(xyzxyzzxyyzx 222 =≤++=++ . 
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140.- Determineu les solucions reals (x,y) de l’equació 
30y18y81xcos21xsin20 2 +−=− . 

Crux Mathematicorum M323. 
 
Solució: 
Considerem la funció 30y18y81)y(f +−= . 
La funció és una paràbola el seu valor mínim és el vèrtex, que es troba en 

9
1

812
18

y =
⋅

= . 

Aleshores, 29
9
1

f)y(f =





≥ . 

 
Considerem la funció xcos21xsin20)x(g −= . 
Determinem els màxims de la funció: 

xsin21xcos20)x('g += . 
0)x('g = . 

0xsin21xcos20 =+ . 

21
20

xtg
−= . 

π+





 −

= k
21
20

arctgx ,  Zk ∈ ,  



 π
−∈






 −

0,
221

20
arctg  

29
20

21
20

arctgsin
−

=





 − ,  

29
21

21
20

arctgcos =





 −  

xcos21xsin20)x("g +−=  

0
21
20

arctgcos21
21
20

arctgsin20k2
21
20

arctg"g >












 −+












 −−=





π+







 −  

Aleshores, π+





 −

= k2
21
20

arctgx  és un mínim. 

0
21
20

arctgcos21
21
20

arctgsin20k2
21
20

arctg"g <





π+







 −+





π+







 −−=





π+π+







 −  

Aleshores, π+π+





 −

= k2
21
20

arctgx  és un màxim. 

29k2
21
20

arctgg =





π+π+







 −  

Per tant, 29)x(g ≤ . 
 
L’equació 30y18y81xcos21xsin20 2 +−=−  té solució quan 29)x(g = , 29)y(f = . 

És a dir, π+π+





 −

= k2
21
20

arctgx , 
9
1

y = . 







π++







 −=
9
1

,)1k2(
21
20

arctg)y,x( , Zk ∈ . 

 
 


