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131.- Si a,b1 R tals que a- b =1, aleshores, a® - b® 3 1

Solucio:
Aplicant que a- b =1:

a® - b® = (a- b)(a? +ab+b2) =1(a2 +ab +b?)=a? +ab +b?

a=1+b.
aZ +ab+b? = (1+b)? + (L+b)b+b? = 3b2 +3b +1=3%? +b +%9=
e (%]

.2 fo) .2
:3Qg +£9 +&_1_:3¢%+£9 +13
e 2 4

1
€ 25 3 45 & 2g¢ 4

Aleshores, a® - b® =a? +ab+b? 3 1
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132.- Proveu que 10a+b és mdltiple de 7 sii només si a- 2b és mdltiple de 7.

Solucio:

P)

Si 10a+b és multiple de 7 aleshores, 3a +b és multiple de 7.
Aleshores 3(3a +b) és miiltiple de 7.

10a +b - 3(3a +b) és miltiple de 7.

a- 2b és multiple de 7.

)
Si a- 2b és mdltiple de 7, aleshores, a- 2b =7k, ki Z.
a=2b+7k.

10a +b =10(2b + 7k) +b = 21b + 70k = 7(3b + 10k) .
Aleshores, 10a+b és mdltiple de 7.
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133.- Discutiu i resoleu el seglent sistema (en els nombres reals) segons els valors del
nombre real a:

ix?-y?=0
i .
f(x-a)+y*=1

Solucio:

Factoritzant la primera equacio:

i(x+y)(x-y)=0

i

f(x-a)?+y®=1

Un producte és zero si algun dels factors és zero. La solucio del sistema es transforma
en les possibles solucions de dos sistemes:

ix+y=0 ix-y=0

Hx-a)2+y?> =1 {(x- )’ +y> =1

Considerem el primer sistema. Aillant la incognita y i substituint en la segona equacio:
by =-X

{2x2- 2ax+a?-1=0

La solucié de la segona equacié depén del signe del discriminant de I'equacio:

D=8- 4a?

Si D> 0 té dues solucions reals distintes, 8- 4a® >0 resolent la inequacio, si

-J2<a<i2.

En aquest cas les solucions sén:

i =a+«/2-a2 T a-42-a2

IX

|
Il 2 IL 2

[ a+y2-a’ i _ a-v2- a?

Y 2 Y 2

Si D=0 té una solucid real doble distintes, 8- 4a® = 0 resolent 'equacio, si a = 2o
bé a=-2.

.i. X :E

172

i@

Y772

Si D< 0 no té solucié real, 8- 4a? <0 resolent la inequacio, quan a > V2 obé guan

a<-4/2.

Considerem el segon sistema. Aillant la incognita y i substituint en la segona equacio:
1y =x

12x2 - 2ax+a?-1=0

La solucié de la segona equacio depén del signe del discriminant de I'equacio:

D=8- 4a?

Si D> 0 té dues solucions reals distintes, 8- 4a® >0 resolent la inequacio, si

-2<a<q2.
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En aquest cas les solucions son:

I a+4y2-a? ! a-+2-a?
(X =————— x=

:, 2 : 2
fy=at 2- @’ fy=a 2-a’
1 2 i 2

Si D=0 té una soluci6 real doble distintes, 8- 4a® =0 resolent 'equacio, si a = 2o
bé a=-42.

i

X

NI N

|
.I.
iy

Si D<0 no té solucid real, 8- 4a® <0 resolent la inequacio, quan a > J2 obé guan

a<-+2.

Notem que la primera equacio és la conica degenerada formada per les rectes y = x,,
y = - x. Les dues rectes son perpendiculars i simetriques respecte de I'eix d’abscisses.

La segona equaci6 és una circumferéncia de centre C(a, 0) i radi 1. La circumferéncia
€s simetrica respecte de I'eix d’abscisses.

El sistema no té solucio si la circumferéncia no talla les rectes, és a dir, si la distancia
del centre C a les dues rectes €s major que 1.

ax0

V12 +12

El sistema té dues solucions quan la circumferéncia és tangent a les dues rectes, és a
dir, si la distancia del centre C a les dues rectes és igual a 1.

azo0

El sistema té 4 solucions si la circumferéncia és secant a les 2 rectes, és a dir, si la
distancia del centre C a les dues rectes és menor que 1.

S’assoleix quan >1eésadirquan a> V2 obé quan a<- J2.

S’assoleix quan =lésadirquan a= V2 obé guan a=- J2.

S’assoleix quan a+0 <1 ésadirquan - J2<a<42.

V1% +12

N ' |
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134.- Siguen a,,a,,a,,a;,a,, cinc nombres positius en progressio aritmética de rao d.
Proveu que:

a,’ £%(a03 +4a,® +4a;’ +a43).
Olimpiada espanyola 2007.

Solucio:
a, =a,-2d, a,=a,-d, a,, a;=a,+d, a, =a, +2d

%(acf +4a,° +4a;° +a43)=%((a2 - 2df +4(a, - dff +4(a, +d)* +(a, + 2d)3)=

%(maz3 + 48a2d2)3 %waf =a,> jaque per hipotesi a, >0 itenimque d?3 0.

Aleshores, a,* E%(af +4a? +4a,° +a43).



135.- Resoleu en els nombres reals I'equacio:

Iog§x+1/5x- é=-log§ 1’ x-—3%
@

Crux Mathematicorum 33, 3.

Solucio:

& 0 & 0
Iog§x+1/5x- Ej+log X- 1/5x- Ejzo
4% 4%
@ Iy

& 0
§x+ 5X-E§X- 5x- —zI=1
4 45
x* - ¢bx- 1364
e 4 g
Simplificant:
4x%- 20x+9=0.
, 9 1
Resolent I'equacio: x=—, x==
2 2

Vegem si sén solucions de I’equaci(') inicial:
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SIX—— g_E + E>O’ g_ 52_2:9_ E>O
V \ 2 2 \/ 2 4 2 \]4

Aleshores, x = _E és solucio:

six=l, 162 B9, F3p
2' 2 2 4 2\

1 , .,
Aleshores, x = =3 no és solucio.
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136.- Demostreu que ctg70°+4 cos 70° = tg60°.

Solucié:

o
ctg70°+4 cos70° = cos 70

sin70°

_ €0s70°+4sin70°cos70° _

- sin70° -

_ €c0s70°+2sin140° _

- sin70° -

_ €0s70°+2sin40° _

- sin70° -

€c0s70°+sin40°+sin40° _
sin70° -

€c0s70°+c0os50°+sin40° _
sin70° -

2c0s60%c0s10°+sin40°
sin70° -

€c0s10°+sin40° _

sin70° -

_ €0s10°+cos50° _

- cos 20° -

_ 2c0s30%c0s20° _

- cos20° -

= 2c0s 30°=+/3 = tg60°

+4cos70°=
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137.- Resoleu el sistema en els nombres reals:
LJX +y +4Z =3

.|[x«/;+y\/;+z«/_=3

%XZ«/Q +y2Jy +224/z =3

Crux Mathematicorum M305.

Solucio:
1y +/z=3
Notem que x,y,z>0. Si x=0 el sistema ,l yJ;+zJ_:3 no té solucio real.
Py2y + 2247 =3
Siguen a:«/;>0, b=,y>0, c:«/;>0.
la+b+c=3
Els sistema quedaria: :’a3 +b3 +c® =3.
%a5+b5+c5 =3
Efectuemel canviu=a+b, v=ab. u>0, v>0.
(a+b)® =a* +b3 +3ab(a +b). Aleshores a® +b3 =u®- 3uv

c=3-u.Aleshores, c® =-u® +9u?- 27u +27

(a+b)®> =a® +b® +5ab(a® +b®)+10(ab)?(a+b). Aleshores
a® +b® =u® - 5udv + 5uv?
c =3- u.Aleshores, c® =-u® +15u® - 90u® +270u? - 405u +243

Substituint en la segona i tercera equacio:
j3u®-9u-uv=-8

| .
t3u® - 18u® +54u? - 8lu+uv® - u’v =-48

I 3u®-9u+8
V=
i "
I 2 .
i a8u®- 9u+80 asu? - 9u+80
i3u4-18u3+54u2-8MJ+U§————————3 'Usg————————i=-48
| u 2 u ]
Simplificant:
I _3u®-9u+8
[Vs——-
-I- u '
lu® - 6u?+12u-8=0
I, -3u"-9u+8 u=2
% u . Resolent el sistema: | .
1 3 _ iv=1
Hu-2)°=0
ia=1 ix=1

Aleshores: :'b =1, Per tant, :'y =1.
{C:]_ %Z:l
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o 1
138.- Calcular 1,5%99 W « +1)«/E :
Crux Mathematicorum M316.
Solucio:
1 Kk +1 - (k + Ik _ - kalk +1+ (k+ 20k
k14 + vk (kdk+1+(k+ VR ok + 1- (k+Dk) (k +1k '
1 _Ak Ak+l
k«/ﬁ+(k+1)«/_ Tk ke
o ) k+10 NN T B
15%99 k«/m + (k "'1)\/E B m%ggéT ) k+1 B_1£k£ T - 15399 k+1
- Jkog ook J1 1009
kg0 K ake00 K 1 100 10
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139.- Siguen x, y z tres nombres reals positius tals que x? +y? +z2 =1. Proveu que

X2yz + xy?z +xyz? E%.

Solucio:
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmeética i geométrica dels nombres positius

x?,y?,z%:

2 2 2
%3 3(xyz)? . Aleshores, 3/(xyz)? E%

Aleshores, xyz £ 1 (2)

33
Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmeética i geometrica dels nombres positius
x2,y?:

2 2
X2 + R
> Y s Jx2y? | aleshores, x? +y?2 3 2xy , analogament,

X2 +2%3 2xz, y?+2%3 2yz.

Sumant les tres desigualtats:

23 2(Xxy +xz +yz)

Xy+xz+yz£1

(x+y+z)> =1+2(xy +xz +yz) £ 3

Aleshores, x +y +z £+/3 2)
Aplicant les desigualtats (1) i (2):

1

X2yz + xy%z + xyz? = xyz(x +y +2) EL\/_ =
33 3
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140.- Determineu les solucions reals (x,y) de I'equacié
20 sinx- 21cosx =81y? - 18y +30.
Crux Mathematicorum M323.

Solucio:
Considerem la funci6 f(y) =81y - 18y +30.
La funcié és una parabola el seu valor minim és el vertex, que es troba en

Aleshores, f(y) 3 féég: 29.
e9g

Considerem la funcio g(x) =20sinx - 21cosX .

Determinem els maxims de la funcio:
g'(x)=20cos x + 21sinx.

g'(x)=0.
20cos x+ 21sinx =0.
tg x = ﬂ
21
x:arctgg 20—+kp, ki Z, arctggﬂgl 3 B 9
lg 21 g H 2’ 8
sma%rctgﬁo—ﬂ, cosa%rctg_ 206_21
21 g 29 21 g 29

g"(x) =-20sinx + 21cosx

e 0 0 . & &
g"garctggeﬂ& 2kpz=-20 smgarctggeﬂg% 21cos§arctgge£9% >0
e2l g a e 21 gy & 21 gy

9 2kp és un minim.

Aleshores, x = arctgge 20
21 g

g garctgg— 9 p+ 2kp—= -20 smgarctgg— + p + 21cos§arctgg 209 —+ p%< 0
g

2

0, p +2kp és un maxim.

Aleshores, x :arctgge 20
e?lg

ggarctgge 20 9 p+ 2kpg: 29
2l g &

Per tant, g(x) £ 29.

L’equacié 20sinx- 21cosx = 81y? - 18y +30 té solucié quan g(x) =29, f(y) =29.

Es a dir, x:arctgge 209+p+2k|0, y=—
e?lg

(xy) = gérctgg%gHZk +1p, 2 ki z.

5



