Ricard Peir6 i Estruch

Problemes d’Algebra 15

141.- Demostreu que no existeixen enters a, b, ¢, d tal que el polinomi
P(x) =ax® +bx? +cx+d (a' 0) complesca P(4)=1i P(7)=2.
Olimpiada espanyola 2008 fase local.

Solucio:
P(4) =1, aleshores, 64a +16b+4c+d =1 1)
P(7)=2, aleshores, 343a+49b +7c+d=2 (2)

Restant ambdues expressions:
279a+33b+3c =1.
3(93a+1lb+c) =1.

Aleshores, 93a+11b+c = %T Q, la qual cosa és absurda ja que a,b,cT Z.
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142.- Determineu el parell (X, y) de nombres tal que xy + 1 + i1 +X+y.
Xy Xy
Crux Mathematicorum M353.
Solucio:
1. 1_1
+Z+ =+ X+y
Xy Xy

Notem que x,y* O.

Eliminant els denominadors:

X2y?2 +y+x=1+x%y +xy?

xz(y2 - y)+y— 1- x(y2 - 1):0

x2(y- Jy+y-1- x(y+1)(y- D=0

(v- Dlyx? - (y+Dx +1)=0

Pertant, y- 1=0,0bé, yx?- (y+1)x+1=0

Siy-1=0, aleshores, lasoluci6ésy=1x=a.

Si yx? - (y+1)x +1=0. Resolent 'equacio en la incognita x:

y _y+1+4/(y+ D)7 - 4y

=1, aleshores, la soluci6 és x =1y =a.

2y
(=YL Jiy+D?-4y 1
2y y

Les solucions son:

(x,y)=€;el,a9, al R~{0},
ea g

(xy)=(La), (xy)=al R~{0},
(xy)=(a), (xy)=al R~{0}



Ricard Peir6 i Estruch

143.- Siguen a, b, c tres nombres reals positius. Demostreu que:
ab(a+b-c)+bc(b+c- a)+calc+a- b)3 3abc.
Crux Mathematicorum M361.

Solucio:
ab(a+b—c)+bc(b+c—a)+ca(c+a—b):abcLb_C+abcb+C—_a+abc¥:
c a
-abc§—+2—1+b+3—1+c+3-19:
c a a b b g

:ab09—+£+3+9+2+£- 3% apc(2+2+2- 3)=3abc
ec a b a c¢c b I’}

La igualtat s’assoleix quan a=b=c.

Nota:
Si a,c>0,3+£32iIaigualtats’assoleixquan a=c.
c a
a ¢ a?+c?-2ac _(a-c)? o .
—+-=-2= - ) 3 0, ilaigualtat s’assoleix si a- ¢ =0.

cC a ac ac

a ¢
Aleshores, —+-=3 2.
cC a
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144.- Siguen p, q, r les arrels de I'equacié x* +bx? +cx +d = 0. Trobeu una equacio
quadratica que les arrels siguen p2+q? +r2 i p+q+r.
Crux Mathematicorum M366.

Solucio:

Aplicant las férmules de Cardano-Vieta a 'equacidé x® +bx? +cx +d=0:
par =-d

pg+pr+ar=c 1)

p+o+r=-b )

Sigax? +mx +n =0 I'equacié de segon grau que té per arrels p? + g +r? i p+q+r.
Determinem m, n en funcié de b, c, d.

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
-m=(p2+ e +r2)+(p+q+r) (3)
n=(p? +q? +r2fp+q-+r) (4)

(-b)?> =(p+q+r)?> =p?+g® +r* +2(pq +pr +qr)
p®>+q®+r®>=b*- 2(pq+pr+qr).

Per tant,

p> +qg® +r? =b*- 2c (5)

Substituint les expressions (2) i (5) en les expressions (3) i (4):
-m= (p2 + o +r2)+(p+q+r):b2 -2c-b

nz(p2 +q2+r2kp+q+r)=(b2 - 20)(-b)

Per tant:
m=-b?+2c+h.
n=-b®+2bc.

L’equacio que cerquem és:
x? +(— b? +2c+b)x- b® +2bc =0.
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145.- Siguen a, b, i c tres nombres reals positius tal que a+b+c =6.

Determineu el valor maxim possible de a+/bc +bvac +c+/ab .
Crux Mathematicorum M367.

Solucio:

Nota 1 Desigualtat entre la mitjana aritmética y geometrica:

Si x,y >0, XTer3 Jxy ilaigualtat s'assoleix quan x =y .

Aplicant la nota 1:

a+/bc +b+/ac +c+ab £ab ;C +baJ2rC +ca;b . Laigualtat s’assoleix quan a=b=c.

a+/bc +b/ac +c+/ab £ab +ac +bc Q)

Aplicant la nota 1:

a? +b? £ 24/a%b? = 2ab

a® +c? £ 2ac

b? +c? £ 2bc

Sumant la tres desigualtats:

2(&2 +b? +c2)£ 2ab +2ac +2bc .

a’ +b?+c? £ab+ac +bc (2)

62=(a+b+c)> =a®>+b?+c? +2(ab+ac +bc).
Aplicant I'expressi6 (2):

36 £ 3(ab +ac +bc)

ab +ac +bc £12. La igualtat s'assoleix quan a=b=c.

Per tant, av/bc +b+/ac +c+ab £ ab+ac +bc £12. La igualtat s’assoleix quan
a=b=c=2.



146.- Determineu totes les ternes de nombres reals (x, y, z) tal que
‘l X2008 + y2008 + Z2008 =3

I[)(2009 + y2009 + Z2009 =3

%XZOIO + y2010 + Z2010 =3

Gaceta matematica 120.

Solucio:

Restant la segona menys la primera equacio:

XZOOB(X_ 1)+y2008 (y_ 1)+22008 (Z- 1) =0 (1)
Restant la tercera menys la segona equacio:

X2009 (X _ l) + y2009 (y _ 1) + Z2009 (Z _ 1) =0 (2)
Restant I'expressio (2) menys I'expressio (1):

X2008(X_ 1)2 +y2008 (y_ 1)2 +22008 (Z- 1)2 =0 (3)

Notem que els sumands de I'expressio (3) sén positius o zero.
Aleshores tots els sumands son zero.

Les possibles solucions per als valors de les incognites sén 0 o bé 1.

Si x =0,y =0,z =0 aquesta soluci6 no satisfa el sistema inicial.

Ricard Peir6 i Estruch

Si x =0,y =0,z =1 aquesta soluci6 no satisfa el sistema inicial. Qualsevol altra solucié

amb dues solucions 0 i una 1, no satisfa el sistema inicial.

Si x =0,y =1,z =1 aquesta solucio no satisfa el sistema inicial. Qualsevol altra solucio

amb dues solucions 1 i una 0, no satisfa el sistema inicial.

Si x =1y =1z =1 aquesta solucio satisfa el sistema inicial.
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147.- Siguen a, b, c nombres reals. Demostreu que

V= 4(a2 +b?% + cz)- ((a+ b)> +(b+c)? +(c+ a)2) és sempre no negatiu i determineu
tots els valors de a, b, c per als quals V=0.
Duel Matematic R. Txeca, Polonia, Austria, 2008.

Solucié:
V= 4{a? +b2 +c?)- (@+b)? +(b+c)? +(c +a)?)=
=4a? +4b? +4c? - (a2 +b? +2ab+b? +c? +2bc +c? +a’ +2ac):
=2a? +2b% +2c¢2 - (2ab+ 2bc +2ac) =
=a®+b®- 2ab +b® +c?- 2bc +a® +c? - 2ac =
=(a- b)2 +(b-c)? +(c- a)23 0

V=0sia=b=c.
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148.- Determineu totes les solucions reals del sistema d’equacions

iz+i2+%=4; x2+y%2+z%2 =9, xyzzg.
X y Z 2

Crux Mathematicorum M375.

Solucio:

Si xyz =% aleshores, x,y,z* 0.

Multiplicant la primera expressio per x?y?z21 0.
y?z? +4x?z% +9x?y? = 4x?y?z? .

.2
y222 +4x%72 +9X2y2 :4(;)“i9 .
e2g
.2
y22? +axz? + ox?y? = 4820
¢
e2g
y222 + 4x272 +9X2y2 =81 (1)
.2 2_2
89_(-29 X Yz -ixyz (2)
€3 9g 9 81 27
.2 2 2.2
86_/%9 _y Xz -ixyz €))
&8 94 9 81 27
a;- 3&92 7 9y222 6

— - —Xyz 4
e3 9 g 9 81 27y @

Sumant les expressions (2) (3) (4):

2 2 2
X yZO +a/__ 2_X29 +£;_ 3_Xy9 :1 X2+ +22 +i 9)(2 2+4)(222+ 222 _E V4
B3 9y &3 94 & 94 9( y )81(y y)27)(y

2 L2
& yzo & 2x2 0

A it e e P} Rt

1X yz _
.:.3 9
%X-E:O
.|.3 9
A
] 9
i3x-yz=0
|13y—2xz-0
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12=xy

13x - xy? =0 .Com x,y,z* 0, aleshores:
%3y— 2x%y =0

2 =x

| ) . .
i3- y2 =0 . Aleshores les solucions del sistema s on:

I3-2x2 =0

i | | i
L6 lo_d6 16 1 _ 6
P2 2 3 2 i 2
%y:'\lg 1 }y:'\/g ] |ly:"\/§ 7 }'y:"\/g-
P32 qo_ 32 o 32 32
WL =— L =-— 'z =-— lz=—0—
t 2 4 2 2t 2
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149.- Siguen a, b, c tres nombres positius tal que abc =1. Proveu que
2(a2 +b? +c2)+a+b+c? 6+ab+bc+ca.

Excalibur 12, 2.

Solucié:

Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmética i geomeétrica:

a’ +b? 3 24/a’b? =2ab

a® +c? 3 24/a’c? = 2ac

b? +c? 3 24/b%c? =2bc

Sumant les tres expressions:

a®? +b?+c?3 ab+bc +ca (1)

Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geometrica:

a? +b? +c2 3 33a%h2c? =331 =3 (2)

Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:
a+b+c? 33abc =331=3 (3)

2(a2 +b2 +c2)+a+b +c=(a? +b2 +c2)+ (a2 +b? +c?)+(a+b+c).
Aplicant (1) (23 i (3):

2la® +b? +c?)+a+b+c33+ab+bc +ca+3=6+ab +bc +ca.

La igualtat s’assoleix quan a=b=c =1.
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150.- Si a, b, c son nombres reals positius proveu:

3 3 3
a~ b ¢
a b—2+C—2+a—23 atb+c.
3 2 6
b) a,h o 3 abc.
3 3 6

Solucio:
a® , . . . iy e -
b—z,b,b son positius. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geometrica:

3 3
Z—2+b+b3 31/Z—be =3a.

. b® c?
Analogament, —+c+c 3 3b, —+a+a? 3c.
c a

Sumant les tres desigualtats:

3 3 3
Z—2+2b +E—2+20+;—2+2a3 3(a+b+c).
3 3 3

a c
Aleshores, —+—+—23 at+b+c.

b? ¢c? a
La igualtat s’assoleix quan a=b=c.

b)
a®,a®,b?,b?,b? c® sén positius. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmeética i
geometrica:

3 2 6 3 3 3 3 3 6
a_+b_+c_=a ta’+b+b” +b” +c 3 §/a®a®h?b?h?c® =abc.
3 3 6 6

3 2 6
Aleshores, a_+b_ +& s abc .
3 3 6

La igualtat s’assoleix quan a=b=c.



