
Ricard Peiró i Estruch 

Problemes d’Àlgebra 15 
 
 
141.- Demostreu que no existeixen enters a, b, c, d tal que el polinomi 

dcxbxax)x(P 23 +++=  ( 0a ≠ ) complesca 1)4(P =  i 2)7(P = . 
Olimpíada espanyola 2008 fase local. 
 
Solució: 

1)4(P = , aleshores, 1dc4b16a64 =+++         (1) 
2)7(P = , aleshores, 2dc7b49a343 =+++      (2) 

Restant ambdues expressions: 
1c3b33a279 =++ . 
1)cb11a93(3 =++ . 

Aleshores, Q
3
1

cb11a93 ∈=++ , la qual cosa és absurda ja que Zc,b,a ∈ . 
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142.- Determineu el parell (x, y) de nombres tal que yx
xy
1

y
1

x
1

xy ++=++ . 

Crux Mathematicorum M353. 
 
Solució: 
 

yx
xy
1

y
1

x
1

xy ++=++  

Notem que 0y,x ≠ . 
Eliminant els denominadors: 

2222 xyyx1xyyx ++=++  

( ) ( ) 01yx1yyyx 222 =−−−+−  

0)1y)(1y(x1yy)1y(x 2 =−+−−+−  

( ) 01x)1y(yx)1y( 2 =++−−  

Per tant, 01y =− , o bé, 01x)1y(yx 2 =++−  
 
Si 01y =− , aleshores, la solució és α== x,1y . 
 
Si 01x)1y(yx 2 =++− . Resolent l’equació en la incògnita x: 

1
y2

y4)1y(1y
x

2

=
−+++

= , aleshores, la solució és 1x = α=y . 

y
1

y2
y4)1y(1y

x
2

=
−+−+

=  

 
Les solucions són: 

{ }0~R,,
1

)y,x( ∈α





 α

α
= ,   

),1()y,x( α= , { }0~R)y,x( ∈α= ,  
)1,()y,x( α= , { }0~R)y,x( ∈α=  

 



Ricard Peiró i Estruch 

143.- Siguen a, b, c tres nombres reals positius. Demostreu que: 
abc3)bac(ca)acb(bc)cba(ab ≥−++−++−+ . 

Crux Mathematicorum M361. 
 
Solució: 

=−++−++−+=−++−++−+
b

bac
abc

a
acb

abc
c

cba
abc)bac(ca)acb(bc)cba(ab

 =





 −++−++−+= 1

b
a

b
c

1
a
c

a
b

1
c
b

c
a

abc  

 ( ) abc33222abc3
b
c

c
b

a
b

b
a

a
c

c
a

abc =−++≥





 −+++++=  

La igualtat s’assoleix quan cba == . 
 
Nota: 

Si 0c,a > , 2
a
c

c
a ≥+  i la igualtat s’assoleix quan ca = . 

0
ac

)ca(
ac

ac2ca
2

a
c

c
a 222

≥
−

=
−+

=−+ , i la igualtat s’assoleix si 0ca =− . 

Aleshores, 2
a
c

c
a ≥+ . 
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144.- Siguen p, q, r les arrels de l’equació 0dcxbxx 23 =+++ . Trobeu una equació 
quadràtica que les arrels siguen  222 rqp ++  i rqp ++ . 
Crux Mathematicorum M366. 
 
Solució: 
 
Aplicant las fórmules de Cardano-Vieta a l’equació 0dcxbxx 23 =+++ : 

dpqr −=  
cqrprpq =++                                                (1) 

brqp −=++                                                    (2) 
 
Siga 0nmxx2 =++  l’equació de segon grau que té per arrels 222 rqp ++  i rqp ++ . 
Determinem m, n en funció de b, c, d. 
 
Aplicant les fórmules de Cardano-Vieta: 

( ) )rqp(rqpm 222 +++++=−                        (3) 

( ) )rqp(rqpn 222 ++++=                                (4) 
 
 

)qrprpq(2rqp)rqp()b( 22222 +++++=++=−  

)qrprpq(2brqp 2222 ++−=++ . 
Per tant,  

c2brqp 2222 −=++                                        (5) 
 
Substituint les expressions (2) i (5) en les expressions (3) i (4): 

( ) bc2b)rqp(rqpm 2222 −−=+++++=−  

( ) ( ) )b(c2b)rqp(rqpn 2222 −−=++++=  
Per tant: 

bc2bm 2 ++−= . 
bc2bn 3 +−= . 

L’equació que cerquem és: 
( ) 0bc2bxbc2bx 322 =+−++−+ . 
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145.- Siguen a, b, i c tres nombres reals positius tal que 6cba =++ . 

Determineu el valor màxim possible de abcacbbca ++ . 
Crux Mathematicorum M367. 
 
Solució: 
 
Nota 1 Desigualtat entre la mitjana aritmètica y geomètrica: 

Si 0y,x > ,  xy
2

yx ≥+  i la igualtat s’assoleix quan yx = . 

 
Aplicant la nota 1: 

2
ba

c
2

ca
b

2
cb

aabcacbbca
+++++≤++ . La igualtat s’assoleix quan cba == . 

 
bcacababcacbbca ++≤++                            (1) 

 
Aplicant la nota 1: 

ab2ba2ba 2222 =≤+  

ac2ca 22 ≤+  
bc2cb 22 ≤+  

Sumant la tres desigualtats: 
( ) bc2ac2ab2cba2 222 ++≤++ . 

bcacabcba 222 ++≤++                                        (2) 
 

)bcacab(2cba)cba(6 22222 +++++=++= . 
Aplicant l’expressió (2): 

)bcacab(336 ++≤  
12bcacab ≤++ . La igualtat s’assoleix quan cba == . 

Per tant, 12bcacababcacbbca ≤++≤++ . La igualtat s’assoleix quan 
2cba === . 
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146.- Determineu totes les ternes de nombres reals (x, y, z) tal que 










=++

=++

=++

3zyx

3zyx

3zyx

201020102010

200920092009

200820082008

 

Gaceta matemática 120. 
 
Solució: 
Restant la segona menys la primera equació: 

0)1z(z)1y(y)1x(x 200820082008 =−+−+−                      (1) 
Restant la tercera menys la segona equació: 

0)1z(z)1y(y)1x(x 200920092009 =−+−+−                       (2) 
Restant l’expressió (2) menys l’expressió (1): 

0)1z(z)1y(y)1x(x 220082200822008 =−+−+−                (3) 
Notem que els sumands de l’expressió (3) són positius o zero. 
Aleshores tots els sumands són zero. 
 
Les possibles solucions per als valors de les incògnites són 0 o bé 1. 
Si 0z,0y,0x ===  aquesta solució no satisfà el sistema inicial. 
Si 1z,0y,0x ===  aquesta solució no satisfà el sistema inicial. Qualsevol altra solució 
amb dues solucions 0 i una 1, no satisfà el sistema inicial. 
Si 1z,1y,0x ===  aquesta solució no satisfà el sistema inicial. Qualsevol altra solució 
amb dues solucions 1 i una 0, no satisfà el sistema inicial. 
 
Si 1z,1y,1x ===  aquesta solució satisfà el sistema inicial. 
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147.- Siguen a, b, c nombres reals. Demostreu que 
( ) ( )222222 )ac()cb()ba(cba4V +++++−++=  és sempre no negatiu i determineu 

tots els valors de a, b, c per als quals 0V = . 
Duel Matemàtic R. Txeca, Polònia, Àustria, 2008. 
 
Solució: 

( ) ( ) =+++++−++= 222222 )ac()cb()ba(cba4V  

( ) =++++++++−++= ac2acbc2cbab2bac4b4a4 222222222  

( ) =++−++= ac2bc2ab2c2b2a2 222  

=−++−++−+= ac2cabc2cbab2ba 222222  
0)ac()cb()ba( 222 ≥−+−+−=  

 
0V =  si cba == . 
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148.- Determineu totes les solucions reals del sistema d’equacions 

4
z
9

y
4

x
1

222
=++ ; 9zyx 222 =++ , 

2
9

xyz = . 

Crux Mathematicorum M375. 
 
Solució: 

Si 
2
9

xyz =  aleshores, 0z,y,x ≠ . 

 
Multiplicant la primera expressió per 0zyx 222 ≠ . 

222222222 zyx4yx9zx4zy =++ . 
2

222222

2
9

4yx9zx4zy 





=++ . 

2
222222

2
9

4yx9zx4zy 





=++  

81yx9zx4zy 222222 =++                                        (1) 
 

xyz
27
2

81
zy

9
x

9
yz

3
x 2222

−+=





 −                                (2) 

xyz
27
4

81
zx4

9
y

9
xz2

3
y 2222

−+=





 −                            (3) 

xyz
27
6

81
zy9

9
z

9
xy3

3
z 2222

−+=





 −                            (4) 

Sumant les expressions (2) (3) (4): 

( ) ( ) xyz
27
12

zyzx4yx9
81
1

zyx
9
1

9
xy3

3
z

9
xz2

3
y

9
yz

3
x 222222222

222

−+++++=





 −+






 −+






 −  

2
9

27
12

81
81
1

9
9
1

9
xy3

3
z

9
xz2

3
y

9
yz

3
x

222

−+=







−+








−+








−  

0
9
xy3

3
z

9
xz2

3
y

9
yz

3
x

222

=







−+








−+








−  

 
Aleshores els tres sumands són zero: 















=−

=−

=−

0
9
xy3

3
z

0
9
xz2

3
y

0
9
yz

3
x

. 









=−
=−

=−

0xyz
0xz2y3

0yzx3
. 
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







=−

=−

=

0yx2y3

0xyx3

xyz

2

2 . Com 0z,y,x ≠ , aleshores: 









=−

=−

=

0x23

0y3

xyz

2

2 . Aleshores les solucions del sistema són: 















=

=

=

2
23

z

3y

2
6

x

,   















−=

=

−=

2
23

z

3y

2
6

x

,   















−=

−=

=

2
23

z

3y

2
6

x

,   















=

−=

−=

2
23

z

3y

2
6

x

. 
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149.- Siguen a, b, c tres nombres positius tal que 1abc = . Proveu que  
( ) cabcab6cbacba2 222 +++≥+++++ . 

Excalibur 12, 2. 
 
Solució: 
Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica: 

ab2ba2ba 2222 =≥+  

ac2ca2ca 2222 =≥+  

bc2cb2cb 2222 =≥+  
Sumant les tres expressions: 

cabcabcba 222 ++≥++                                            (1) 
 
Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica: 

313cba3cba 3 23 222222 ==≥++                             (2) 
 
Aplicat la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica: 

313abc3cba 33 ==≥++                                           (3) 
 

( ) ( ) ( ) ( )cbacbacbacbacba2 222222222 ++++++++=+++++ . 
Aplicant (1) (2) i (3): 

( ) cabcab63cabcab3cbacba2 222 +++=++++≥+++++ . 
 
La igualtat s’assoleix quan 1cba === . 
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150.- Si a, b, c son nombres reals positius proveu: 

a) cba
a
c

c
b

b
a

2

3

2

3

2

3

++≥++ . 

b) abc
6
c

3
b

3
a 623

≥++ . 

 
Solució: 

b,b,
b
a

2

3

 són positius. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmètica i geomètrica: 

a3bb
b
a

3bb
b
a

2

3

2

3

=≥++ . 

Anàlogament, b3cc
c
b

2

3

≥++ , c3aa
a
c

2

3

≥++ . 

Sumant les tres desigualtats: 

)cba(3a2
a
c

c2
c
b

b2
b
a

2

3

2

3

2

3

++≥+++++ . 

Aleshores, cba
a
c

c
b

b
a

2

3

2

3

2

3

++≥++ . 

La igualtat s’assoleix quan cba == . 
 
b) 

622233 c,b,b,b,a,a  són positius. Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmètica i 
geomètrica: 

abccbbbaa
6

cbbbaa
6
c

3
b

3
a 6 622233

633333623

=≥
+++++

=++ . 

Aleshores, abc
6
c

3
b

3
a 623

≥++ . 

La igualtat s’assoleix quan cba == . 
 
 


