Problemes algebra 16

151.- Resoleu lequacié (102 + 25 - (102 - 25)* =10%.

Crux Mathematicorum M376

Solucio:

(1070 + 25] - (107 - 25) =10*.

(102009 +25+102009 _ 25)(102009 +25 - (102009 ; 25)):10x.
(2402 )50 =10~

100 X10%°®° =10*,

1020 =10*.
Per tant, x =2011.
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152.- Resoleu I'equacié x* - y* =2009 en els nombres enters.
Olimpiada espanyola 2009.

Solucié.
(x + yz)(x- y2) =72x41

Notem que x +y? 3 x- y2.

Per ser els dos factors enters, poden passar els segiients casos:

fx-y?=1 . . i x =1005
1 2 , que no te solucio entera, i 2 .
tx+y? =2009 iy® =1004
fx-y?=7 . . i x =147
| " , que no te soluci6 entera, | 5 .
IX+y =287 1y =140
fx-y?=41 1x=45 . ix=45 ix=45
1 ) c i, , aleshores, les solucionsson: j = ", .
tx+y =49 jy° =4 Ty=2 jy=-2
ix-y? =-2009 . g i x =-1005
i , que no té solucio entera, | .
tx+y? =-1 1y® =1004
ix-y? =-287 ) B ix=-147
, que no té solucio entera, j .
fx+y? =-7 1y? =140
fx-y?=-49 ix=-45 ., iXx=-45 ix=-45
1 5 vl , aleshores, les solucions son: j Vi
fx+y =-41 jy° =4 ty=2 jy=-2
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153.- Resoleu el seguent sistema:
IX+y+z=2

iX-3y*+z=0

Solucio:

IX+y+z=2 IX+z=2-y
Ix?-y2-22=2 {x?-y?-z2=2,
ix-3y?2+z=0  }-3y2-y+2=0

Resolent I'Gltima equacié: y=-1, y = %

Primer cas

}_X+Z=3 ix+z=3 ix+z=3  ix=2

ix*- 2% =3 tx+2)(x- 2)=3  {x-z=1 tz=1.
py=- ty=-1 1y =- ly=-1
Segon cas

i 4 i 4 i 4 i 19
iXx+z== ix+z== iXx+z== iX==
i 3 i 3 i 3 i 12
T 22 T 22 T 11 T -1
tx2. 22 =22 tx+2)(x-2)=22  Ix-z== tz="<.
i 9 i 9 i 6 i 4
o2 .2 1,2 1.2
73 73 73 73



154.- Determineu els parells (x, y) d’enters tals que 4x? - y? =480.

Crux Mathematicorum M382.

Solucio:
4x? - y? =480.
y? =4x? - 480.

Per tant, y? és multiple de 4. Per tant y és mdltiple de 2.

y=2k.

4x2? - (2k)? =480. Simplificant:
x? - k? =120
(X+y)(x-y)=120 =23 35,
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X +k, x - k tenen la mateixa congruencia modul 2, i el seu producte és parell
aleshores, x +k,x - k els dos son parells.

Els possibles resultats son:

ix+k=2 o IX= ix =31

a) i . La soluci6 és , aleshores, i .
1X- k=60 Tk=- 1y =-58
iX+k=-2 o IX=- ix=-31

b) :'X . La solucio6 és :'X , aleshores, :'X .
1x-k=-60 k=29 1y =58
ixtk=4 Lo Ix =17 ix=17

c) i . La soluci6 és , aleshores, |
TX-k:30 TK = - 1y =-26
IX+k=- IX=- IX=-

d) :'X k=-4 . La soluci6 és:'x 17,aleshores, :'X 17.
ix-k=-30 1k =13 1y =26
ix+k=60 . 1x=31 ix=31

e) j . La soluci6 és , aleshores, i :
iX-k=2 1k =29 1y =58
ix+k=-60 L, 1x=-31 ix=-31

f) :'X . La solucié es:'X , aleshores, :'X .
ix-k=-2 ik =- 1y =-58
iXx+k=30 Lo, 1X=17 ix=17

Q) i . La soluci6 és , aleshores, i
ix-k=4 1k =13 1y =26
ix+k=-30 o IX=- ix=-17

h) :'X . La soluci6 es:'x , aleshores, }X :
ix-k=-4 1k =-13 1y =-26

. IX+k=6 . . 1x=13 ix=13

i) i . La solucié és | aleshores, .
1X- k=20 Tk=-7 1y=-14

. IX+k=-6 . 1x=-13 ix=-13

Di . La solucié6 és , aleshores, | .
ix-k=-20 ik=7 iy =14
ix+k=10 L. ix=11 ix=11

k) :'X . La solucié6 és }X aleshores, :'X .
TX-k=12 tk=-1 1y=-2
ix+k=-10 Lo, Ix=-11 ix=-11

(I . La solucié és i , aleshores, i :
1X-k=-12 1k=1 1y=2
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155.- Determineu tots els nombres reals pels quals

N2+ 4x- 2x2 +/6+6x- 3x% = X2 - 2X +6
Crux Mathematicorum M386

Solucio:

f(x) =4/2+ 4x - 2x? esta definidaen x1 [1- A2, 1+ JEJ és convexa i té un maxim en
x=1.

Aleshores, V2 +4x- 2x% £~4/2+4x- 2% =2.

g(x) =/6 + 6x - 3x? esta definida en x1 [1- J3, 1+J§J és convexa i té un maxim en
x=1.

Aleshores, /6 +6x - 3x2 £4/6+6x- 3x2 =3

Les solucions de I'equaci6 estan en [1- J2,1+ «/EJQ h J3, 1+J§J: [1- J21+ JEJ

Considerem la funcié h(x) =x? - 2x +6 és una parabola concava, t¢ un minim en
x=1.
X?-2x+631%-2X+6=5.

Siga lequaci6 f(x) +g(x) = h(x), x1 [1- 421+2).
) +9() £5, " xT [i- 21442, f() +g® =5,
f(x)+g(x) <5, " xI b JE,1+J§]~{]}.

h(x)2 5, " xT [1- v21++2], h(D) =5.
h(x)>5, " x1 - J21+2|~{3.

Per tant I'inica soluci6 de I'equacioés x =1.



156.- Determineu totes les solucions de I'equacio:

1+ 2 + 6 + 7 — 2. dx- 4
X-1 X-2 x-6 x-7

Crux Mathematicorum M381.

Solucio:
1,2 ,6 , 7 =x?-4x- 4.
X-1 X-2 X-6 XxX-7

1 2 6 7

+ + + +4=x - 4x.
X-1 X-2 x-6 x-7
X o X L X L X “ 2 ax.
Xx-1 xXx-2 x-6 x-7
Xael PO 9-x(x—4):0
ex-1 xXx-2 X-6 X-7g¢g
A S S S R (B
ex-1 x-2 xXx-6 x-7 g
Aleshores, x=0.
O bé:
t 11 - (x- 4)=0.
X-1 X-2 x-6 x-7
Efectuem el canvi x- 4=t:
1 + 1 + 1 + 1 Ct=0.
t+3 t+2 t-2 t-3

2t 2t

+ -t=

(t+3)(t- 3) (t+2)(t- 2)

® 2 2

t +

g(t +3)(t-3) (t+2)(t-2)
Aleshores, t =0, és adir, x=4.

- lg:o
(4]

O bhé:

2 . 2 1=0
(t+3)(t- 3) (t+2)(t- 2)

t4- 17t +62

(t+3)- )t +2)(t-2)

Aleshores, t* - 17t? +62 =0, resolent I'equacio biquadrada:

tzifl?izm_

Desfent el canvi, I'equacio inicial té 6 solucions:
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N=0. x=d x=4+ n_zm4 /% a4 /17-2_41,

o 17-Ja;
x-4—1/T.
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a+b b+c c+a

157.- Si a, b, ¢ son tres reals positius, demostreu que + + 5 3 6.
c a

Soluci6

+ + + . . " . <L . <
a+b : b +c : ¢ 5 250 , aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:

c a
a+b b+c c+a, \/a+b b+c c+a

+ + 33 % %
c a b c a b

La igualtat s’assoleix quan:

a+b _b+c _c+a
c a

Dividint les expressions:

a_b+c a_a+b+c
—= , —= =1,a=b
b a+c b a+b+c

Per tant, la igualtat s’assoleix quan a=b =c.

, a(@a+b)=c(b+c), a(@a+b)=c(c+a).

> 0, aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmética i geometrica:

%3 ZX’ ab , la igualtat s’assoleix quan
c?

o|m o|g>
o|O'

ésadir,quan a=b.

olm
o|cr

Analogament, b +83 be 3 a3 z,lﬂ , Les igualtats s’assoleixen quan
a a \j "b b b?

a=b=c.

Aleshores,

a+b+b+c+c+a33\/a+b b+c c+a, ’ /bc / © 5 335 =6.
C a b c a

La igualtat s’assoleix quan a=b=c.
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158.- Siguen a, b, x, y, z nombres reals que compleixen:
a+b=6

ax +by =10

ax? +by? =24

ax® +by® =62

Determineu el valor de ax* +by*.
Mathscope 235.1

Solucio:

ax® +by® =62

(ax® +by? fx+y) = 62(x +y)

ax* +by* + ax3y +bxy? =62(x +y)

ax* +by? = 62(x +vy)- xy(ax2 +by2)

ax* +by? =62(x +y)- 12xy (1)

ax +by =10

(ax +by)(x+y) =10(x +y)

ax? +by? +axy +bxy =10(x +Y)

24 + xy(a +b) =10(x +vy)

24 +6xy =10(x+Yy)

3xy - 10(x+y)=-12 (2)

ax? +by? =24

(ax? +by?)(x +y) = 24(x +y)

ax® +by? +ax?y +bxy? = 240(x +y)

62 +xy(ax +by) = 24(x +vy)

62 +10xy = 24(x +Y)

5xy - 12(x +y)=-31 (3)

Considerem el sistema format per les expressions (2) (3).
i3xy-10(x+y)=-12
%5xy -12(x+y)=-31
ixy=1

. Resolent el sistema en les incognites xy, x +y:

i+y=3 (4)

Substituint I'expressio (4) en I'expressio (1):
ax* +by* =62(x +y)- 12xy =62 3- 24X=162 .

Amb MuPAD

solve({a+b=6,a*x+b*y=10,a*x"2+b*y"2=24,a*x"3+b*y"3=62})
V5 ¢5 _3 5 _¢53{_¢5 . V5 V5.3
50 tIX= - g ¥E Tty 37T T3 0E3- T x= gy
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159.- Resoleu l'equacié (x+2)% +(x+3)° +(x+4)* =2.
Mathscope 216.1

Solucié:

(x+2)2-1+(x+3)° +(x+4)*-1=0.
(x+3)(X +1) + (x+3) +((x + 4)2 + I x+ 5)(x +3) =0
(x+3)((X +1) +(x +3)% + (X + 4)2(x +5) + (X +5)) = 0
(x+3)[2(x +3) +(x +3)2 +(x + 4)2(x +5))= 0
(x+3)((x +3)(x +5)+ (x +4)2(x +5)) = 0

(x+3)(x +5)((x +3)+ (x +4)2) =0

(x+3)(x +5)(x? +9x +19) =0

Aleshores,
Xx+3=0,0bé x+5=0,0bé x?+9x+19=0.

Les solucions son:
-9+J5  _-9-45

X=-3, Xx=-5, x=
2 2
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160.- Resoleu l'equacié V4x2 +5x +1- 24x° - x +1=9x - 3.
Mathscope 243.1
Solucié:
4%? +5x +1 =9x- 3 +4/4x? - 4x + 4 . Elevant al quadrat:
4%% +5x +1=81x% +9- 54x + 4x? - 4x +1+2(9% - 3)4x? - 4x +4 . Simplificant:
- 27x% +21x - 4= 2(3x - 1)«/m . Factoritzant la primera part de la igualtat:
- (3x- 1(9x - 4) =2(3x - )4/ 4x? - 4x +4 . Factoritzant 'equacio:

3x-1=0,0Db8é, - (9x- 4)= 24/4x? - 4x +4 .
Si3x-1=0, x= % aquesta equacio satisfa I'equacio inicial.

- (9x - 4) = 24/4x? - 4x +4 . Elevant al quadrat:

81x? - 144x +16 =16x? - 16x + 16. Simplificant:
65x2 - 128x=0.

Aleshores, x =0, x = % . Cap d’aquestes solucions satisfa I'equacid inicial.



