Ricard Peir6 i Estruch

Problemes algebra 17
1 2
161.- Demostreu que arctgg +arctg2 +arctg3 + arctg§ =p.
Solucio:
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arctg% +arctg2 + arctg3 + arctg% =k, ki Z.

Determinem el valor de k.
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162.- Resoleu la seglient equaci6 (x +34/X +2)x +94/x + 18) =168X.
Mathscope 259.1

Solucié:
Notem que x3 0.

Efectuem el canvi y = J/x .

(v2 + 3y + 2Jy2 + 9y +18)=168y2.

y* +12y3 - 121y% +72y +36 = 0.
Factoritzant I'equacioé amb la regla de Ruffini:
(y- 1)(y - 6)ly? +19y +6)=0.

Desfent el canvi:

(Vx - Jx - 6)x+19vx +8)=0.

Notem que si x3 0 aleshores x +194/x +6>0.
Aleshores,

«/;-1=O,pertant, x=1.
«/;- 6 =0, pertant, x=36.



163.- Si a3 0,b3 0 demostreu que a® - 3ab® +2b*3 0.
Komal C1011, desembre 2009

Solucio:

Suposem a=0, a® - 3ab® +2b* =2b* 3 0.
La igualtat s’assoleix quan b =0.

Suposem que b =0, a® - 3ab® +2b* =a® 3 0.
La igualtat s’assoleix quan a=0.

Suposem que a>0,b >0.

Aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i la geometrica:

a® +2b% =a® +b® +b° 3 3%ah%b® = 3ab?.

a® +2b* 3 3ab?.

a® - 3ab? +2b33 0.

La igualtat s'assoleix quan a®* =b® =b?, ésadir,quan a=b.
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164.- Suposem que a, b i c s6n tres nombres reals positus. Suposem, a mes a mes,
que a" +b" =c" per aun cert nombre naturaln, n3 2.

Demostreu que si k en un natural 1£ k <n, aleshores, a*,b*,c* sén les longituds dels

costats d’'un triangle.
Crux Mathematicorum M400.

Solucio:

abc >0, a"+b" =c", aleshores:

a"<c", b" <c".

Per ser la funcié f(x) = x" x1 |0,+¥| estrictament creixent:
a<c, b<c.

Siga kT N, 1£k<n.
ak<ck, bk <ck.

Suposem que a* +b* £ c.
n-ks3 1.
Aleshores:

-k - k
a” +b" <(ak +bk " £ ek,
Aleshores, a" +b" <c", la qual cosa és absurda.

Per tant, a* +b* >c¥, aleshores , a*,b*,c* sén les longituds dels costats d’un triangle
i cX és el costat major.
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165.-

a) Siguenr, sitles arrels de I'equacio ctubica w? - bw? +cw - d =0.

Determineu b, cid entermesder, sit.

b) Suposem que a és un nombre real. Determineu totes les solucions del sistema
d’equacions

ix+y+z=a

|lxy+yz+zx:—1

Ixyz =-a

Crux mathematicorum M398.

Solucio:

a)

Aplicant les férmules de Cardano-Vieta:
-(r+s+t)=-b

rs+st+tr=c

-rst=-d

Per tant:

b=r+s+t

C=rs+st+tr

d=rst

b)
Aplicant I'apartat a)

x,¥,z soOn les solucions de I'equaci6 cubica: w® - a>xw? - z+a =0.

Aplicant la regla de Ruffini les solucions de I'equacié soén:
w=lw=-1lw=a.

Les solucions del sistema son:

ix=1 ix=1 1ix=-1 ix=-1 ix=a 1Ix=a

ty=-1, fy=a, fy=1, {y=a, {y=1, fy=-1.
¥z=a ¥z=-1 ¥z=a ¥z=1 '|1'2=-1 ¥z=1
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166.- Simplifiqueu
a) Vsin® x +4cos? x +1/cos* x +4sin? x..

b) Vsin* x +4cos? x - \/cos* x + 4sin®x .

Solucio:

a)

J .4 2 J 4 I . 2 4 2y _
Sin® X +4c0s” X +4/C0S” X +4sin“ X =4/sin” X + 4(1- sin® X) ++/cos™ x + 4(1- cos”) =

=+/sin* x- 4sin?x +4 +ycos* X - 4cos?+4 =

=\/(2- sin? x)2 +\/(2 - cos® x)2 =
=2-sin?x+2-cos?x =
=3

Notem que 2- sin?x >0, 2- cos?x >0.

b)
\sin® x +4cos? x - Jcos® x+4sin®x =4/sin® x +4(L- sin® X) - 4/cos* x +4(1- cos?) =

=/sin® X - 4sin?x +4 - \Jcos® x - 4cos2+4 =

:\/(2- sin? x)2 - \/(2 cos? x)2 =

=2-sin’x- (2— cos? x):

=cos?x- sin®x =
= COS 2X
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. i =4104
167.- Resoleu el sistema :,xyz en els nombres naturals.
IX+y+z=77

Olimpiada argentina Mayo 2004.

Solucio:

Si tenim una solucié (x =a,y = b,z = ¢)del sistema qualsevol permutacio d'aquests
valors sera també solucié.

Notem que 1£ x,y,z£75.

4104 =23 3319
Una de les solucion ha de ser 19 o bé un mdltiple de 19
El possibles multiples de 19 menors que 75 soén: 19, 38, 57

ixy =216 ., . , 1xXx=4
Suposem z =19, aleshores, : Xy una solucio d’aquest sistema és : .
1X+y =58 1y =54
Aleshores també serien solucio:
ix=4 1ix=4 1ix=19 ix=19 ix=54 ix=54
1z2=19 1z=54 lz=54 lz=4 {z=19 lz=4
ixy =108 L . , 1x=3
Suposemz:38,aleshores,} y una solucio d’aquest sistema es:' .
T1X+y =39 1y =36
ix=3 1x=3 ix=36 i1x=36 ix=38 1x=38
| | | | | |
.|'_y=36,_|'_y=38,_|'.y=3 ,_i_y=38,_|'_y=3 ,_{y=36.
12=38 1z=36 }z=38 1z=3 1z=36 lz=3
ixy =72 . , .,
Suposem z =57, aleshores, aquest sistema no té solucié natural.

T1Xx+y=20



168.- Siga [x] part entera de x. Resoleu I'equacio:
élu, é3u_

~ C+ =4,
&t &

Crux Mathematicorum M421.
Solucio:

x1 0.

Suposem que x<0.

1<0,§<0.Aleshores, e_1E<0, eéE<O.
X X &x &t
Aleshores, e_lg+ eélfJ<O.

ext &t

Per tant, x <0 no és solucio de I'equacio.

Suposem que x3 3.

O<1<10<§£1.Aleshores, 913:0, GEBEL
X X ex tl &xtl
Aleshores, %E+ eﬁEE 1.
&t &xd
Per tant, x3 3 no és solucio de I'equacio.
Suposem 1< x <3.
0<l<10<3 <3 Aleshores, &£U=0, <3,
X X &t &x 4
Aleshores, e_lg+ eélfj<3.
ext &

Per tant, 1< x <3 no és solucio de I'equacio.

Suposem 0<x £ 1.
1 3

31, =33.

X X

élu, é3u

e =4

extl &t

A fi que I'equacié tinga solucio 2 >1s 14 >§3 3.

X X

x1 U3 40
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169.- Siga {a, } una successié geométrica i de Fibonacci. Calculeu la raé de
proporcionalitat.

Solucio:
Siga r la rad de proporcionalitat de la successio {a, }.
Suposem que la successi6 és distinta de la trivial a, =0, "nT N, rt 0.

Si {a,} és una successié de Fibonacci, a,,, =a,,, +a, (1)

Per ser {a,} una successi6 geométrica de raé r:
— — 2
Anyg = r><an ' a‘n+2 =r >e'n (2)
Substituint les expressions (2) en I'expressio (1):
r’xa, =r>xa,+a,, a,* 0.

r2-r-1=0.

Aleshores, r =¥ =F,obé r=

1-45 _
2

1
=
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i 33

§COS X+ COSYy +C0SZ = ——

170.- Resoleu el sistema i 2
i
1

Komal marg 2010. B4260.

, , , 3
sinx + siny + sinz :E

Solucio:
Suposem que x,y,z1 [0,2p|
Elevem al quadrat les dues equacions:

27
cos? x+cos? y +cos? z +2(cos X Xcosy +COSX XC0S Z + COSY XC0S Z) =

sin?x +sin? y +sin? z + 2(sinx >siny +sinx xsinz +siny xsinz) =2

Sumant les dues expressions:

3+ 2(cos(x - y)+cos(x - z)+cos(y - z)) =9,

Simplificant:

cos(x - y)+cos(x- z)+cos(y- z) =3,  cos(x - y),cos(x - z),cos(y - z)1 [- 1]]
Aleshores, cos(x- y) =1 cos(x- z) =1 cos(y- z) =1.

Per tant:

ix-y=0

:'x- z=0.Aleshores, x=y=z.

¥y -z=0

Substituint en la primera equacié dels sistema:

343

3c0SX =——.
2

Ve

COSX = —.
2

x=E.

6
Les solucions del sistema son:

i p
X = =+ 2pk
76T

by=Piook, kKK z.

|
!
iz == +2pk"
[

ol o



