Ricard Peir6 i Estruch

Problemes d’algebra 18

ix +4y y® +16x

171.- Resoleu el sistema en els conjunt dels nombres reals | , 1+ y
=5

| 1+ x?
KoMalL. B4263. Abril 2010.

Solucio:

IX(X -16) =y(y® - 4

Ty - 4=5x?

[x(x - 16) = 5yx?

Ty - 4 =5x%°

Six:o,y2-4=0.AIeshoreS,}X:0, }X:O :
1y=2 jy=-2

Si x1t 0, simplificant la primera equacio

jx?- 16 =5yx
| .
ty?- 4 =5x>
]_y_x2-16
s
ly2. 4=5x2
}_y:x2-16
: 5x
|

2

-160
(X100 4oy
& X g
}y:xz-le
I 5x

[31x4 +33x2- 64 =0
Resolent la segona equacio i substituint en la primera equacio:
ix=1 1Jx=-1

| v .

ty=-3 1y=3

Les altres solucions complexes son:
1831, 1 831

IX= —i I X=-—-"

: 31 : 31
[JNEEXCTRES I ETY

t 31 31
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172.- Siguen x, y nombres reals tal que x +3y =12 i x3 2y 3 0. Entre quins valors
esta x+2y.
Koémal C1030. Abril 2010.

Solucio:
Siga f(x,y) =x +2y.

y=4- =X.

f(x) =x+ 2831 - %xgz %x +8. Aguesta funcio és una recta de pendent positiva el valor
e a

minim s’assoleix en el valor minim del domini, el valor maxim s’assoleix en el valor
maxim del domini.

x+3y-12=0.
x3 2y3 0.

x-12 £0, aleshores, x£12.

x+3%- 123 0, aleshores, x3 2—54

Aleshores, x1 A—4 E.

&5 1
Aleshores, fc}ﬁﬂ' Ex+2y £ f(12).
BA0_28 9y =12,
e5g 5
48

?£x+2y£12



173.- Siga x,y,z >0 talque x+y+z =1.
Xy ., yz . zX
X+y y+z z+X

Determineu el maxim de la funcié E(x,y,z) =

Mathematical reflections J169.

Solucio:
Aplicant la desigualtat entre la mitjana harmonica i I'aritmética.
xy _ 1 1x+y

x+y_l+l 2

, la igualtat s’assoleix quan x=y.

Y .. ¥z . ZX £ix+y+£y+z+lz+x

Ricard Peir6 i Estruch

2(x+y+z) _1

1
E(x,y,z) = =
(xy,2) >

X+y y+z z+x 2 2 2 2 2 2

La igualtat sS’'assoleix quan x=y =z, ésadir,quan x =y =z =

Wl

2 2
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174.- La funci6 f(x) = x® +ax? +bx+c, ab,cl R té almenys 2 zeros reals, proveu

que a*? >3b.
Kémal C1073.

Solucio:
Siguen r,, r, dos zeros reals distints de f(x).

Siga r, el tercer zero.

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
a= -(I‘1+I‘2 +I’3)

b=rnr, +rr, +r,0,

C=-rf,0,

De la primera igualtat es dedueix que r, T R.

a) Suposemque r, =0,r, * O

Aleshores, ¢ =0.

f(x) = x® +ax? +bx =x(x2 +ax +b)

El polinomi x? +ax +b té dos zeros reals aleshores:
a’-4b3 0.

Sib>0,a%3 40>3b.

Sib<0, a*®>3b.

Si b =0, aleshores, at 0, per tant, a> >3b.

b) Suposem que r,,r, * 0
a’ = (rl T I )2 = r12 + I’22 + r32 + 2(I‘1I’2 st r2"3)-

a? =(r +r,+r,)? =r2 +r,2 +r,2 +2b.

r,%r,? >0, r? . Aplicant la desigualtat en la mitjana aritmética i geometrica:

2 2
o+ >2nr,.

2 2 3
r° +rg 2rr, .

2 2 3
r° +r, 2rr, .

Sumant les tres expressions:
2 2 2
2(r1 +1,% 41, )> 2, 10, +1,1,).
2 2 2
o +r,°+r,">b.

Aleshores, a? = (r, +r, +1,)? =r® +r,> +r,2 +2b>b+2b =3b.



175.- Si X, y s6n dos nombres reals diferents que compleixen

2011x - 2012 _ 2011y - % determineu el valor de x:y.
X

Solucio:

2011x - 2012 _ 2011y - %
X y

2012 2012

X y
2011(x - y) = 2012~ %
Xy

2011x - 2011y =

Aleshores, xxy = 2012(y- x) :
2011(x- vy)
_ 2012

2011
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176.- a) Si a i b sdbn nombres reals tal que |a - b2| +a% +a=0.Demostreu que
a=b=0.

b) Resoleu I'equacio |(2x -y)?-3x-2y+ 7| +(3x+2y-7)>+3x+2y =7.
Olimpiada Bucarest (junior)

Solucio:

a)

Si |a- b2| +a® +a=0, aleshores, a? +a£0.

Resolent la inequacio: al |- 10].

Aleshores, a £ b?.

Suposem, |a- b2| =b? - a.

|a- b2| +a’? +a=0 és equivalent:

b*-a+a’+a=0.
b2+a%2=0.
Aleshores, a=b=0.

b)
|(2X- y)? - 3x- 2y+7|+(3x+2y- 7)? +3x+2y =7.
|3x+2y- 7 +(2x - y)2|+(3x+2y- 7)2 +3x+2y-7=0.
Sigaa=3x+2y-7, b=2x-y.

Aplicant l'apartat a):

i3x+2y =0
%Zx— y=0

1 A i
. Resolent 'equacio:

——
< X
1
N



177.- Siaib son dos nombres que verifiquen - 1<a<1, - 1<b<1,
a+b

1+ab
Olimpiada Bucarest (junior).

<1

Demostreu que - 1<

Solucio:
Si-1l<ax<l, -1<b<1aleshores, - 1<ab<l1.
Aleshores, 0 <ab +1<2.

Si-1<ax<l, -1<bx<]1, aleshores, - 2<a-1<0,-2<b-1<0.
(@a-Yb-1>0.

ab+1>a+b.
Comque ab+1>0.
1>3%0

ab+1

Si-1l<ax<l, -1<bx<1, aleshores, a+1>0, b+1>0.
@+)b+1)>0.

ab+1>-(a+h).
Comque ab+1>0.
_a+b
ab+1’
1< a+bl
ab+1
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a’-b? c?-b? a?-c?
+ +

178.- Siga a3 b3 c >0, proveu que 3 3a-4b+c.
c a

KéMaL, B4364.
Solucié:
a3 b >0 aplicant la desigualtat entre la mitjana aritmetica i geometrica:
a ;b 3 Jab.
Comque a3 b3 c>0.
a;b 3 JJab 3 +/c?.
8*bs 5 a-bso

c
Aleshores:

2 _R2
2D -2*D(a-b)s 2a- b) M

c c

2 _ A2 - -

b°-c _ b+c)b- c) c (a+a)(b- c) £2(b- c).
a a a

Aleshores:

2 _Rh2
C b5 5. by )
a®hbh3c>0,pertant, a+c3 2b.
a+c,;,

5 .
Aleshores:

2 _ 2
a bc 3 a:)C(a- c)3 2(a- c) 3)

Aplicant les relacions (1) (2) (3):
a?-b? c?-b? a?-c?
+ +

c a

3 2(a-b)+2(c-b)+2(a-c)=4a- 4b3 3a-4b+c.
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179.- Determineu tots els nombres positius x que verifiquen I'equacio:

1+ 1
2% 42 I ¢,
Revista OIM 42. OIM.

Solucio:
La funcié exponencial de base 2 és estrictament creixent.
Suposem que x3 2.

2¥3 4

1 1+i
1+— >1, aleshores, 2 ¥x >21 =2,

Jx

1
1+
Per tant, 2" +2 X >6,
Aleshores, 0 < x<?2.

1+— R . ;
Considerem la funcié f(x) =2* +2 ¥ x1 ]01] vegem que en aquest interval és
estrictament decreixent.
La funcié f(x) és continuaen x1 [0]] i derivable en x1 0]

e 1+l$_ 60
F(x) = 262" +2 Té—li
¢ 24x° 5y
Sio<x<1.
2% <2l <2,

1

1+i>2,aleshores, 2 ¥ >02=4.

Jx

1
%3
B 10 & 10

Aleshores, 2 VX ¢ - 4

82«/_;3 2 ﬂ_
1+
Per tant, f'(x) = InzgzX +2 T ke < |n2§+48e;109<0
§2

é > o9 €2 oo
Aleshores la funci6 és estrictament decreixent en x1 ]0,1].

En aquest interval el minim s’assoleix quan x =1.
1

[
f(x)=2*+2 ¥ <f())=2+22 =6, quan xT Jo]].

1
>—.
2

-2.

1
Considerem la funcio f(x) = 2* +21+*/;, x1 [LZ[ vegem que en aquest interval és
estrictament creixent.
La funcié f(x) és continuaen x1 [1.2[ i derivable en xT J12]
Sil<x<2.
2¥>21>2,
1

1+i<2,aleshores, 2 X <22=y4
X
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1

2«/_32

& o
Aleshores, 2 ‘/_ ! & 10

4 —T=-2.
2‘\/ g ezﬂ
2 160

Per tant, f'(x) =In 2(?2X +2 T(g‘—— > Inz? + 49——‘> 0.
3 2VX" gy €2

Aleshores la funcio és estrictament creixent en x 1 [LZ[.

En aquest interval el minim s’assoleix quan x =1.

Lk )
f(x)=2*+2 Y >f(1)=2+22=6,quan x1 Jo].

Aleshores, I'linica solucio de I'equacio és x =1.

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 1.6 18 2.0

l+i

fx)=2+2 ¥



180.-Siga a=7+6X7 +6 572 +........ +6 x72011

Determineu x tal que x* = a.
Concurs Nacional Romania 2011. Junior.

Solucio:

657 +6X72 + ... +6 X7 =67 +72 47% 4.

-6 7- 7717 — 7472012
7

A=T+657 +657% + . 46572 =7 4 (- 7 47222),

a = 72012

x2 = 72012

Resolent I'equacio:
x = 71006 _ 1006
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