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11.- Si sin(b+c - a), sin(c +a- b), sin(a+b- c) formen una progressio aritmética,
aleshores, tg a, tg b, tg ¢ formen una progressié aritmetica.

Solucio:
Si sin(b+c- a), sin(c+a- b), sin(a+b- c) formen una progressio aritmetica:
sin(c+a-b)- sin(b+c-a)=d
sina+b-c)-sin(c+a-b)=d
Transformant sumes en productes:
2:cosc:sin(a- b)=d
2:cosa:sin(b- c)=d
Igualant les dues expressions:
cos c:sin(a- b) =cosa:sin(b- c).
cos axsin(b - ¢)

cosc
Calculem tgb- tga:

sinb sina _sinbxosa- sinaxosb _ sin(b- a)

sin(a- b) =

1)

tgb-tga= =
cosb cosa cosaxosbh cosaxcosh
- cos axsin(b- ¢)
_ cosc :-sm(b-c) _ sin(c - b) —tgc-tgh.
cosaxcoshb cosbxcosc cosbxosc

Aleshores, tgb-tga=tgc- tgb, pertant, tga, tgb, tg c formen una progressio
aritmetica.
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12.- Comproveu les seglents igualtats:

a) cosP + cosﬁ = 1
5 2
2p _
b) t 222 =5,
) tg? 5 g
Solucio:
., . , N . , _ 1+ —\/g
La proporci6 entre la diagonal d'un pentagon regular i el costat és F = :
F és arrel de I'equacio x?- x-1=0.
Pertant, F? =1+F, F'=F- 1.
Considerem el pentagon regular ABCDE de costat AB =1. D
AC=AD=F =1*35
2
_ . L o _ _3p
Considerem el triangle isosceles ABC, BABC =108°= = E
D

Aplicant el teorema del cosinus al triangle ABC :

3p 1P+12-F% 2-F2? 1-F
cos— = = = .

2 2 2

osPL*F*-1 _F*_F A H

5 2F 2F 2
a)
cosP +cos—|0=—+l F =1.

2 2

sin2P=1.cos2P=1. 7= =
5 5
p 3-F _3-F
F2  1+F
Slga H el punt mig del costat AB .
PBAD =72°= 25p

tg®

D
Aplicant raons trigopnomeétriques al triangle rectangle AHD :

2p _1 _F-1 ,2p _F2+1-2F 2-F
cos—=—=—=. cos*—/= = :

5 2F 2 5 4 4
sin?2P =1. cos22P=2*F

5 4
tgzﬂ:ZH:.

5 2-F

2

gzp>¢922p 3-F 2+F _6+43F-2F-F° _6+F-1-F _

1+F 2-F  2-F+2F-F2 2+F-1-F
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13.- Un polinomi p(x) de grau 2 amb coeficients reals és tal que tota permutacio dels
seus coeficients determina un polinomi amb les mateixes arrels que p(x).
Calculeu les arrels de p(x).

Solucié 1:

Siga p(x) =ax? +bx +c.

Notem que x =0 no és arrel de p(x), ja que en tal cas també seria arrel del polinomi
cx? +bx +a, d'on resultaria que a =0 i aleshores p(x) no seria de grau 2.

Aleshores, c* 0.

Vegem que p(x) no té arrels dobles.

Si x =r és una arrel doble de p(x) tindriem que p(x) =a(x - r)?.

p(x) = ax? - 2arx +ar?.

Permutant el terme de grau 1 i el terme independent, x =r seria arrel Unica del
polinomi ax? + ar?x - 2ar , per tant,

ar?+ar®-2ar=0.

ar(r +r2 - 2):0,on ar! 0. Aleshores,

ré+r-2=0.

r=1,- 2. Aleshores ax? + ar’x - 2ar tindria dues solucions

En conseqiiéncia p(x) té dues solucions distintes.

En particular p(x) té unaarrel x =at 1.

Per hipotesi x =a és arrel dels polinomis amb coeficients permutats:
aa?+ba+c=0

ba?+aa+c=0

aa’+ca+b=0

Restant la segona de la primera:
a(a-1(a-b)=0, at0,a-1* 0. Aleshores, a=b.

Restant la tercera de la primera:
(@a-D(b-c)=0, a-1* 0. Aleshores, b=c.
Aleshores, a=b=c.

p(x) =ax? +ax +a=a(x? +x+1).

p(x)=0 U x?2+x+1=0.

Les seues arrels son:

- 1+43i

=

Solucio 2:

Siga Siga p(x) = ax? +bx +c¢

at 0bt0,ct0 jaque en cas contrari alguna de les permutacions no seria un

polinomi de segon grau.
Siguenr, s arrels de p(x) aleshores aplicant les formules de Cardano-Vieta:

r+s= -_

a
Siga q(x) = ax? +cx+b polinomi permutat de I'anterior, r i s sén també arrels d’aquest
polinomi aleshores:
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-C
rH+s=—

a
Igualant, arribem a que b =c en les altres permutacions arribariem a que a=b.

p(x) =ax? +ax +a=a(x? +x +1).
p(x)=0 U x?>+x+1=0.
Les seues arrels sén:

- 1+43]

2
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14.- Siga ¢ > 0. Considerem la successio:
NG AL+ A1+ VI+AC o

Demostrem que convergeix al nombre d’or, F =

1++/5

2

Solucié:

Nota: el nombre d’or F = és arrel positiva de I'equaciéo x?- x- 1=0.

1+4/5
2
A més es verificaque si x3 F, x?- x-13 0.
si0<x<F, x?-x-1<0.
Siga x, el terme n-esim de la successio.
La successio esta definida per recurrencia de la forma seguent:
Xy = \/E’ (Xn+l)2 =1+X,.
Distingirem dos casos:
a) Suposem que Je <F .
Provem que la successi6 esta afitada superiorment per F . Ho provarem per induccio:

xlz«/E<F .
Suposem que x, <F .

(x,,.f =1+x, <1+F =F?2, aleshores, x,,, <F .
Vegem que la successio és monotona creixent:

(%0 )" - (xpaf = (30 ) - %, - 1<0.
(%0 )* < (xpa )

Xn < Xpep-

Aleshores, la successio {xn}?;l té limit.
Siga rI]|®m¥{xn} =a.

Calculant limits a 'expressié (x,,,)* =1+x,,.

a’ =1l+a.

1++/5

Aleshores, a=F = >

b) Suposem que Jes F
Provem que la successio esta afitada inferiorment per F . Ho provarem per induccio:
X, = JesF.

Suposem que x, 3 F .

(x,,. f =1+x_ 3 1+F =F?2, aleshores, x, ., <F .
Vegem que la successio és monotona creixent:

(Xn)2 - (Xn+1)2 = (Xn)2 - Xy - 13 0.
(Xn )2 3 (Xn+l)2' Xy > Xpaae

Aleshores, la successi6 {x, }*_, té limit. Siga Il’gl{xn} =a.
n

Calculant limits a l'expressié (x.,,)* =1+x_. a% =1+a.

1+4/5

Aleshores, a=F = >
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15.- Determineu tots els valors reals de p a fi que les arrels de I'equacié
(p- 3)x? - 2px +6p =0 siguen reals i positives.

Solucio 1:
p- 31 0, en cas contrari 'equaci6 seria de primer grau.

6pt 0 en cas contrari x =0 seria solucio de I'equacio.
El discriminant de I'equacié de segon grau ha de ser positiu o igual a zero:
4p? - 4xp-3)6p 2 0.
5p2 - 18p £0. Solucié del qual és:

~ U, 180
PPy
Les arrels de I'equaci6 son:

X = 2p+«/- 20p2 +72p ‘= 2p - 1/- 20p% +72p
2(p - 3) 2(p- 3) '
2 +1/- 20p? +72
Si x = P P P >0
2(p- 3)
Com que 2p ++/- 20p® +72p >0, aleshores, p > 3.
« = 2p - \/- 20p% +72p 20
2p - 3)
} / 2
|[2p> - 20p7+ 72D 14 So1uci6 del qual és p>3.

tp-3>0

} / 2
,I 2p < - 20p” +72p , €N aquest cas la primera solucié seria negativa.
fp-3<0

184

54

Aleshores, I'equacid (p- 3)x? - 2px +6p =0 son reals reals i positives si p1 E%

Solucio 2:
El discriminant de I'equacio de segon grau ha de ser positiu o igual a zero:

4p? - 4xp-3)6p 3 0.
5p? - 18p £0. Solucié del qual és:

~ U, 180
I /0,—.
P & 54
Siguen les arrels x,,x, a fi que siguen reals i positives quan
X, +X, >0, X;+X, = 2P >0
p-3
X, XX, >0, X1 XX, = 6p >0

Resolent el sistema format per les dues inequacions:

~ L 180
pl -3 -
? 54
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16.- Demostreu que si a® +b%? +c2 =bc +ac +ab on a,b,cl R, aleshores, a=b=c.

Solucio:

Multipliquem per 2 ambdues parts de la igualtat:
2(a2 +b2 +c2)=2(bc +ac +ab).

2(a2 +b? +c2)- 2(bc +ac +ab)=0.

(a- b)>+(a-c)?+(+c)*> =0.

Com a,b,cl R, aleshores, a=b=c.
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17.- Sim i n son les arrels de I'equacié ax? +bx+c =0, escriviu en forma reduida
I'equacio les arrels de la qual son m? i n®. (En funci6 de a, b, c).

Solucio:
Siminson les arrels de I'equacié ax? +bx +c =0,
ax? +bx +c =a(x - m)(x - n). Aleshores,

C
mn:

m +

=}
I
1
I

i
f
|
i
t
Siga x2 +dx +e =0 I'equacio les arrels de la qual son m? i n®.

x> +dx+e=(x-m3)(x-n%®=0
.3

Aleshores, e =m®n® = (mn)® =&.2 .
eag
=-(m® +n3®) =- (M+n)(m? - mn+n? =-(m+n)(m2 +omn+n? - 3mn):

B & 4
-(m +n)((m +n)? - 3mn) bgabo Eg.
agéag  aj

Aleshores, I’equacic’) demanada és:
»  baw? 3¢

X +—§— =O.
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18.-
a) Proveu que:

Z=1+—1

b) Determineu per a quins valors naturals de a la fraccié continua és racional:

1
1+
1

at
a+

Solucio:
a)
Siga x =1+ 1 =1+ 1 , aleshores, x :1+i.

2+; 1+1+; 1+x

x2-2=0,Com x>0, la solucié és x =~/2.

b) Analogament:

Siga x =1+ 11 =1+ 1 1 , aleshores, x :1+;.
a+t——M— (a-n)+1+—— (@-D+x

at

at

Simplificant:
x?+(a- 2)x-a=0.
Les solucions de I'equacio son:
av2sdaiea
- 2
X és racional si a® +4 és un quadrat perfecte al N:
a?+4=b*>onbl N, b>a.
b?-a?=4.
(b- a)(b+a)=4.

o . . , ib-a=2 ib-a=1
Les Uniques solucions possibles sén 0 i :
ib+a=2 jb+a=4

. ib-a=2 ia=0
Si : a , aleshores, :,a aleshores, x=2.
itb+a=2 1h=2
i._3
< ja =—
ib-a=1 1 2 . . . R
Si | , aleshores, | , que no seria soluci6 del problema ja que al N.
Tb +a= 4 '|' _ 5
lp==
T 2



Ricard Peir6 i Estruch

19.- Proveu que eP >p°.

Solucié:
a&Po0 N e’
Demostrem que Iné—e;> 0, el que suposara que —>1.
P g p
&0

ING—==p- exnp.
5

Considerem la funcio:
f(x) = x- e \nx, definida en ]0,+¥[, continua i derivable en J0.+¥].

, e
f'(x)=1- =.
X
La derivada s’anul-laen x=e
1 , L
f''(e) == >0, aleshores, x=e és un minim,
e

Aleshores Ina@Ep 9. f(p) >f(e)=0



20.- Si a, b, c son reals positius, demostreu la desigualtat:
a?+b?+c?-ab-bc-ac3 3(b-c)a- b).

Solucio:

a?+b2+c?-ab-bc-ac3 3(b- c)a- b) ésequivalent a:
a®+b?+c?-ab- bc- ac3 3(ab- b? - ac+hc).
a’+c2+2ac+4b?- 4ab-4bc3 0.

(a+c)? +4b? - 4b(a+c)3 0

((@+c)- 2b)? 2 0. La qual cosa demostra la desigualtat inicial.

La igualtat s’assolira quan a+c- 2b=0.
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