21.- Resoleu I'equacio log, x =log ,(x +1)

Solucio:
Siga log, x =log,(x +1) =y .
2y =x.
47 =x+1.
2% =x +1.
27 X

X+1 , L
X =——=. Resolent I'equacio:
X

1+4/5
.




22.- Siguen a, b nombres reals que satisfan a® +b? =1.

2

Proveu que |a2b + ab2| £ 72 Quan és ddna la igualtat?.

Solucio:
(a- b)>=a?+b%-2ab3 0.

Aleshores, 2ab £ a? +b?2 =1, ab£ % .

(a+b)> =a?+b%+2ab3 0.

Aleshores, ab 3 71

Per tant, |ab| el
2

(a+b)? = a2 +b? +2ab £1+2§1=2.

|a+b|£«/§.

|a2b+ab2| =|ab|§a+b| el =£.
2 2
La igualtat s'obtindra quan [ab =%, a+b|=+2.
Si ab :%, aleshores, (a- b)> =a2+b? - 2ab =0, aleshores, a=b.

2
>

Com [a +b| = 2, |24 = J2 , aleshores, a=b =

Si ab ='71, (a+b)® =a? +b? +2ab =1+2'71=0,aleshores, a=-b.

En aquest cas |a2b + ab2| =0.



23.-

Calculeu gi% Z?% 3?3% ......... +n§g.
a a a a
Solucio:
WO o owd _abo ano
S= OEOE + §1;+ 2%2?; 3g3 B+ ......... + ngng (2)
_o@0_&@n 9 : 3@9
S—Ogan gn +2gn 2@ 3%' 3@ ......... EE,
_ a8p 200 By 280 280
S= ngog+(n- 1)§15+ (n- 2)§2§+ 3@3; ......... +0gng (2)
Sumant les expressions (1) i (2):
28=nw9+nm9+ naa9+36®9+ +na§]9.
P EAN PHA T ng
B0 B0 amo avo a0
282n§g03+g13+g23+%3+ ......... +§né5

2S =n>x2". Aleshores,

S=nx"t,



24.- Resoleu I'equacio:
=,/x- i+1/l- l.
X X

Solucio:
Notem que x* 0, x>0.
Elevant al quadrat ambdues parts:

Xz_ +§"i 394_2 a;( 1093 1
e

e X@a X@

x? =x+1—£+21/x— 1- 1+i2
X X X

Multiplicant I'equacio per x1 0:

X3 - x?-x+2=20x%- x® - x+1.
(x3- x? - x+1)- 2Ux3 - x%2- x+1+1=0.

.2
?}x*”- x?-x+1-19 =0.

2]
X3 - x?-x+1=1.

x3-x%2-x+1=1.

x(x? - x-1)=0.
Comaque x! 0, x?- x-1=0. Aleshores, x=1+2‘/§, x=1'2“/§.
. 1-+5 o o
La segona solucié x = > no és solucio de I'equacio inicial ja que x>0.
SlgaF—i, F2=1+F, E1=F-1.

Com provem que x = 1 JE

\/F——+\/1—— JT+,/ \/7 1+——1+(F H=F.

el nombre d’or és solucié de I'equacio:




25.- Siguen a,b,c les arrels de I'equacio, x* - x-1=0.
l+a 4 1+b + 1+g

Calculeu .
l1-a 1-b 1-g¢

Solucio:
x3-x-1=(x-a)Xx- b)(x- g (1)
Igualant coeficients:
a+b+g=0, ab+ac+bc=-1, abg=1.
l+a +1+b +1+g _3- (a+b+g)- (ab+ag+bg)+ 3abg _
l-a 1-b 1-g (1- a)(@- b)A- 9)
_3-0-(-1D+3x _ 7
(1- a)1- (- 9 (@-a)l-b)A-9

Siga S =

Substituim x =1 en I'expressio (1):

1®-1-1=(1- a)(1- b)(1- g).

Aleshores, (1- a)(1- b)(1- ¢) =-1.
7 7

Pertant, S = =—=-7
(1-a)d-b@-g9 -1




26.- Siga A una matriu n” n tal que A? - 3A +21=0, on | és la matriu identitat i O la
matriu zero. Proveu que A% - (2X +1)A¥ + 2XI1=0 per a tot natural k 3 1.

Solucio:
Siguen p(x), g(x) polinomis.

Siga f(x) = p(x) xq(x).
f(A) =p(A)xq(A).

Siga g(x) = x2¢ - (2% - 1)xk + 2K,

Notem que g(1) =1%* - (2% - DI* +2X =0, g(2)=2%* - (2% - D2k +2* =0,
Aleshores, g(x) és divisible per (x- 1)(x - 2) = x? - 3x +2.

Per tant, g(x) = (x? - 3x +2)q(x) .

g(A) = AZ - (2K + DAK +2K].

g(A) =(A%- 3A+2D)xq(A) =0>q(A) =0.

Aleshores, A% - (2% +1)Ak +2¢1=0.



27.- Siguen u, v nombres reals tal que , u, v, uv son les arrels reals d’'un polinomi de
grau 3 amb coeficients racionals. Determineu en quins casos uv és racional.

Solucio:

Siga p(x) = x* +ax? +bx +c amb coeficients racionals tal que u, v, uv son les seues
arrels. Aleshores,

x3 +ax? +bx + ¢ =(x- u)(x- v)(x - uv). Igualant els coeficients:

u+v+uv=-a.

uv+uv(u+v)=b.

u?v? =-c.

Multiplicant la primera igualtat per uv:
- auv = (U +Vv)uv +u?v?.
-auv =b-c-uv.

uv(@a-h=c-b.

Aleshores, uv ésracionalsi a1, uv=——.

Sia=1.

Per a ser uv racional ¢ = b. Per tant, p(x) = x* +x? +bx +b.
Factoritzant el polinomi:

p(x) = x® +x% +bx +b =(x +1)(x? + ).

Les arrels s6n x =1,+/- ¢, - +/- ¢ pertant, c £0.

u=-1, v=4-c, uv=-4-c queésracional si - ¢ és un quadrat perfecte.



28.-
a) Proveu que els nombres reals a, <a, <..... <a, estan en progressio aritmética si i

.N-1

noméssi (a, - a,)(a; - a,)%...4a, - a, ;) = éa“ "9
en-1g
b) Proveu que els nombres reals 0 <b, <b, <....<b, estan en progressié geometrica
. b, b b, 0" _
si i només si —1g—2+—3+ ..... +—0f =(n-D"h.
b,&b, b, bo1g
(Oposicions Balears 2005).
Solucio:
a)
k)
Si a,,a,,.....,a, estan en progressio aritmética
a,-a, =a;-a, =... =a,-a,,=d, a,-a,;=(n-1d.
(az - al)(as - az)>§ ><an - an-l) =d"t
aay, - al %n 1)d0 =dn—1.
gn-1g €&n-1g
.N-1
Aleshores, (a, - a,)a, - a,)x....¥a, - a,_,) :gean "0
en-1g

L)
a, - a;,85- Ayyeeennne ,a,-a,,>0.

La mitjana aritmetica €s major o igual que la mitjana geometrica i coincideix si els
nombres son iguals.

(a,-a)+(@z-a,)+..... +(@, - an), n-\y(az A @, A% XA A ).

a, -8, al 3nd(a, - ay)(ag - 8,) X X@, - 8p4)-

.Nn-1
o aa, - a; 0
Per hipotesi (a, - a,)(a, - a,)x...4a, - a,,) =1
en-1lg
Aleshores, a, - a; =a;- a, =....... =a, - a,,-

Aleshores, a,,a,,.....,a, estan en progressio aritmetica.

b)
)
Si b,,b,,..... b positius estan en progressio geometrica
Do Bs o 2B iy b =p, e
bl b2 bn-l
n-1
bygb, by, b, 9 __ B —(r+r e r)™ "= (- ™t
bn bl 2 bn-l [%} bl X .



L)

b—zb—3 ..... , by >0.

bl b2 bn-l

La mitjana aritmeética d’aquests nombres positius és major o igual que la mitjana
geomeétrica, essent igual quan els nombres son iguals.

LR E R
b, b, byt b2 by by _ by
n-1 b, b, b, b,
n-1
o Ds + 3IO—”(n nmt
bl b2 bn—lﬂ bl
Per hipotesi:
.n-1
&g“h+b—3+ ..... + P 3 =(n- D",
bn bl b2 bn-lﬂ
Aleshores, PR FR— ,
bl b2 bn-l
Per tant b ,b,,.....,b, estan en progressié geometrica.



2 2 2 2 2 2
Jx +y +\/y +z +«/z + X £«/€.
’x2+y2+22

29.-Si x+y+2z >0, proveu que 2 £

Solucio:
a)

2\/x2+y2+22 £\/X2 +yz +Jy2+22 +w/22 +x2 0
(elevant al quadrat)
0 4(X2+y2+Zz)£2(X2+y2+Zz)+2§JX2+yZJy2 +72 +JX2 +y2«/22+x2 +\/y2+22«/22 +x2U(

o}
0 x2+y2+zz£Jx2+y2Jy2+zz +sz+y2422+xz +Jy2+zszz+X2

Pero,

x> =2 Ix2 £x2 +y2 X2 +22 .

y2=Jy7Jy7£Jy2+XZJy2+zz.

22 =222 £ X222y

sumant les expressions:

x2+y2+22 £\/x2+y2\/y2+22 +\/X2+y2\/22 +x2 +Jy2+22JZZ+X2.

b)
Jx2+y2+Jy2+zz+J22+x2 EJg ’x2+y2+22 0

(elevant al quadrat)
U 2(x? +y? +22)+2§\/x2 +y2\/y2 +27° +\/x2 +y24/z2 + X2 +\/y2 +2247° +x28£ 6(x* +y? +2?)U0

0 sz +y2\/y2 +72 +\/X2 +y2\/22+x2 +\/y2+22«/22+x2 £2(x2+y2+22)

La mitjana geométrica €s menor que la mitjana aritmetica, aleshores:

JOC +y?)(y? +22) £

X2 +y2 +y? 472
2

X2 +y2? +72 + X2
2

2)£y2+22+22 +x2

2

N +y?)@Z2 +x2) £

J(y? +2%)(z% +x
Sumant les tres expressions:

2 2 [ 2 2 2 2J 2 2 2 2J 2 2 2 2 2
Jx +y Jy +z +Jx +y Az + X +\/y +2°42° +Xx° E2(X"+y +2z9).




30.- Determineu les arrels r,, r,, 15,1, de I'equacié 4x* - ax® +bx? - cx +5 =0, sabent
4 i ; o Iz Iy
que son reals positives i que > +Z +3 44 =1,

5 8
Determineu també, a, b, c.

Solucio:

I X, N3 X, =

INJ Sy

. e L ofp g Tp o
Vegem que la mitjana aritmeética i geométrica de X,-2, 2, 2 coincideixen:

4
245 g _1
4 4
5
g de Jo Ja o4 4 1
2 4 5 8 2458 4
Aleshores:

h_1 , aleshores, T, =%.

, aleshores, r, =1.

_5
, aleshores, r; = —.
4

I N e Y I

, aleshores, r, =2.

CDl.bﬁ O'Ilu:—‘ .bll\? N [T

4x* - ax® +bx? - cx+5=4€§(— E9(x— 1)?5(— E(—:)(x— 2).
e 2¢g e 4g

4x* - ax® +bx? - cx+5=4x* - 19x3 +6—23x2 - 4—23x+5.

Aleshores:

a=19, bzﬁ, czﬁ.
2 2



