Ricard Peir6 i Estruch

41.- Es considera el conjunt, diguem-li M, de les matrius 3~ 3 els elements de les
guals sén +1,0 - 1. Es demana:

a) El cardinal de M.

b) Proveu que el determinant de cadascuna d’aquestes matrius és mdultiple de 4.
c) Determineu el conjunt B ={detA/ AT M}.

Oposicions Balears 2005.

Demostracio:

a)

Cada element de la matriu esta format per +1, 0 - 1.
Com hi ha 9 elements en la matriu el cardinal de M és:

carM = 2°.

b)

Els vectors de dimensio 2 els elements dels quals sén +1, 0 - 1, son els seglents:
(:L 1)1 (l - 1)1 (- :L 1)1 (- 11 - 1)

Notem que si dos vectors d’aquests son L.l. qualsevol altre depén només d’'un d’ells.

Considerem les dues primeres files d’'una matriu A del conjunt M.

Pot passa que siguen L.D. o que siguen L.1.

1.-

Si son linealment dependents aleshores, det(A) =0, per tant det(A) és multiple de 4.
2.-

Si s6n linealment independents.

Considerem la submatriu formada per les 2 primeres columnes.

Podem suposat (sense perdre generalitat) que el primer menor és distint de zero.

a'11 a'12

Aleshores, =+2.

a21 a'22
Aleshores la tercera columna depén nomeés d’'una de les 2 primeres columnes.

Sense perdre generalitat suposem que depén de la segona.

Aleshores la columna tercera (de la submatriu) és igual a la segona o és oposada de la
segona.

Si a la tercera columna de A li restem o sumem la 22 columna quedarien zeros en els
elements a,;, a,;. L'element a,; només potser0, 2, - 2.

Desenvolupant el determinant per la tercera columna:
10 siaz; =0
T1(#2)(#2) siag 'O’

a a
det(A) =ag| * ¥

21 22

det(A) =0, +4 . Aleshores, det(A) és multiple de 4.

c)

Siga B={detA/ AT M}.
Per l'apartat b).

B={0, 4, - 4}.
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N
42.- Calculeu S a 1
. n° +6n*+11n +6

Solucio:
Resolem I'equacio n® +6n? +1In+6 =0.
Les solucions son: n=-1,- 2,- 3.
1 A B C
= + + )
n®+6n’+1In+6 n+1 n+2 n+3
Igualant els numeradors de les dues fraccions resultants:
1=A(n+2)(n+3)+Bn+D(n+3)+C(n+1)(n+2).

Sin=-1, 1=2A, aleshores, A==
Sin=-2, 1=-B, aleshores, B =-1.
Sin=-3, 1=2C, aleshores, C ==
1 11 B 1 C lel 1 o lae 1 1

0
n® +6n?+1In+6 2n+1 n+2 2n+3 2 n+1 n+2g 29n+3 n+2g

g 1 _15@1 16,191 1 6_
. n®+6n°+1In+6 2n:le;n+1 n+2g 2 §n+3 n+2g
l1a 1 0, lae 1 16_ N(N + 5)

T8 N+2g 28N+3 34 12N+2)N+3)
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43.- Demostreu que sina xsin2a xsin3a < %

Demostracio:

(sina ><sin2a)>ein3a =El(cosa - cos3a)sin3a = 2sin3a cosa - 2sin3a cos3a =

4
_sinda +sin2a - sin6acos0 _ sinda +sin2a - sin6a . 3
- 4 - 4 4

La igualtat es té quan:

isinda =1

%sinza =1 , sisin2a =1, cos?2a =0, aleshores:

ll'sin6a =-1

sinda =2sin2acos2a =0

Aleshores, sina xsin2a xsin3a < %
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44.- Determineu les solucions enteres de I'equacié 22* - 3% =55,

Solucio:

22x _ 32 =(2><)2 - (3Y)2 :(2X +3VX2X - 3y)=55.
(2 +3v )2 - 3¥)=55.

55 =11:5=55:1

Per tant:
j2x+3Y =11 be j2*+3Y =55
| ) v .
f2*- 3 =5 f2°-3Y =1
j2*+3¥ =11
Resolem | ,
12*-3" =5
j2x* =16  j2*t =21 ix=3 ix=3 jx=3
I !I ) ) !,
f2*+3Y =11 f2*+3Y =11 %3y=11-8 %Syzs% =1
j2*+3Y =55
Resolem |
§2°-3Y =1
. . i log54 ..
j2x@* =54  j2¥! =54 ix=-1+ 9% z
, log2 .

| y )
N 2X + Yy = N 2X + Yy = .
12'437=55" 124372557 1 oo
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X% x+2
45.- Resoleu I'equacio i1 =a segons els valors de a.
X +
Solucié:
a) Sia=0
X% - x+2=0), lei'T TR,
b)Siato.

(@a- Dx® +x+(a- 2)=0.
bl) Si a =1, aleshores I'equacio és de primer grau, x =1.

b2) at 01

El discriminant de I'equacié de segon grau és:
D=1° - 4(a- D(a- 2).

L’equacio té solucié real si 1- 4(a- 1)(a- 2)2 0.
Resolem la inequacio:

- 4a®+12a-730

La soluci6 és: 3'2\/E£a£3+2\/§.

. . . €3-.2 3+42u -1++/- 4a% +12a- 7

Esadir, sial & J_, J_a~{0,1}, X = J- 4a a-
g 2 2 g 2@-1

L’enunciat d’aquest problema podria haver estat:
2
. o L - X+
Determineu el valor maxim de la funcio f(x) =X2—X12 .
X~ +

3+42

El valor maxim hauria estat, f(x) £ 5
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46.- Demostreu que amb la condicidé 2x +4y =1 s’acompleix la desigualtat:

1
X* +y?3 25"
Solucio:
X = 1- 4y , aleshores demostrar la desigualtat €s equivalent a demostrar la segient
desigualtat:
.2
W +y?3 2—10 eliminant denominadors:

100y2 - 40y +43 0
25y2 - 10y +13 0
El polinomi 25y? - 10y +1 té un zero doble y =%:

2

25y? - 10y +1= 258y - 105
e Og
La igualtat es dona quan y -1 X -1
5' 10



iXx+y=1
47.- Resoleu el sistema | . 5
ix®+y® =31
Solucio 1:
X° +y° = (x+y)(x* - x3y +x2y? - xy® +y*) aleshores:
1x+y=1

Tx Y’ - X7y +xPy? - xy? +y*) =31
iy=1-x
T4 X3y +x2y? - xy® +y* =31

. Resolent per substitucio:
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iy=1-x
15x4 - 10x® +10x2- 5x- 30=0
Resolent per Ruffini:
Ix 1«/_| I‘x 1+«/_|
ix=-1 IX=2 % |l
| ’ | ) | |
fy=2  qy=-1 j 1+J_1| i _1- «/_1|
t 2 t 2
Solucio 2:
Elevem la primera equacio a la quinta poténcia i restant-li la segona equacié ens
gueda:
xy(x® +y®) +2x%y? +6 =0 @

Elevant la primera equaci6 al cub queda:

x3 +y3 =1- 3xy (2
Substituint 'expressio (2) en I'expressio (1):
x?y?- xy-6=0

Resolent I'equacié en la incognita xy:
Xy =3, xy=-2.

}x 1- «/_1|
ix+y=1 .
}X y . Resolent el S|stema|l
ixy=3 i 1+J_|
f 2
ix+y=1 . =-1 j
:'X y Resolent el sistema: :X , :
TXxy=-2 ty=2 1

1 1+«/_1|
iX

| .
-'-y 1- «/_l
1 2
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48.- Demostreu que:

a) Y20+1442 +320- 1442 = 4.
b) Y542 +7 +3542- 7 =2
Solucid:

a)

Siga x =3/20+1442 +3/20- 1442 , siga A=20+1442, B=20- 144/2.
AB=8.

Elevem al cub:

X =§%’/20+14\/§ +3/20- 1445%3.

x* =(/A+3B) =A+3YA%B +3YAB? +B =A +B+3YAB(YA +3B).
x> =20 +14+/2 +20 - 142 + 33/8x .

x3 =40 +6x.

x3 - 6x- 40 =0.

Resolent I'equacié per Ruffini:

Xx=4, x=-2+J§i, x=-2-J§i.

Aleshores, %/20 +14-/2 + %/20 - 142 = 4.
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49.- Demostreu que gdﬂgn 3n " ni N.
e 2 g

Solucio:

Sia3 0b3 0, aleshores, %3 Jab .

n30, 1>0

”7”3 Jnx 1)

Sin-13 0, 2>0 aleshores:

D25 fm-ne @

2
Sin-230, 3>0 aleshores:

ws /(n_ 2)<3 (3)

Si 230, n-13 0 aleshores:

w 3 '2 )(n - 1) (n_l)

2
Si 13 0, n? 0 aleshores:

“Tn 3 1n (n)
Multiplicant les n desigualtats:

gé%gns«/(n%n-l)xn-zn ....... R XYL X......... xn- 1))
e (4]

aé+ndnSJ—
c—- nixl .
e 2 g

..n
d+ng , .

e 2 g

. . , . +Nng
Notem que si nt 1, la desigualtat és estricta, 8é—9 >nl.

e 2 g
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2 2 2
50.- Demostreu que sia3 0,b3 0,c 2 0, aleshores a+g+c £1/a +b3 tc

Demostracio per reduccié a I'absurd:

2 2 2
Suposem que ar 2 tC 1/ a ¥ b3 *C  Elevemal guadrat ambdos membres:

aa+b+cd _a’ +b%+c?

9 = >

e 3 g 3

(@+b+c)? >3(a% +b? +c?).

3(a2 +b2 +c2)- (@a+b+c)? <0,

3(&12 +b? +cz)- (@®> +b2 +c? +2ab +2ac +2bc)<0.

2a® +2b? +2c? - 2ab- 2ac - 2bc <0.

(a- b)> +(a-c)? +(b- c)® <0 la qual desigualtat és absurda.

2 2 2
Per tant, a+2+c£1/a +b3 e .




