Ricard Peir6 i Estruch

71.- Siga el polinomi x" - ax"* +ax - 1. Determineu n i a a fi que el polinomi siga
divisible per (x- 1)2.

Solucio 1:

Siga p(x) = x" - ax"! +ax - 1.

Notem que n>2.

Si p(x) és divisible per (x- 1)?, existeix un polinomi g(x) tal que p(x) = (x - 1)?q(x).
Aleshores, p(1) =0.

0=p@ =1- a+a-1=0 que és una identitat.

p'(x) = (x - D(2g(x) + (x - 1g'(x)).
Aleshores, p'(1)=0.

p'(X)=nxx""'- a(n- )x"? +a.
O=p'@)=n-an-nh+a.

Aleshores, azL in>2
n-2

Solucio6 2:
p(x) = x" - ax"t+ax-1=x" - 1- ax(x”‘z-l) (1)

p(x) és divisible per (x - 1) aleshores podem dividir I'expressio (1) per (x - 1):

n n- 2
x2-1- ax(x - 1): X" x4 +1- ax(x”'3 + x4 +...+1)
x-1
El polinomi x™ 1+ x"1+. ... +1- ax(x”'3 + x4+ +1) és divisible per (x - 1).

Aplicant el teorema del residu:

El valor del polinomi en x =1 és el residu de dividir el polinomi entre (x - 1).
Aleshores:

n-a(n-2)=0.

Per tant, azi in>2.
n-2
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72.- Resoleu el sistema seguent:
jx®+5xy +6y* =0

Iy +y? =9

Solucé:

Notem que y?! O.

Dividim la primera equacio per y?

) 0 . .
gx—: + 5?—(;+ 6 = 0. Resolent I'equacio amb la incognita X.
Yo Y g y

x_-5i\/i

El sistema inicial és equivalent al sistemes:

-:-i:_z -:-iz_3

i 1Y

Ix2+xy+y? =9 Ix2+xy+y? =9

Resolem els dos sistemes:

ix=-2y _ ,  ix=-243 ix=243

i . el sistema té dues solucions: | v :

14y” - 2y® +y? =9 fy=+3 fy=-43
i |

i x=-3y Ixz-gg ,lngg

i . el sistema té dues solucions: | . :

19y°- 3y +y® =9 T 3T
t 7 t 7
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2_pi
73.-Siga z =e 7 una arrel setena de la unitat.
Calculeu 1+z +z* +z° + 216 +22 + 2%

Oposicions Andalusia 1998.
Solucio:
Escrivim z en forma polar:
2p|
z=e’ -cosQ—p—+|>e|n€eE0= 1,,
g elog
.4 .9 L7 .2
& 0 s & 0 =® 0z 0
é_p- a7 -g@; =@ s =Lz
79 79 79 79 7
16 14 2 .25 21 4
0 0 & 0 s & 0 = 0&® 0
1zp = 12_pé lp: =lzp 27 =@lopr =Elap > Gl =12
7 ﬂ 79 79 7 79 79 79 7
.36 .35 L.
e 0 & 0& 0
"¢l Tl il
7 9 79 79 7
4 9 16 25 O
1+z+2" +2°+27° +2 —1+2912p+1 2p +1 20
7 = T

0=1+ 2 cosQ— e cosgeé 0+ cosé% 2p gsmg 24 smaez p +S|n(; ——:l—
7 g 7 g e 7 oy

Les solucions de I'equacié x’ =1 sén les arrels setenes de la unitat que son:

1kZp , k=0123456.

7

Aplicant la férmula de Cardano-Vieta el coeficient de grau 6 del polinomi x’ - 1 és el
oposat de la suma de les arrels del polinomi x’ - 1, aleshores:
0=141pp +1 5 +1 55 +1 55 +1 55 +1 5

7 7 7 7 7 7
Igualant la part real i imaginaria del complex:
O=1+cos€@9+cos€§ —+cosa% p—+c05891 po+cosa% p—+cosa%@9
7 g /g 7 g 7 g
0= smg +sm8§ po+sm€§ p0+sma§l po+sm€% po+sma%2po
] 7 g /g e 7 g 7 g e ]

cosg%ﬂgz osg%l 9 a%Zp -cosa:z po cos¢ @gzcosge?—pg
e /g & 7¢g 79 70 e 79 &7 g

Aleshores, 0 =1+ 2?:059—'0 9+ cosQ —+ cos(;'rnn
el g e /g %

Aleshores,

1+z+z2*+2° +2° +2*° +2% = 2§S|n§ﬂ—p9+ S|n85@9+ sm?ﬁ@?%.
e’ o ‘s e "o



Ricard Peir6 i Estruch

1 1 1
atb'b+c' c+a
aritmética. Demostreu que b?, a2, ¢ so6n termes consecutius d’una progressio

aritmetica.

74.- Els nombres, son els termes consecutius d’'una progressio

Solucio:
1 1 1 , , e
Si , , son els termes d’una progressio aritmetica:
a+b b+c c+a
1 1 _ 1 1
b+c a+b c+a b+c
2 1 1
= +
b+c c+a a+b
2 _ 2at+b+c

b+c (c+a)a+b)
2(c+a)(@a+b)=(b+c)(2a+b+c)

2ac + 2bc +2a? +2ab =2ab +b? +bc +2ac +bc + c?
Simplificant,

2a? =pb? +c?

Aleshores:

c2-a2=a2-p2
Per tant, b2, a2, c? son els termes consecutius d’'una progressio aritmetica.
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75.- Demostreu que si es verifica (xy + yz + zx)® =xyz(x +y +z)* aleshores els tres

nombres X, y, z estan en progressio geometrica.
Oposicions Castella Lle6 2002.

Solucio:

Sigay=rx, z=sy.

Substituint en I'expressio inicial:

(rx? +r2sx? +rsx?)3 =r2sx3(x+rx +rsx)®.
Simplificant,

r@d+rs +s)® =s(l+r+rs)*.

Considerem, r(1+rs+s)3 - s(L+r +rs)3.
Expandint I'expressio:
S - s(s® +1)r3 +(s® +r- s.

Factoritzem el polinomi en la variable r amb la regla de Ruffini:

(r- s)?— izgsz(sr2 - ).
e S'g

Els zeros dels polinomi sén:
r=s, en aquest cas X, y z estan en progressié geomeétrica en aguest ordre.

r =—, en aquest casy, z, X estan en progressiéo geoméetrica en aquest ordre

mN||_\

o

r =./=,enaquestcasy, X, z estan en progressio geometrica en aquest ordre.
s

=

r =-./=, enaquest casy, X, z estan en progressio geometrica en aquest ordre.
S



76.- Siga un polinomi p(x) de grau 3 amb arrels r,, r,, r, tal que

Calculeu el valor de i +i + i.

r1r2 r2"3 r3 r1
Crux Mathematicorum 26-8.

Solucio:
Siga p(x) =ax® +bx? +cx+d de arrels r,, r,,1,.
p(0) =d
péﬁ—9:3+g+g+d
e2g 8 4 2
e 1o a b c
- Tt _+ -~ +d
p‘ézg 8 4 2

Ho e ld

P25 P52
Considerem —£22__¢ =1000

p(0)

E+E+E+d-g+2-£+d
8 4 2 d8 4 2 =1000 . Simplificant:
b =1996d.

Per les formules de Cardano-Vieta:
d=-rpr,r,
b=- (r1+r2 +I‘3)

i+i+i:m:ﬁ:ﬂ:-1996_
nr, rry ra0 rr,rs -d -

Ricard Peir6 i Estruch
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x®- 6x%+px-3=0

77.- Obteniu els valors p i q a fi que les equacions 1. 5

1 X

R tinguen dues
-X“+gx+2=0

arrels comunes.
Oposicions Madrid.

Solucio:

Siguen a, b les arrels comunes.
Siga M l'arrel del primer polinomi.
Siga N l'arrel del segon polinomi.
Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
ja+b+M=6

tabM =3

ja+b+N=1

fabN=-2

Restant la primera i tercera:
M-n=5.

Dividint la segona i quarta:
M__3

N

2
IM-N =5 .
Considerem el sistema :’M _ 3 , lasolucio del qual és: i
N2 i
M =3 és arrel del primer polinomi, el valor del polinomi en aguest punt €s zero:
3% -6x3% +3p- 3=0, aleshores, p=10.

M=3
N=-2'

N =-2 és arrel del segon polinomi, el valor del polinomi en aquest punt és zero:
(-2)* - (-2)>+(-2)g+2 =0, aleshores, q=-5.

Si p=10,q9 =-5, aplicant la regla de Ruffini les arrels comunes son:

3+45 3-45

, X = .
2 2
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78.- Siga el polinomi P,(x) definit de la seglient forma recursiva:

Po(X) =0, P/(X)=x, P,(X)=xxP _,(X)+(- X)P,_,(x),pera ns 2.

Per a tot nombre natural n 3 1 determineu tots el reals que satisfan P, (x) =0.
Crux Matematicorum 26-7

Solucio:
Pera n=1, P;(x) =0 té una Unica arrel real x=0.
Sigan3 2.

P.(x)- P, ,(x)=(x- P, (X)- P._,(x)).

Per inducci6:
P (X)- ®,_,(x)= (x- D" P,(x) - Py(x)) = (x - )"'x. Per tant:
I:’n (X) = )Pn-l(x) + X(X - 1)n-l

P.(X) =x(X- D" +x(x- D" 2 +...... +X +Py(X) =
= x((x DM x(X- D2+ +1)
Aplicant la suma d’una progressié geométrica de raé x - 1:
x-D"-1
X -

P,(x) =x , "xt 2.

Six=2,P(2)=2nt 0.

_ (x-D"-1_
Pn(x)—xT—O
(x-D"-1_

X-2

Si x=0 obe 0.

(x-D)"-1=0
Sinésparell x=0,x=2, P,(2)=2n?* 0. Aleshores, P,(x)=0 si x=0.
Sinésimparell x=2, P,(2)=2n' 0.

Aleshores, P, (x) =0 siinoméssi x=0.
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79.- Siguen a, b, c tres nombres reals tal que a+b+c¢ =0.

2ab - c? b? a’
Proveu que | b? 2bc - a* c® |=o0.
a’ c? 2ac - b?
Solucié:
A la primera columna del determinant li sumem la segona més la tercera:
2ab - c? b? a’ a’®+b® +2ab- c? b? a’
b? 2bc - a® c? |=|b*+c®+2bc-a*® 2bc- a’ c? |=
a’ c? 2ac - b?| |a®+c? +2ac- b? c? 2ac - b®
(a+b)?- c? b? a’
=|(b+c)*-a* 2bc-a’ c? |=
(a+c)?- b? c? 2ac - b?
(a+b+c)(@a+b- c) b? a’
=|@+b+c)(-a+b+c) 2bc- a’ c? |=
(a+b+c)(a- b+c) c? 2ac - b?
Podem treure el factor a+b +c de la primera columna
(a+b-c b? a’
=(a+b+c)- a+tb+c 2bc- a? c? |=0

(a- b+c c? 2ac - b?
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80--
I 35 = 3
og( X ) 3

a) Resoleu 'equacio,
log(5 - x)

n
b) Proveu que é r¥og, . x =n>og, X

r=1

Solucio:

a)

log(35- x*) =3%og(5 - x).

log(35- x®) =log(5 - x)3.

La funci6 logaritme és injectiva, aleshores,
35-x®=(5-x)3.

35- x®=125- 75x +15x? - x3.
Simplificant:

x2-5x+6=0.

x=1- 3.

Les dues solucions son valides ja que:
Six=1, log(35-1)I R, log-1l R.
Si x=-3, log(35+27)1 R, log(5+3)1 R.

b)
Efectuant el canvi de base de logaritme:

arﬂog X = érogz =8 Iogz

n

[
ar alogzx:nﬂogzx
r=1 |Og2 2" r=1 r=1



