Ricard Peir6 i Estruch

81.- La suma de dues solucions de I'equacié x> - 503x? +(a+4)x- a=0 és 4.

Determineu el valor de a.

Solucio:
Siguenr, s, t les solucions de I'equacié r+s=4 (1)

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

r+s+t=503.

4 +t=503.

Aleshores, t =499 2)

rst=a

499rs = a. Aleshores, rs = _a 3)
499

rs+rt+st=a+4.
rs+(r+s)t=a+4 (4)

Substituint les expressions (1) (2) i (3) en I'expressi6 (4):

2 y4x99=a+4.
499

Resolent I'equacio:
a=1996 .
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82.- Sabent que les arrels de la familia de polinomis p(z) =z° - 3l iz? - 412z + 21 3i
estan situades en el planol complex sobre una recta paral-lela a I'eix real i sumen 3l i i
una de les arrels del polinomi q(z) = (22 - 21%iz- 1 2(1+1 2))p(z) recorre I'eix imaginari.
a) Les altres arrels de g(x) que recorren?

b) Determineu la condicio necessaria i suficient a fi que les quatre arrels no
imaginaries pures de q(z) siguen els vertexs d’'un quadrat.

Solucié:

a)

Les arrels de p(z) son de laforma z, =a, +bi, z, =a, +bi, z, =a, +bi, per estar
situades en una recta paral-lela a I'eix real.

3li=(a, +a, +a;)+3bi.lgualant la part imaginaria:
b=1I.

Resolem l'equacio z2 - 21%iz- 12(1+1%)=0:
iRk
=]

les quals recorren la parabola y = x?

f- 1 +17

Com que una de les arrels de I'equacio

q(z) = (22 - 21%iz- 121+ 2))p(z) recorre I'eix imaginari, I'arrel
imaginaria pura és una de les del polinomi p(z).

Aleshores una arrel de p(x) €s z, =1i.

Aplicant la regla de Ruffini al polinomi p(z):
p(z) =(z- 1i)(z? +2liz- 21?).

Resolem I'equacié z? +2liz- 21?2 =0,
I -1i

zZ= : L ali Les quals recorren lesrectesy =x, y=-x.
-0+
b)
Els punts que determinen les arrels son: ,
A(_ I !_I )!B(I " I )1 C(I 1| 2)1D(_| 1| 2)
Les condicions perque formen un quadrat son: 1 o
}.E =DC .
p—  — 1
IAD =BC
: AB xAD =0
St 1 A B
i8] =[]
AB = (21 0),DC = (21 0),BC =(0,1 2+1), AD = (0,12 +1)
AB *AD = 0.
—|2 —2
HABH =412, ADH =(12+1)2.

412 =(1%+1)?. Resolent I'equacio, | =-3, | =1.1 =-3 no és solucio.
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83.- Siguen les progressions aritmétiques i geometriques amb primer terme a, =1 irad
natural que contenen el nombre 1987.
Siga G=el conjunt d’aquestes que sén geométriques i |G| =g el seu cardinal.

Siga A=el conjunt d’aquestes que son aritmétiques i |A| = a el seu cardinal.
a) Proveu que a i g son cubs perfectes. a- g nombre primer. a+ g quadrat perfecte.
b) Calculeu ACG.

Solucio:

a)

1987 és un nombre primer.

Com que 1987 pertany a totes les progressions, en particular pertany a les
geometriques, aleshores:

1987 =a, x"! on r és un nombre natural per hipotesi.

1987 ="', per ser 1987 nombre primer, r =1987 .
Aleshores, |G| =1.

1987 pertany a les progressions aritmétiques, aleshores:
1987 =a, +(n- 1)d on d és un nombre natural per hipotesi:

1987 =1+ (n- 1)d.

(n-1)d=1986 =1:2:3:331

Els possibles solucions de d soén els divisors de 1986 que son:
d=12333,2:3,2:331 3:331,2:3:331.

Aleshores, |A| =8.

a- g =7 que és un nombre primer.

a+g=9=32,
b)

Cap de les 8 progressions aritmeétiques és igual a la progressio geometrica, aleshores:
ACG=£.
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84. Resoleu I'equacié x* - 871=y°® en els nombres naturals.

Solucio:
871=13:67.

x?-y® =871

x2 - y® =13x67

Factoritzant:

(x+y3)(x- y3)=13%67.

Comaque x+y3>x-y®ix+y®>0.
M 3 _ ¥ 3 _
.I[.x+y3—67 0 bé, }.x+y3—871.
1x-y =13 tx-y =1

Ix+y* =67 ix=40
Si | v :
fx-y® =13 1y=3

Si jx+y®=871 jx=436
|

v B el sistema no té solucié en el naturals.
tx-y®=1 fy=%4351 N



Ricard Peir6 i Estruch

I.m. n_..a b c > m?® n?

85.- Demostreu que si —+—+—=1i —+—+—=0 aleshores, —+—+—=1.
a b c I m n a b C

Solucio:

Il m n

—+—+—=1, aleshores, bcl+acm + abn =abc 1)

a b c

a b c

T+_+_: 0, aleshores, amn +bln+cim =0 2

m n

. om? n®_ (bcl)* + (acm)? + (abn)* _
a’ b* c? (abc)?

Substituint I'expressié (1):

£+m_2 +ﬁ _ (bcl)2 + (acm)z +(abn)2 _ (bcl)2 + (acm)2 +(abn )2 :

a®> b* ¢? (abc)? (bcl+acm+abn)?2
_ (bcl)2 +(acm)2 +(abn)2 _ (bcl)2 + (acm)2 +(abn)2 _
(bcl+acm+abn)®>  (bclf +(acm) + (abn)’ +2abc?Im +2ab? In+2a*bcmn

_ (bcl)2 +(acm)2 +(abn)2
(bclf +(acm)? +(abn)® +2abc(clm +bin+amn)
Substituint I'expressio (2):

_ (bcl)2 (acm)2 (abn)2
( ) (acm) (abn) +2abc X0
( ) (acm)2 (abn)2
) )

(belf* +(acm)’ + (abn)?*
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ix+y+z=6
. |
86.- Resoleu en els nombres reals el sistema {xy +yz +zx=9
i

ix3+y®+23=63
Solucio:

Calculem x? +y? +z2:

62 =(x+y+2)2 =x2+y2+ 2% +2(xy +yz + zx) =x? +y? +2% +2>9.
Aleshores,

x%+y?+2z2 =18.

Calculem xyz :
6% =(x+y+2)® =x3+y3+2z° +3x%y +3x%z +3xy? +3xz% +3y?z +3yz? +6xyz
6% =-2x3 - 2y® - 273 +3x(x2 +y2+ 22)+3y(x2 +y? + 22)+ 32(x2 +y? + 22)+ 6Xyz
6° =-2(x3 +y3 +23)+3(x+y+ z)(x2 +y? +22)+6xyz
63 =-2x63 + 36 X18 + 6xyz
Aleshores,
Xyz = 3.
IX+y+z=6
El sistema és equivalent a: : Xy +yz+zx=9
¥xyz =3
Utilitzant les formules de Cardano-Vieta les solucions reals d’aquest sistema sén
solucions de I'equacio cubica:
P®-6P?2+9P-3=0.
Les solucions de la qual son: P, =2 +2cosg P,=2- 2COSE P,=2- 2sint-.

b b 18
Les solucions reals del sistema son:
i
PX= 2+ Zcosg
i

' 2 . .
|ly =2- cos?IO 0 qualsevol de les sis permutacions d’elles.

z2=2- Zsin£
18

—_—r— —:
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87.- Resoleu en els complexos l'equacié z* +z3+z?+z+1=0.

Solucio 1:
Multipliquem I'equacié per z - 1:
(z- 1)(z4 +723+72%+2 +1)=0.

-1=0.
i

i i i1
T [
R POV JOPN | ) RELA L LU
I lcosZE +isin=2 1
.I. 0+% 1 5 5 |

z=%1= 10:111 2 :cosﬂﬂsinﬂ 1, L J— 10- 25
[ | i
.:.1()+2p>3 : Cosg_ isinB : 1+‘\/_ '\’10 2 5
T T I
i1 i 3p 2p i
T°+%’4 T-COS?_ |S|n? P 1- J_ ,/104.2 5

i

2p _ +J_ sin2P \/10+21/§

Notem que cos—
5 5 4

Les solucions de I equaC|o inicial sén:

_-1+45 1/10+25 _-1 J5 1/10 25

1 = =

4
_ 1+J_ «/10 2 5 _ 1 J_ «/10+2 5.
3 = Zy =
Solucio6 2:
z* +z% +2? +z+1=0. Dividim I'equaci6 entre z2:
22+z+1+1+ L -0,
z 7?

Completem quadrats de z+— a%+__ +aPZ+—+-1 0
z e g e 9

Resolem I'equacio de segon grau amb la incognita p =z +i:
z
_-1+45 _-1-4/5

1 _T’ 2 = 2
Desfem el canvi:

1 -1++5 , @1+.60

z+-=——_—— | z°- iz +1=0, resolent I'equacio:
Z 2 2 P
_-1+45 w/10+2«/€. _-1+456 +J10+245 .
1= + L Z,= - I
4 4 4
- 1- ® 1-
24121 JE 72 - I'2+1 0, resolent I'equacio:
Z 2 2 P

_-1-46 ,410-26,  _-1-J5 410-2/5
4 4 '
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88.-Si x+y+z =6 proveu que x> +y?+2z?3 12,

Solucio:
Aplicarem la desigualtat Cauchy-Schwartz als vectorsa= (1,1 1), b=(X,y, 2)
ab £ [ o]

(@0)” £ Jol” il

x+y+x)? EBAZ+12 + 20 B2 +y? 4228
y 2 Y 2

62£3(x2+y2+22)

X2 +y?+2z2312

Laigualtatesté quan x =y =y =2.
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89.- Siguen a, b, c les arrels del polinomi x3 - 2x? +x +5. Calculeu a* +b* +c*.

Solucio:

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:
ia+b+c=2

%ab +bc+ca=1

¥abc =-5

Per seraarrel de x® - 2x? +x+5:
a®-2a’+a+5=0

a®=2a’-a-5

a* =axa®=a(2a’- a- 5)=2a®-a%-5a=22a’- a-5)- a’- 5a=3a%- 7a- 10.
Analogament:

b* =3b?- 7b- 10

c*=3c?-7c-10

a* +b* +c* :3(a2+b2 +cz)- 7(a+b+c)- 3x10
a* +b* +c* :3(a2 +b? +cz)- 7x2-3%0
a® +b* +c4 =3a% +b2 +c?)- 44

Calculem a? +b? +c?:
22 =(a+b+c)?=a?+b? +c?+2@ +bc+ca)=a®+b? +c?+2xL.

Aleshores: a? +b? +¢c? =2.

Per tant:
a* +b* +c* =32 +b? +c2)- 44=32- 44=-38,
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90.- El producte de dues arrels de les quatre arrels del polinomi
x* - 18x3 +k xx? + 200x - 1984 és - 32. Determineu el valor de k.

Solucio:

Siguen a, b, ¢, d les arrels del polinomi tal que ab = - 32.
Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

abcd =-1984

- 32cd =1984 . Aleshores, cd =62.

Aplicant les formules de Cardano-Vieta:

ab +ac+ad +bc +bd+cd =k

(a+b)(c +d)+30=k 1)
Aplicant les férmules de Cardano-Vieta:
a+tb+c+d=18 (2

abc +abd +acd +becd =-200 .
- 32(c+d)+62(a+hb)=-200.

Aillant a+b
a+b:-100+16(c+d) 3)

31
Substituint I'expressio (3) en I'expressio (2):
- 100 +3116(C td), (c +d) =18. Resolent el la incognita (c+d):
c+d=14 4)
Substituint I'expressio (4) en I'expressio (3):
a+b=4 5)
Substituint les expressions (4) (5) en I'expressi6 (1):
4:14+30 =k

Aleshores, k =86.

El polinomi quedaria:

x* - 18x3 +86x? +200x - 1984 .
Calculant les arrels per la regla de Ruffini:

x=-4,x=8,x=7+JEi,x=7-JEi.



