Ricard Peir6 i Estruch

1.- Demostreu que no existeix cap funcié continua positiva f(x), 0 £ x £ 1 tal que
verifique simultaniament:

1 1 1
Qf(x)dx =1, Qx xf(x)dx = a, sz xf(x)dx =a® on a és un nombre real.

Solucio:
Suposem que existeix una funcié continua f(x), f(x) >0 en x1 [01] gue verifique les
condicions.
J 2 Jd 2 < 2 Jd 2 2 2
Q(X - a) f(x)dx = QX (x)dx - ZaQX (x)dx +a Qf(x)dx za“-2a° +a“ =0.
La qual cosa és absurda ja que la funcié (x - a)*f(x) és positiva per tant:

Ql(x - a)%(x)dx > 0.
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2.-

a) Demostreu que de tots els triangles amb la mateixa base i el mateix angle oposat,
l'isosceles té area maxima.

b) Proveu que entre tots els triangles inscrits en una circumferencia I'equilater té area
maxima.

Solucio: A
a) Siguen el costat a i 'angle A fixos.
Per la formula trigonometrica de l'area:
_abxsinC
S ac T o
Aplicant el teorema dels sinus al triangle
2 =D - €  cop-(a+B)
sinA  sinB sinC
axsinB
SinA
ab xsinC a? . 2
= sinBxsin(p- (A +B)), S(B) =
2 2:sinA (- ( ). SB) 2:sinA
a? 16
S(B) = —,ae——(?(cos(A + 2B) - cos A)
2xsinAg2 g

Derivem la funcio area:
2

Aleshores, b = . Aleshores la superficie és:

S(B) =

sinB xsin(A +B)

S@)== a

.
‘

A sin(A +2B). Igualem la derivada a zero:

S'B)=0. sin(A+2B)=0. Resolent I'equacio:
A+2B=¢.

_p-A _ _p-A - . . .
Aleshores, B et Pertant, C=p- (A+B) = — Es a dir, el triangle és
isosceles.

Calculem la segona derivada.
2

S"(B) = ?‘Acos(A +2B)
_ .. 2 -
Sv-g@_AQ: _a cos(p) <0. Aleshores, B = P-A €és un maxim.
e 2 g SIinA
b)

Hem de fer notar que si considerem els triangles inscrits en una circumferéncia amb
costat fix és verifica que tos els triangle tenen el mateix angle oposat, ja que és un
angle inscrit en la circumferencia. El de major area és l'isosceles.

Aleshores hem de provar que de tots els triangles isosceles inscrits en la
circumferencia el equilater és el d’'area maxima.
Siga O el centre de la circumferéncia.

D -
Siga ABC isosceles AB = AC inscrit en la circumferencia de
radi R.

S pac :%, h=AH. Siga a = DOCH. .

D
Aplicant raons trigopnomeétrigues al triangle rectangle OHC:

OH =Rxsina, a=2R:cosa. BWC
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S(a) = 2Rcos a(l; +Rsina)

Derivem la funci6 area:

S'(a) =R?(-2sin? a - sina +1). Igualem la derivada a zero:
S'(a)=0

- 2sin?a - sina +1=0, resolent 'equacié, a =30°.
Aleshores, B = C =60°. Per tant el triangle és equilater.
Calculem la segona derivada:

S"(a)= R2(— 4sina xcosa - cosa).

S,.a@o 1J_ «/_

R? 4 M XE
e6ﬂ

Aleshores, a =30° és un maxim.

=R?(cosa +cosa »sina).
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3.- Determineu el volum del solid generat al girar al voltant de I'eix OX, la regi6 del
planol que resulta de la interseccid de linterior de x? +y? =17, x* +y? =17x

Solucio:
x2 +y? =17 és la circumferéncia de centre (0,0) i radi /17
x2 +y? =17x és la circumferéncia de centre 6%7,0 i radi %
a
Determinem la intersecci6 de les dues circumferéncies: /»
x> +y? =17 . . ix=1 ix=1
[ v’ les solucions del qual sén, : : : K
TX +y% =17x iy=4 jy=-4

Siguen f(X) =17 - x2, g(x) =+/17x - X2 .

El volum que cerquem és el volum de revolucié de la funcié g(x) entre [0,1] més el

volum de revolucié de la funcié f(x) entre [1J1_7]
d J7
V=pQu’(xax+pg 5 (x)dx =

Ql?x X )dx+pQ (17 x2)dx =
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4.- Calculeu el limit: Iig1¥ U3 +ax? - 3x3 - bx? .
X!

Solucio:

Ii& Ux® +ax? - 3x® - bx? =¥ - ¥ . indeterminacio.
X

Notem que A® - B® =(A- B)(A? +AB +B?).
Siga A=3x®+ax?, B=%x*- bx® . Aleshores:

3 2 3 2
lim 3/x® +ax? - Yx® - bx? = Iim (C *axt) - (X - bx7) =
X®¥ x® ¥ ;,/(Xs +ax2)2 +§/(X2 +ax2)(x3 j bX2) +%/(X3 j bx2)2
lim (a+b)x®
¥ 3x0 +2ax® +a?x* +3x° +(a- b)x® - abx* +¥x® - 20x° +b?x*
Dividint numerador i denominador per x?:
_ |im a+b _a+b

x® ¥ 2a a? a-b ab 2b b2 3
3/1+—+—+3/1+ -—+3/1-—+—
X X2 X X2 X X2
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5.-Siga 1(x) = ) {L+°) *at x2 0.

a) Proveu que f(x) és estrictament creixent " x 3 0.

b) Siga g(x) la funcid inversa de f(x). Proveu que g"(x) és proporcional a g2(x) i
calculeu la constant de proporcionalitat.

Solucio:

a)

Siga h(t) = L+ 2] %, t3 0.

h(t) és continuaen t3 0.

Aleshores f(x) és continua i derivable en x3 0, a més a més,

F(x) =hx) = [L+x3) .

Notem que f'(x)>0 " x3 0, aleshores, f(x) és estrictament creixenten x3 0.

b)
Siga g(x) la funcié inversa de f(x). Pel teorema de la derivada de la funcio inversa:
Y 1
g (X) f‘(g(X)) (]_+93(X))'1/2 .
Zhate0) 3t 000 Zhrgt00) et die o)t
g"(x) = — 1 = —3 =592(X)-
(1+¢°(0) L+g*00)
Aleshores,
g'(x) _3

?(x) 2
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6.-Siga f:R® R talque "x1 R, f(x +19) £f(x)+19, f(x+94)3 f(x)+94.

Demostreu que f(x +1) =f(x) +1.

Solucio:

f(x)3 f(x+19)- 19, " x1 R. Aleshores, f(x- 19)3 f(x)- 19.
f(x) £f(x+94)- 94, " x1 R. Aleshores, f(x- 94) £f(x)- 94.

"nl N:

f(x +19n) £ f(x) +19n.

f(x +94n)3 f(x) +94n.

f(x-19n)3 f(x)- 19n.

f(x- 94n) £f(x)- 94n.

Notem que 1=5"19- 94, 1=18"94-89" 19.

f(x+1)=f(x+5"19- 94)E£f(x+5" 19)- 94
£f(x)+5  19- 94
£ f(x) +1.

f(x +1)=f(x+18" 94- 89 19) 3 f(x +18~ 94)- 89" 19
3 f(x)+18° 94)- 89~ 19
£ f(x) +1.

Aleshores, f(x +1) =f(x) +1.
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7.- Siga la funci6 f(x) == +— .
X X

a) Calculeu S(n) l'area limitada per la corba f(x), x=1i x=n, n>1.
b) Calculeu I(;m¥ S(n).
n® +:

Solucio:
a)
Calculem S(n):
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8.- Un diposit inicialment ple amb 1000 litres d’aigua salada la concentracio o salinitat
del qual és de dos grams de sal per litre. Per a reduir la salinitat es fa entrar aigua pura
en el diposit a rad de 5 litres per minut, al mateix temps per un orifici el diposit evacua
el mateix cabdal. Determineu la quantitat de sal continguda en el diposit en funcié del
temps i calculeu el temps que ha de transcorrer a fi que només queden 200 grans fe
sal.

Solucio:

Denotem per S(t) la funcié que cerquem, és a dir la quantitat de sal en grams que
conté el diposit en funcio del temps t en minuts.

S(t)
1000
En linstant t + Dt la quantitat de sal sera S(t +Dt) i per tant els grams de sal que han
eixit del diposit en l'interval de temps [t,t +Dt] son S(t)- S(t +It) .

Per altra banda sabem que durant aquest interval de temps el diposit a evacuat 5 : Dt
litres d’aigua salada.

Sil'increment Dt és molt petit, la concentracio de I'aigua del diposit pot considerar-se
constant en el transcurs de linterval de temps [t,t + Dt].

La concentraci6 de sal en l'instant t val

or/l.

El producte de l'aigua sortida 5:Dt per la concentracié %grll ens donara la
guantitat de sal desapareguda en dit interval de temps.
Plantegem 'equacio:

S(t)- S(t+Dt) =2 _s(1)0x, és a dir, 2D -SO _ -1
1000 Dt 200

(1) .

Calculant limits a ambdues parts:

S'(t) = _ S(t)’ésadr’ S_(t):__l
200 S(t) 200
Calculant la integral respecte de t:

\Sl(t) N\ 7 1 - 1
O—dtz dt, In(S(t)) =—t+k.
S(t) cEOO 5 200
-1
—t+k
Aleshores, S(t) = eZOOt . Calculem k.

S(0) = 2000, aleshores, 2000 = e .

-1

Per tant, S(t) = 2000 xe 2% .
Calculem el temps que ha de transcérrer a fi que només queden 200 gr de sal:
S(t) = 200.

L
200 = 2000 xe2%° . Resolent I'equacio:
t =200 :In10
Com que In10 » 2'3026 .
t » 461Im = 7h41m .
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on a és un nombre real positiu.

9.- Siga f(x) =5(x +1)? + (x f1)5

Quin és valor minim per a a fi que f(x)3 24 quan x3 0.

Solucio:
Calculem la derivada de la funcié f(x).
f'(x)= 2(x+1)" - a

() (X+1)6(( Y - a)
f'(x)=0

5 a
—= _R(x+D)"-aj=0 U 2(x+1)"-a=0 U xzd:-l.
(x+1)6(( ) ) (x+ 2
f(x) =10+ 202

(x+1)

&la 0 a 3 . ) R
f"gg- 1:=70% 0 aleshores, x =7E- 1 ésun minimrelatiu "al R~0.
2}

Quan a=0, x =-1 que no esta en el domini de la funcio.

2 0
fg/i- 172 24,
2 (%]

7a &

aOS
— 3 24C¢7|—~ . Elevanta 7:
2 2!;,

r'a’, 2478@5.

27 é2g
Simplificant:

7 2
42 24 7>Q
7

247 x?

Vo7

a3

247

El valor minimde a és: a= 7




10.- La funcié f(x) =2 xarctg x +arcsin

1+x
Solucio:
El domini de la funcio f(x) és:
2X
1+X

(xI R/ -1
|

£1{é
j2x £1+x°

|

f-1- x* £2x
i@-x)?30

|

t(L+x)*3 0

Aleshores, el domini és R. La funci6 és continua en R.

L2 1 2(1- x2)
=5+

BRI TS (1+x2)?
(1+x%)?

2, 1 2(1- x?)
1+x? f1- x2)2 1+x?

2 2
+

i

' 11+ x2 %2
f(x)=}l X 1+x
i_ 2

f'(x) =

sil-x? >0

! = - > sil-x? <0
T1+x° 1+x

10 six<-1
I 4
()= j—— sixl } 1
11+ X

{0 six>1
La funci6 és derivable en R ~{- 11}.
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és constant pera x3 1.

Aplicant el teorema fonamental del calcul integral, la funcioé f(x) és constant en

R~[-11.

Calculem el valor de la constant quan x3 1:
f(D) = 2xarctg() +arcsin(l) = 2% + % =p.
Calculem el valor de la constant quan X £ - 1:

f(-1) = 2 xarctg(- ) +arcsin(- 1) = 2% +% =-p.

-2

- _ —4 . 2X
f(x) = 2xarctg x +arcsin
1+x

2



