
91.- Un got cilíndric de radi a i altura h està inclinat de forma que l’aigua de l’interior 
bisecta la base i toca la vora superior del got. Determineu el volum de l’aigua 
continguda en el got. 
Oposicions d’Extemadura 2006. 
 
Solució (Dani de la Paz): 
Considerem el cilindre 222 ayx =+  de radi a i altura h. 
L’aigua bisecta a la base en els punts )0,0,a(A − , )0,0,a(B  i la vora del got és el punt 

)h,a,0(C − . 
Determinem el plànol Π que passa pels punts A, B, C que talla el cilindre formant mitja 
el·lipse. 

)h,a,a(CA −−= ,  )h,a,a(CB −= . 
L’equació del plànol és: 

0
haa
haa
hzay0x

=
−
−−
−+−

≡Π ,    

0)aa)(hz()ahah)(ay()ahah)(0x( 22 =−−−+++−+−−≡Π . 
0hyaz =+≡Π . 

 
El volum V del cilindroide limitat en la seua part superior per la 
superfície )y,x(fz = ; en la part inferior pel plànol 0z =  i 
lateralment per la superfície cilíndrica recta que talla 0z =  en el recinte R és: 

∫∫ ⋅=
R

dxdy)y,x(fV . 

 
La superfície R és mitja circumferència de radi a: 
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92.- Siga { }nx  la successió definida per: 

2
1

x0 −= , 1x1 = , n23x6x5x 1nn1n −+−= −+ . 

Calculeu el límit  nn2nn
x

2
1

3
1

lím ⋅





 +

∞→
 

 
Solució: 
La successió és recurrent. Determinem  el terme general. 

)1n(23x6x5x n1n2n +−+−= ++  
 

1n2x6x5x n1n2n +−−= ++  
n23x6x5x 1nn1n −+−= −+  

Restant les dues expressions: 
2x6x11x6x 1nn1n2n −+−= −++  
2x6x11x6x n1n2n3n −+−= +++  

Restant les dues expressions: 
1nn1n2n3n x6x17x17x7x −+++ −+−= . 

L’equació característica de la successió recurrent és: 
6x17x17x7x 234 −+−= . 

Aplicant la regla de Ruffini les solucions de l’equació són: 
3,2,1,1x = . 

Aleshores el terme general de la successió és: 
nnnn

n 3D2C1nB1Ax ⋅+⋅+⋅⋅+⋅= . 
Determinem A, B, C, D. 

923
2
1

615x 2 =−+





−−⋅= . 

38431695x3 =−+⋅−⋅= . 
 

Si 0n =    DCA
2
1 ++=−  

Si 1n =    D3C2BA1 +++=  
Si 2n =    D9C4B2A9 +++=  
Si 3n =    D27C8B3A38 +++=  
Resolent el sistema format per les 4 equacions: 


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 Aleshores, nnnn
n 322

2
3

1n111x ⋅+⋅−⋅⋅−+⋅−=  
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2
3

n1x ⋅+⋅−−−= . 
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Dividint numerador i denominador per n12 : 
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93.-  

a) Estudieu i representeu la funció, 
1e
1e

ln)x(f
x

x

+
−= . 

b) Calculeu la longitud d’arc de la corba anterior entre 2x =  y 4x = . 
Oposicions Cantàbria 2006.  
 
Solució: 
a) 
Domini: 

{ } ] [+∞=






>∈=




>
+
−

∈= ,01e/Rx0
1e
1e

/Rx)x(fDom X
x

x

. 

La funció es contínua i derivable en ] [+∞,0 . 

1e
e2

)x('f
x2

x

−
= ,   

( ) ( )2x2

x2x

2x2

xx3

1e

)1e(e2

1e

e2e2
)x("f

−

−−
=

−

−−
= . 

Punts de tall amb l’eix d’abscisses: 

0)x(f =   si 1
1e
1e

x

x

=
+
− , esta equació no té solució. Aleshores la funció no té punts de 

tall amb els eixos coordenats. 
 
Monotonia i extrems locals: 
Notem que 0)x('f > , ] [+∞∈∀ ,0x . Per tant la funció és creixent en el seu domini. 
Concavitat, convexitat, punts d’inflexió: 

0)x("f < , ] [+∞∈∀ ,0x . Per tant la funció és convexa en el seu domini. 
 

0)1ln(
1e
1e

límln)x(flím
Hôpitalx

x

xx
==











+
−

=
+∞→+∞→

 

Aleshores 0y =  és una asímptota horitzontal 
quan x tendeix a ∞+ . 
 

−∞==










+
−

=
+∞→→ +

)0ln(
1e
1e

límln)x(flím
Hôpitalx

x

x0x
. 

Aleshores 0x =  és una asímptota vertical 
quan x s’aproxima a 0 per la dreta. 
 
b) La longitud d’arc és igual a: 

=
−+

+
=+ ∫∫

4

2 xx

x24

2

2 dx
)1e)(1e(

1e
dx))x('f(1  

Efectuant el canvi xet =  i resolent una 
integral racional amb arrels reals simples: 

2)1eln(dx))x('f(1 44

2

2 −+=+∫ . 

 



94.- Calculeu el temps necessari per a creuar en línia recta i amb la mínima velocitat 
un carrer d’amplària c metres, per la que circulen en una sola direcció i per un únic 
carril, automòbils amb velocitat v, d’amplària b i espaiats un d’altre a metres. 
Oposicions València 2001. 
 
Solució: 

 
Siga w la velocitat del vianant (constant). 
Hem de creuar en diagonal. 
A fi que la velocitat w siga mínima el temps ha de ser màxim. 
Siga α  l’angle que forma el costat del carrer i la trajectòria del vianant. 

L’espai recorregut pel vianant és 
α

==
sin

c
PQe  

Hem d’arribar a la part de darrere A del primer automòbil. 
 
El segon cotxe la part de davant C ha de passar per D quan el vianant passe per B 

α
+=+=

tg
b

aDBCDCB  

El temps que tarda l’automòbil d’anar de C a B és: 

v
tg
b

a
t

α
+

= .  

L’espai recorregut pel vianant de A a B és: 

α
=

sin
b

AB . 

Aquest temps és el que tarda el vianant d’anar de A a B. 
Aleshores la velocitat del vianant és: 

α⋅+α⋅
=

α
+

α==
cosbsina

bv

v
tg
b

a

sin
b

t
AB

w  

Considerem la funció 
α⋅+α⋅

=α
cosbsina

bv
)(w  



 π

∈α
2

,0 . Determinem el mínim de la 

funció: 

( )2cosbsina

)sinbcosa(bv
)('w

α⋅+α⋅

α⋅−α⋅−
=α . 

0)('w =α  si 0sinbcosa =α⋅−α⋅ , si 
b
a

tg =α .  
b
a

arctg=α . 



0
b
a

arctg"w >





 . Aleshores, 

b
a

arctg=α  és un mínim de la funció. 

Aleshores la velocitat mínima és: 







⋅+






⋅

=

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

=

b
a

arctgcosb
b
a
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b
a

arctgwwo . 

Si 
b
a

arctg=α , aleshores, 
22 ba

a
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+
=α , 

22 ba

b
cos

+
=α . 
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o
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b
b
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a
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+
+

=

+
+

+

= . 

L’espai recorregut pel vianant amb aquest angle és 

a
bac

ba

a
c

sin
c

PQ
22

22

+
=

+

=
α

=  

El temps mínim és: 
 

abv
)ba(c
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babv

a
bac

w
PQ

t
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22

o
o

+
=

+
+

+

== . 

Notem que la solució és quan l’angle de la trajectòria és perpendicular a la direcció C 

A que té una inclinació 
a
b

tg . 

 



95.- Calculeu 

2n

1

n

1k

k

2
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
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Revista OIM problema 131. 
 
Solució: 
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


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Transformant el límit en una integral Riemann: 

=




 ++⋅= ∫

1

0

42 dx1xxlnx  

 
Integrant per parts: 

=
+

−
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



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96.- Determineu el menor valor k a fi que no existesca cap nombre real x verificant 

1
5x2x2

7x2
k

2
<

−−
−

< . 

Olimpíada espanyola 1997. Fase local València. 
 
Solució: 

Considerem la funció 
5x2x2

7x2
)x(f

2 −−
−

= . Estudiem-la. 

El domini, continuïtat i derivabilitat de la funció és 










 +−

2
111

,
2

111
~R  

Punt de tall amb l’eix d’ordenades 







5
7

,0  

Punt de tall amb l’eix d’abscisses 





 0,
2
7  

22

2

)5x2x2(
)6x7x(4

)x('f
−−
+−

−=  

 
Monotonia i extrems locals: 

La funció és estrictament decreixent en ] [ ] [∞+∪




















 −

∞− ,6
2

111
~1,  

La funció és estrictament creixent en ] [










 +

2
111

~6,1  

En 1x =  hi ha un mínim relatiu estricte que és el punt ( )1,1   

En 6x =  hi ha un màxim relatiu estricte que és el punt 







11
1

,6 . 

 
Asímptotes: 

2
111

x
−=  és una asímptota vertical −∞=

−
−

→

)x(flím

2
111

x

,   +∞=
+

−
→

)x(flím

2
111

x

 

2
111

x
+=  és una asímptota vertical +∞=

−
+

→

)x(flím

2
111

x

,   −∞=
+

+
→

)x(flím

2
111

x

 

0y =  és una asímptota horitzontal, 0)x(flím
x

=
−∞→

, 0)x(flím
x

=
+∞→

 

La corba està sota l’asímptota quan −∞→x . 
La corba està damunt l’asímptota quan +∞→x . 
 
Aleshores: 

Si 
2

111
x

−< ,   per ser decreixent, 0)x(f <  

Si 
2

111
x

2
111 +<<− , per ser 1x =  mínim relatiu, 1)1(f)x(f =≥ . 

Si 
2

111
x

+> ,   per ser 6x =  màxim relatiu, 
11
1

)6(f)x(f =≤ . 



Notem que no existeix cap real x tal que  

1
5x2x2

7x2
11
1

2
<

−−
−

<  i 
11
1

k =  és el menor que ho compleix. 

 



97.- Calculeu el límit: 

n
n n

n2
1·····

n
6

1
n
4

1
n
2

1lím 

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
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




 +
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Solució: 

Siga λ=





 +






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
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
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
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
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

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n
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1
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
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n n
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n
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lím  

 

Considerem la partició:  3
n
n2

1x,....,
n
22

1x,
n
2

1x,1x n210 =+=⋅+=+==  

n
2

xx 1kk =− −  

Per tant el límit és una suma de Riemann: 

=

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
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
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+ ∑∑
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n
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( ) ( )] ( ) 









=−−−=−⋅== ∫ e
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ln)1(33ln3

2
1

xxlnx
2
1
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2
1 3

1

3
1  

 
 
 
 
 
 
 
            
 
Per tant: 

e
27=λ . 

 
∫ ∫ −⋅=−⋅= xxlnxdxxlnxxdxln

dxdv
xlnu

=
=



98.- Trobeu totes les funcions reals RR:f →  que compleixen que que 1)1(f =  i tals 

que )y(f2)x(f3)yx(f xy +=+  per a tots els reals x, y. 
 
Solució: 
Siga 1y = . 

xx1 2)x(f3)1(f2)x(f3)1x(f +⋅=⋅+⋅=+ . 
 
Siga 1x = , xy = . 

x1x 3)x(f2)x(f2)1(f3)x1(f +⋅=⋅+⋅=+ . 
 
Restant ambdues expressions: 

xx 32)x(f0 −+= . 

Aleshores, xx 23)x(f −= . 
 
 
 



99.- Determineu el nombre de solucions reals de l’equació xcosxsinxx 2 +⋅= . 
 
Solució: 
Considerem la funció xcosxsinxx)x(f 2 −⋅−=  
f(x) és contínua i derivable en tots el real. 
La funció és simètrica respecte de l’eix d’ordenades. 
 

xcosxx2)x('f ⋅−=  
)xcos2(x)x('f −= . 

 
Com que 0xcos2 >−  per a tot x nombre real. 

0)x('f >    si 0x > . La funció és estrictament creixent quan ] [+∞∈ ,0x  
0)x('f <    si 0x < . La funció és estrictament decreixent quan ] [0,x ∞−∈  

 
1)0(f −=  

0
222

cos
2

sin
222

f
22

>
π

−





 π

=
π

−
ππ

−





 π

=





 π  

0
2

f)0(f <





 π

⋅   

Per ser la funció estrictament creixent en 



 π

2
,0  existeix un únic punt 



 π

∈
2

,0c  tal que 

0)c(f = . 

Si 
2

x
π≥ ,  0

2
f)x(f >






 π

≥ . 

Aleshores el punt cx =  és l’únic punt de tall de la funció f(x) quan ] [+∞∈ ,0x . 
 

Per simetria de la funció, el punt 



 π
−∈− 0,

2
c  és l’únic punt de tall de la funció f(x) 

quan 0x < . 
 
Per tant l’equació xcosxsinxx 2 +⋅=  té dues úniques solucions en els reals i les 

solucions són oposades i es troben entre 



 ππ
−

2
,

2
 

Gràfica de la funció: 
 
 



100.- Per a quins valors de Nn∈  les tangents a la corba nx)x(f =  cobreixen el 
plànol?. 
 
Solució: 
Si 1n = , x)x(f =  les rectes tangents a la corba en qualsevol punt de la corba és f(x). 
Aleshores les rectes tangent a la corba no cobreixen el plànol. 
 
Siga )b,a(P  un punt qualsevol del plànol volen veure si existeix una recta tangent a la 
corba tal que P pertany a aquesta recta. 
 

1nnx)x('f −= . 
La recta tangent a la corba en el punt ( ))x(f,xA 00 de la corba té per equació: 

)xx(nxxyr 0
1n

o
n

0T −=−≡ − . 
 
Si el punt )b,a(P  pertany a la recta Tr , satisfà la seua equació: 

)xa(nxxb 0
1n

o
n

0 −=− −  

0bnaxx)1n( 1n
0

n
0 =+−− −             (1) 

 
Vegem si l’equació (1) té solució Rb,a ∈∀ . 
 
Considerem la funció bnaxx)1n()x(g 1nn +−−= −  
Estudiem aquesta funció.  
La funció és contínua i derivable en R 

2n1n ax)1n(nx)1n(n)x('g −− −−−= . 

)ax(x)1n(n)x('g 2n −−= −  
 
Suposem n parell. 
Estudiem la monotonia de g(x). 
Si 2n = . 

0)x('g >   si  ] [+∞∈ ,ax , aleshores la funció és creixent si ] [+∞∈ ,ax . 
0)x('g <   si  ] [a,x ∞−∈ , aleshores la funció és decreixent si ] [a,x ∞−∈ . 

ax =  és un mínim de la funció g(x). 
ba)a(g 2 +−=  

Si 0)a(g >  la funció no té punts de tall, és a dir, si ba2 <  l’equació (1) no té solució, 
aleshores, les tangents no recobreixen el plànol. 
Si 4n ≥ . 
Si 0a <  

0)x('g >   si  ] [ { }0~,ax +∞∈ , aleshores la funció és creixent si ] [+∞∈ ,ax . 
0)x('g <   si  ] [a,x ∞−∈ , aleshores la funció és decreixent si ] [a,x ∞−∈ . 

ax =  és un mínim de la funció g(x). 
ba)a(g n +−=  

Si 0)a(g >  la funció no té punts de tall, és a dir, si ban <  l’equació (1) no té solució, 
aleshores, les tangents no recobreixen el plànol. 
 
Si 0a >  

0)x('g >   si  ] [+∞∈ ,ax , aleshores la funció és creixent si ] [+∞∈ ,ax . 
0)x('g <   si  ] [ { }0~a,x ∞−∈ , aleshores la funció és decreixent si ] [a,x ∞−∈ . 



ax =  és un mínim de la funció g(x). 
ba)a(g n +−=  

Si 0)a(g >  la funció no té punts de tall, és a dir, si ban <  l’equació (1) no té solució, 
aleshores, les tangents no recobreixen el plànol. 
 
Aleshores si n és parell les tangents no recobreixen el plànol. 
 
Suposem n imparell 3n ≥ . 
Si 0a <  

0)x('g >   si  ] [ ] [+∞∪∞−∈ ,0a,x , aleshores la funció és creixent si. ] [ ] [+∞∪∞−∈ ,0a,x  
0)x('g <   si  ] [0,ax ∈ , aleshores la funció és decreixent si ] [0,ax ∈ . 

ax =  és un màxim de la funció g(x). 
0x =  és un mínim de la funció g(x) 

b)0(g = , ba)a(g n +−= . 
Suposem que 0b ≤  

+∞=
+∞→

)x(glím
x

 

Existeix [ [+∞∈ ,0x1  tal que 0)x(g 1 = .  
 
Suposem que 0b >  

−∞=
−∞→

)x(glím
x

 

Existeix ] [0,x2 ∞−∈  tal que 0)x(g 2 = .  
 
Si 0a >  

0)x('g >   si ] [ ] [+∞∪∞−∈ ,a0,x  , aleshores la funció és creixent si ] [ ] [+∞∪∞−∈ ,a0,x . 
0)x('g <   si  ] [a,0x ∈ , aleshores la funció és decreixent si ] [a,0x ∈ . 

ax =  és un mínim de la funció g(x). 
0x =  és un màxim de la funció g(x) 

b)0(g = , ba)a(g n +−= . 
Suposem que 0b ≤  

+∞=
+∞→

)x(glím
x

 

Existeix ] [+∞∈ ,ax3  tal que 0)x(g 3 = .  
 
Suposem que 0b >  

−∞=
−∞→

)x(glím
x

 

Existeix ] [0,x 4 ∞−∈  tal que 0)x(g 4 = .  
 
Si 0a =  
Considerem la funció bx)1n()x(g n +−=  

0)x(g =  si R
1n

b
x n ∈

−
= .  

Si n és imparell 3n ≥  tenim que Rb,a ∈∀ , la funció g(x) té punts de tall amb l’eix 
d’abscisses. 
 
Aleshores, si n és imparell 3n ≥  les tangents a la corba nx)x(f =  recobreixen el 
plànol. 


