91.- Un got cilindric de radi a i altura h esta inclinat de forma que l'aigua de l'interior
bisecta la base i toca la vora superior del got. Determineu el volum de I'aigua
continguda en el got.

Oposicions d’Extemadura 2006.

Solucié (Dani de la Paz):

Considerem el cilindre x? +y?2 =a? de radi a i altura h.

L’aigua bisecta a la base en els punts A(- a0,0), B(a,0,0) i la vora del got és el punt
C(0,-a,h).

Determinem el planol P que passa pels punts A, B, C que talla el cilindre formant mitja
el-lipse.

CA =(-aa-h), CB=(aa-h).

L’equaci6 del planol és:

- o
x-0 y+a z-h " A
S
P°l-a a -h|=0, \f
a a - h \ }{;
M
P © (x- 0)(-ah +ah)- (y+a)(ah+ah)+(z- h)(-a®- a%?)=0. —t +
P°az+hy=0. S~y
El volum V del cilindroide limitat en la seua part superior per la ¥ .

superficie z =f(x,y); en la part inferior pel planol z =0 i
lateralment per la superficie cilindrica recta que talla z =0 en el recinte R és:

V = @ (x.y)dy xdx.
R

La superficie R és mitja circumferencia de radi a:
-afy£0, x*+y?=a?

_-h
z=—y
a

‘0 \1132 y2 = h o ‘0 . h d] az.yz h \0

O O 2 zg_y'dx’dy:QQ—YX+' dyz_ _2y 'az_yZdyz
a a-y'ed @ e a éﬂm aYa

.0

__gé ("J‘2 2)39\'J = —ha?

ae3 ﬂti_a 3



92.- Siga {x, } la successi6 definida per:
Xy = - % X, =1, X,,, =5X, - 6x,, +3-2n.

16

PN 1
Calculeu el limit  lim EE_ + = %X,
ne¥d3" 22Ng4

Solucio:
La successio és recurrent. Determinem el terme general.
Xp4p = 5%, - 6X, +3-2(n+1)

Xps2 = 59X, - 6X, - 2n+1
Xp4 =5X, - 6X,, +3-2n
Restant les dues expressions:
Xpsp = 06X, - 11X, +6X, ;- 2
Xnsg = 6% - 11Xy + 6X,, - 2
Restant les dues expressions:
Xpeg = Xpep - 17X +17X, - 6X,_,.
L’equacio caracteristica de la successio recurrent és:
x4 =7x% - 17x* +17x- 6.
Aplicant la regla de Ruffini les solucions de I'equacié soén:
x=1123.
Aleshores el terme general de la successio és:
X, =AX" +Bxnx" +CxR" +Dx3".
Determinem A, B, C, D.
x,=54- 68 10:3.2=9
e 2¢
Xy =5X9-6xX1+3-4=38.

Sin=0 '71=A+C+D

Sin=1 1=A+B+2C+3D

Sin=2 9=A+2B+4C+9D

Sin=3 38=A+3B+8C+27D

Resolent el sistema format per les 4 equacions:
iA=-1

:I:B:-l

I 3

3 Aleshores, x, =-1x" +-1xnX" - E>Q” +23"

i
lc=
I
fD=2

X, =-1-n- §>Q”+2><3”.
2

im @B+ 1 O —im@L s 18, . Son 500
ne¥a3" 2" ne¥a3" 4" 2 7



= lim & = S
ne¥G 12" N
g :

& 14" - nan- Sgn 4 2x2n - 16" - n3n - Sen 42597 0
= lim¢ 2 2 +=
n®¥§ 12" :

7}

Dividint numerador i denominador per 12" :

& ®4 0 nald 380 Zaazt_j“ &30 nady 360 %9 0
s e 2%, T, %, %, 2%z, Yz,

—imé_€%e 3 edg elcg  elcg elcg 4 e5o elcg elcg
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93.-

e’-1

eX+1

b) Calculeu la longitud d’arc de la corba anterior entre x=2 y x=4.
Oposicions Cantabria 2006.

a) Estudieu i representeu la funcio, f(x) =1In

Solucio:
a)
Domini:
. x_1 0 R
Dom f(x) = | xi RIE—F>0y={xi RieX >1=]o+¥[.
1 e*+1 b
La funci6 es continua i derivable en |0,+¥].
! 2e* -2e3 . 2e% - 2eX(e¥ -1
f'(x) = ™ , f'(x) = > — = 2( > ).
e’ -1 (e"-l) (ex-l)
Punts de tall amb I'eix d’abscisses:
. e’-1
f(x)=0 si

X

e
tall amb els eixos coordenats.

1 =1, esta equaci6 no té solucid. Aleshores la funcié no té punts de

Monotonia i extrems locals:

Notem que f'(x)>0, " x1 ]O,+¥ [ Per tant la funcio és creixent en el seu domini.
Concavitat, convexitat, punts d’inflexio:

f'(x) <0, " xT Jo,+¥[. Per tant la funci6 és convexa en el seu domini.

. & e"-10
lim f(x)=In¢ lim T = In)=0 g
X® +¥ X®+¥ X 4 leﬁpital

Aleshores y =0 és una asimptota horitzontal
guan x tendeix a +¥ .

X

e -160
lim f(x) =Inglim 12 = In(o)=-¥ .
x®0* x® +¥ X 1@1—16pltal

Aleshores x =0 és una asimptota vertical
guan x saproxima a 0 per la dreta.

b) La longitud d’arc és igual a:
4 : 4 e +1
Q—\/l"'(f (X))de = dex =

Efectuant el canvi t =e* i resolent una
integral racional amb arrels reals simples:

(‘51/1+(f'(x))2dx =In(e* +1)- 2.




94.- Calculeu el temps necessari per a creuar en linia recta i amb la minima velocitat
un carrer d'amplaria ¢ metres, per la que circulen en una sola direcci6 i per un unic
carril, automobils amb velocitat v, d'amplaria b i espaiats un d’altre a metres.
Oposicions Valéncia 2001.

Solucio:
FI —_—
a=ch
b=A[
A, c=PR

]

.

0

Siga w la velocitat del vianant (constant).

Hem de creuar en diagonal.

A fi que la velocitat w siga minima el temps ha de ser maxim.

Siga a l'angle que forma el costat del carrer i la trajectoria del vianant.

L'espai recorregut pel vianant és e =PQ = —>
sina
Hem d’arribar a la part de darrere A del primer automobil.

El segon cotxe la part de davant C ha de passar per D quan el vianant passe per B

CB=CD+DB=a+_2

tga
El temps que tarda 'automobil d’anar de C a B és:
b
a+—

t=_ 92

v
L’espai recorregut pel vianant de A a B és:
AB=_2_.

sina

Aquest temps és el que tarda el vianant d’anar de A a B.
Aleshores la velocitat del vianant és:

L b
W= AB _ sina _ bv
t s b axsina +bxcosa
tga
v
. ., _ bv ~ U,y PU . .
Considerem la funcié w(a) = _ al HO,—L]. Determinem el minim de la
a:sina +b:cosa o 20
funcié:
w(a) =- bv(axcosa - b><s|na)_

(a xsina +b >cosa)2

w'(a) =0 si a:cosa - b:sina=0,si tgazg. a =arctg%.



" ao a . . .,

w 8%rctg-+> 0. Aleshores, a =arctg— és un minim de la funcio.
e bg b

Aleshores la velocitat minima és:

w, = w?;%rctg%gz
e o

bv

a >sin§a%rctg§9+ b moséa%rctg%
e e a

%)

. a .
Sia= arctgg, aleshores, sina = cosa =

a b
bv _ bv+/a? +b?

o] a a +b b a2 +b2
Ja? +b*  +a® +b?
L’espai recorregut pel vianant amb aquest angle és
c _ c _c+a? +b?
sina a - a
[az + b2

El temps minim és:

cva? +b?

PO =

. =PQ_ a _c(@’ +b?)
, = — :
Wo  bvya® +b? abv

a’ +b?

Notem que la solucié és quan I'angle de la trajectoria és perpendicular a la direccié C

A que té una inclinacié tgg.
a




95.- Calculeu lim In|O

I o 7 & Un
QZ + k4 +n4 9 |

2 =Y
fr= n o}
Revista OIM problema 131.
Solucié:
1 R
|,Q,5(R2+ k4+n4 ('jk.U? -:-,Q,agr(z_l_ K4 +n?
IimIn,lO‘? ';, =liminfQ¢ .
ne¥ e 18 -4 LCE k:lg n
@
| b 0
n 2 . JKk4 + 49
=Iiméizlngk k2 N =
n® ¥ kel n 8 n B
n .2 .4 O
= lim lé Kincgx 0 +,/8é—(9 +1. =
ne¥n ,_,n geng eng 5
Transformant el limit en una integral Riemann:
l .
= X >4n§<2 +4/x* +1%x =
Q P
Integrant per parts:
RS In§<2 +4/x* +18 NE
(‘)<>4n§<2 +4lx* +1%x = 2. & dx
o x* +1

[

us= In?2 +/x* +1g, du =

2
dv = x:dx, v=X—
2

x* +1

dx

e g g
2

2

:M_£+l
2 2 2

T =T



96.- Determineu el menor valor k a fi que no existesca cap nombre real x verificant
2x-7

K<—<1.
2x? - 2x- 5
Olimpiada espanyola 1997. Fase local Valéncia.
Solucio:
. . 2x-7 .
Considerem la funcid f(x) = —————. Estudiem-la.
2X° - 2x-5

N

] N
El domini, continuitat i derivabilitat de la funci6 és R ~ {l Jl_l, 1 Jl_lu

i2 2}

Punt de tall amb I'eix d’ordenades g% 19
e 5g
Punt de tall amb I'eix d’abscisses 8@ 02
e2 g
4(x* - 7x +6)

(2x% - 2x - 5)?

f(x) = -

Monotonia i extrems locals:
b _ ('j R

La funci6 és estrictament decreixent en g ¥,]{~ }1 ;/HEZE ]6, +¥[
t 2

i1+4/11¢
1 5 i;

En x =1 hi ha un minim relatiu estricte que és el punt (1, 1)

La funcio és estrictament creixent en ]l 6[ ~

En x =6 hi ha un maxim relatiu estricte que és el punt 8% 1—119.
e [%]
Asimptotes:
-1 11 és una asimptota vertical lim f(x)=-¥, lim f(x)=+¥
2 VI 111
T =
_1 11 €s una asimptota vertical  lim f(x) = +¥, lim f(x)=-¥
2 1411 1411

X® X®

2
y =0 és una asimptota horitzontal, lim f(x) =0, lim f(x) =0
X® - ¥ X® +¥

La corba esta sota I'asimptota quan x® -¥ .
La corba esta damunt I'asimptota quan X ® +¥ .

Aleshores:

1- 411

Si X< > per ser decreixent, f(x) <0

S 1-;/E<X<1+241_1

, per ser x =1 minim relatiu, f(x)3 f(1) =1.

1+4/11 1
2

Si x> , per ser x =6 maxim relatiu, f(x) £ f(6) :E.




Notem que no existeix cap real x tal que
1 2x-7
-
11 2x*-2x-5

<lik =1—11 és el menor que ho compleix.




97 .- Calculeu el limit;

lim n/a?H Oei+ CB?‘[+_0....a?i+2n°

“®¥\e Ng e ng

Solucio:

Siga lim \/ai+ %+ &g +__....9 +2N00_

Ng e ng

& - - =6
Inl = 1lim In@rJ§+gm: 1+ __goﬁ+__..,_,af‘[ 2”9?:
ne ¥ g )

nfae Ng e Ngy
I|m alng +2k
r'lk1 ng
Considerem la particio: x, =1, X, —1+£ X, -1+£ s X, :1+@:3
n n
X, - Xp.q = 2
k k-1 n

Per tant el limit és una suma de Riemann:

|im1§|n$?i 20_Lim & 2 aEi+

e¥ynt & nog 2“®¥k:1

()dx— (x>4nx x ) =%(3In3_3_(_1) N g\/—

QIIO

c‘y']xdxzxﬂnx- c‘;ixzxxlnx- X

=Inx
dv =dx

Per tant:

27



98.- Trobeu totes les funcions reals f: R® R que compleixen que que f(1) =1 i tals
gue f(x +y) =3Yf(x)+ 2*f(y) per atots els reals x, y.

Solucio:

Siga y =1.

f(x +1) = 31 xf(x) + 2% xf(1) = 3 xF(x) + 2*.

Siga x =1, y=x.
f(1+ x) = 3% xf(1) + 2 xf(x) = 2 x(x) + 3*.

Restant ambdues expressions:
0=f(x)+2*- 3%.
Aleshores, f(x) =3* - 2*.



99.- Determineu el nombre de solucions reals de I'equacié x> = x xsinx + cos X .

Solucio:
Considerem la funcié f(x) = x? - x xsinx - cosx

f(x) és continua i derivable en tots el real.
La funcié és simétrica respecte de I'eix d’ordenades.

f'(Xx) = 2x - X XCOS X
f'(x) = x(2 - cosx).

Com que 2- cosx >0 per atot x nombre real.
f'(x)>0 si x>0. La funci6 és estrictament creixent quan x1 [0,+¥[

f'(x)<0 si x<0. Lafuncié és estrictament decreixent quan x1 |- ¥,0

f(0) =-1
f@gzaeggz - Bs p cosB—aE;—)0 - B>O
e2g e2g 2 2 2 &2g 2
f(0)><fg,——
Per ser la funcio estrictament creixent en Ep g% existeix un danic punt ¢ 1 EO Bg tal que
f(c) =0.

: Y apo
Si x3 =, f(x)3 fe==>
> (x) gzg

Aleshores el punt x =c és I'tnic punt de tall de la funci6 f(x) quan xT ]o,+¥].

Per simetria de la funcié, el punt - c1 és I'tnic punt de tall de la funcid f(x)

I\.)|'O

C'DC'D>('D

l\J-
quan x<0.
Per tant 'equacié x? = x xsin x +cos x té dues Uniques solucions en els reals i les

u p pe

solucions son oposades i es troben entre 0 > 58
y

Grafica de la funcio:




100.- Per a quins valors de n1 N les tangents a la corba f(x) = x" cobreixen el
planol?.

Solucio:
Si n=1, f(x) =x les rectes tangents a la corba en qualsevol punt de la corba és f(x).
Aleshores les rectes tangent a la corba no cobreixen el planol.

Siga P(a,b) un punt qualsevol del planol volen veure si existeix una recta tangent a la
corba tal que P pertany a aquesta recta.

f'(x)=nx"1.
La recta tangent a la corba en el punt A(xo,f(x0 ))de la corba té per equacio:

e oy- X" =nx,"H(x- X,).

Si el punt P(a,b) pertany a la recta r;, satisfa la seua equacio:
b- x," =nx,"*(@a- x,)
(n- Dx," - nax,"*+b=0 (1)

Vegem si I'equacio (1) té solucié " a,bT R.

Considerem la funcié g(x) = (n - )x" - nax"*+b
Estudiem aquesta funcié.
La funcio és continua i derivable en R

g(x)=n(n-x"!- n(n- Lax"?2.
g(x)=n(n- Yx"%(x - a)

Suposem n parell.

Estudiem la monotonia de g(x).

Sin=2.

g'(x)>0 si x1 |a+¥|, aleshores la funci6 és creixent si x1 |a,+¥].

g(x)<0 si x1 | ¥,a[, aleshores la funcié és decreixent si x1 |- ¥,a].

X =a €s un minim de la funcié g(x).

g(@)=-a’ +b

Si g(a) >0 la funcié no té punts de tall, és a dir, si a?> <b I'equacio (1) no té solucio,
aleshores, les tangents no recobreixen el planol.

Sins3 4.

Sia<0

g'(x)>0 si x1 |a+¥|~{0}, aleshores la funcié és creixent si x1 |a,+¥|.

g(x)<0 si x1 | ¥,a[, aleshores la funcié és decreixent si x1 |- ¥,a].

X =a €s un minim de la funcié g(x).

g(@)=-a" +b

Si g(a) >0 la funci6 no té punts de tall, és a dir, si a" <b I'equacié (1) no té solucio,
aleshores, les tangents no recobreixen el planol.

Sia>0
g'(x)>0 si x1 |a+¥[, aleshores la funci6 és creixent si x1 |a,+¥].
g(x)<0 si x1 |- ¥,a[~{0}, aleshores la funci6 és decreixentsi xT | ¥,a[.



X =a és un minim de la funcié g(x).

g(@a)=-a"+b

Si g(a) >0 la funcié no té punts de tall, és a dir, si a" <b I'equacié (1) no té solucio,
aleshores, les tangents no recobreixen el planol.

Aleshores si n és parell les tangents no recobreixen el planol.

Suposem n imparell n3 3.
Sia<0
g'(x)>0 si x1 |- ¥,a[E |o,+¥[, aleshores la funcié és creixent si. x1 |- ¥,a|E ]o,+¥|
g(x)<0 si x1 Ja0[, aleshores la funcié és decreixent si x1 [a,0].
X =a €s un maxim de la funcio g(x).
x =0 €és un minim de la funcio g(x)
g(0)=b, g(a)=-a" +b.
Suposemque b£0
lim g(x) = +¥
X® +¥

Existeix x,1 [0,+¥[ tal que g(x,)=0.

Suposem que b >0
A0y ) =¥

Existeix x, 1 |- ¥,0 tal que g(x,)=0.

Sia>0
g'(x)>0 si xT |- ¥,0[E |a+¥[ , aleshores la funci6 és creixent si x1 |- ¥,0[E |a,+¥].
g(x)<0 si x1 0,4, aleshores la funci6 és decreixent si x1 ]0,a[.

X =a €s un minim de la funcié g(x).
x =0 és un maxim de la funcié g(x)

g(0)=b, g(a)=-a" +b.
Suposemque b£0
I(l'@m¥ g(x) = +¥

Existeix x, 1 Ja,+¥[ tal que g(x;) =0.

Suposem que b >0
A, o) =-¥
Existeix x,1 |- ¥,0 tal que g(x,)=0.

Sia=0
Considerem la funcio g(x) =(n- 1)x" +b

g(x)=0 si x:n,/ b iR,
n-1

Sinésimparell n3 3 tenim que "a,b1 R, la funcié g(x) té punts de tall amb I'eix
d’abscisses.

Aleshores, sin és imparell n 3 3 les tangents a la corba f(x) = x" recobreixen el
planol.



